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会 发 生 


出 一 定 的 随机 性 ， 




















后 者 为 不 
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建筑 、 通 信 、 自 动 控制 等 

MATLAB 6.5 的 统计 工具 箱 相对 
等 软件 的 统计 功能 相 媲 美 。 该 工具 箱 是 一 个 建立 在 MATILAB 数值 计算 环境 上 的 工具 集 
控制 等 很 多 常见 的 统计 








持 随机 数 生 成 、 
工具 : 概率 统计 函数 和 攻 
1 类 工具 由 
部 分 是 MATLAB M 文 伯 











下 











< 芽 


齐 


各 种 各 样 的 现象 ， 其 


定性 事件 〈 或 称 随机 事件 )。 概 率 论 和 数理 统 
律 性 的 一 门 数学 学 科 。 

作为 一 个 实用 性 很 强 的 数学 分 
经 济 、 心 理 、 教 育 、 体 育 、 医 学 、 生 物 、 化 学 、 机 械 、 
L 乎 所 有 的 社会 和 技术 科学 领域 。 





统计 工具 条 


统计 工具 箱 简 介 





























有 的 现象 在 一 定 条 件 下 是 必然 要 发 生 
但 总 体 上 又 有 一 定 的 规律 可 循 。 一 般 称 前 者 为 确定 性 事件 ， 



































计 就 是 研究 和 揭示 不 确定 事件 统计 规 








文 ， 概率 论 和 数理 统计 的 理论 和 方法 已 经 广泛 应 用 
水 文 、 地 质 、 林 业 、 和 气象、 工业 生 





























曲线 拟 合 、 


试验 设计 和 统计 过 程 














图 形 交互 工 




















SS 








很 多 函数 组 成 ， 

















F， 实 现 了 一 定 的 统计 算法 。 


这 些 函 数 可 以 从 命令 
假设 函数 名 称 为 function_name， 在 把 该 







































































[于 前 面 一 些 版 本 , 改进 较 大 。 目 前 已 经 可 以 与 SPSS，SAS 

















， 它 文 
任务 。 它 提供 了 两 类 






































行 或 自己 的 应 用 程序 中 调用 。 它 们 大 











函数 所 在 的 路 径 设置 为 当前 路 径 以 后 ， 在 命令 行 中 输入 下 面 的 语句 ， 可 以 查看 该 函数 的 代码 。 


type function_name 

















将 工具 箱 











还 可 以 在 工具 箱 中 添加 自己 的 M 文 从 


的 任何 函数 复制 到 其 他 路 径 # 






































第 2 类 工具 是 








图 形 交互 工具 。 











能 ， 方 便 而 且 直 观 。 


1.1 


MATLAB6.5 提供 
新 版 本 甚至 增加 了 K 均值 聚 类 和 决策 树 等 内 容 ， 可 以 为 数据 挖掘 











所 有 课题 ， 








统计 工具 箱 的 内 容 


























供 解决 方案 。 











人 体 地 














利 





























重 命名 以 后 修改 它 ， 可 以 改变 它 的 行为 方式 。 
来 扩展 工具 箱 。 








j 它 们 ， 可 以 以 图 











形 用 户 界 面 的 形式 实现 很 多 函数 的 功 

















的 工具 箱 内 容 非常 丰富 , 涉及 了 当前 大 学 生 和 研究 生 概 率 统 计 教材 中 的 











的 某 些 任务 提 





， 统 计 工 具 箱 中 包括 以 下 几 方 面 的 内 容 。 


@ 概率 分 布 : 给 出 了 常见 的 20 种 概率 分 布 类 型 的 概率 密度 函数 、 累 加 分 布 函数 〈 分 布 函 


数 )、 逆 累加 分 布 函数 、 参 数 估 计 
@ 参数 估计 : 提供 
@ 样本 描述 :提供 了 描述 中 心 
述 方法 以 及 其 他 一 些 统计 量 计算 函 数 。 









































函数 、 随 机 数 生成 函数 和 统计 量 计算 函数 。 
了 多 种 分 布 类 型 分 布 参数 及 其 置信 区 间 的 估计 方法 。 























沼 势 和 离散 趋势 的 统计 量 函 数 ， 缺 失 数据 条 件 下 的 样本 





























@ 方差 分 析 : 包括 单 因子 方差 分 析 、 双 因子 方差 分 析 和 多 因子 方差 分 析 。 

@ 多 元 方差 分 析 : 包括 单 因素 多 元 方差 分 析 、 分 组 聚 类 和 多 元 比较 等 。 

@ 回归 分 析 : 包括 多 元 线性 回归 《〈 含 逐步 回归 )、 崔 回归、 一 般 线 性 模型 拟 合 、 多 项 式 拟 
合 、 稳 健 回 归 、 响 应 面 分 析 《〈 含 二 维 响 应 面 分 析 和 多 维 响 应 面 分 析 )、 非 线性 回归 。 

@ 假设 检验 : 包括 单 样本 t 检 验 、 双 样本 (检验 和 z 检验 。 

e@ 分 布 的 检验 : 包括 Jarque-Bera 正 态 性 检验 、Kolmogorov-smirnov 单 样 本 检验 、 
Kolmogorov-smirnov 双 样 本 检验 和 Lilliefors 正 态 性 检验 。 

@ 非 参 数 检验 : 包括 friedman 检验 、Kruskalwallis 检验 、 秩 和 检验 、 符 号 秩 检验 和 符号 


们 验 。 



























































































































































@ 判别 分 析 。 

@ 聚 类 分 析 : 包括 系统 聚 类 和 天 均值 聚 类 两 种 。 

@ 主 成 分 分 析 。 

@ 因子 分 析 。 

@ 决策 树 。 

@ 统计 过 程控 制 : 提供 了 常用 的 过 程 管理 图 和 过 程 性 能 图 。 

@ 试验 设计 : 包括 完全 析 因 设计 、 不 完全 析 因 设计 、 响 应 面 设计 和 D- 优 化 设计 。 



































e 统计 图 : 包括 箱 形 图 、 经 验 累加 分 布 函数 图 、 误 差 条 图 、 函 数 交 互 等 值 线 岁 、 交 互 画 
线 、 交 互 点 标注 、 散 点 矩阵 图 、 散 点 图 、 添 加 最 小 二 乘 拟 合 线 、 正 态 概率 图 、 帕 累 托 图 、q-q 
图 、 回 归 个 案 次 序 图 、 参 考 多 项 式 曲线 、 添 加 参考 线 、 交 互 插值 等 值 线 图 和 威 布尔 图 。 













































































1.2 ”数学 符号 约定 














在 后 续 章 节 中 ， 讲 解 统计 工具 箱 中 的 函数 时 难免 要 提 到 各 种 数学 概念 和 公式 。 表 1-1 列 
出 了 经 常用 到 的 数学 符号 的 说 明 。 


表 1-1 统计 工具 箱 中 的 数学 符号 约定 









































7 线性 模型 中 的 参数 
EC x 的 期 望 值 




















Cda.b) 概率 密度 函数 。* 是 独立 变量 ，a 和 是 固定 参 老 
Felab) 累积 分 布 函 兹 
X[a, pb]) 或 1[a,b] 指示 函数 
DP 和 4 六 是 某 些 寻 E 的 概率 ，4 是 事件 不 发 和 









































第 2 章 概率 分 布 


试验 得 到 的 数据 通常 呈现 一 定 的 规律 性 ， 引 入 随机 变量 以 后 ， 可 以 将 随机 数据 表达 为 随 

机 变量 的 函数 。 常 见 的 随机 变量 有 离散 型 随机 变量 和 连续 型 随机 变量 两 种 。 
@ 当 变量 全 部 可 以 取 到 的 值 是 有 限 个 或 可 列 无 限 多 个 时 ， 称 为 离散 型 随机 变量 。 
@ 如 果 对 于 随机 变量 X 的 分 布 函数 Foo)， 存 在 非 负 函数 Aco)， 使 得 对 于 任意 实数 xx 有 
FOOD=| 7AOd (2-1) 
























































则 称 X 为 连续 型 随机 变量 。 
对 应 于 离散 型 随机 变量 和 连续 型 随机 变量 ， 有 离散 型 概率 分 布 函数 和 连续 型 概率 分 布 函 
数 。 和 常见 的 概率 分 布 函数 如 表 2-1 所 示 。 
表 2-1 常见 概率 分 布 函数 
-项 分 布 正 态 分 布 
负 二 项 分 布 F 《〈 伽 马 ) 分 布 
几何 分 布 指数 分 布 
超 几 何 分 布 和 〈 卡 方 ) 分 布 
泊 松 分 布 威 布 尔 分 布 















































离散 均匀 分 布 沸 利 分 布 
8 (贝塔 ) 分 布 
对 数 正 态 分 布 























柯 西 分 布 
t 分 布 


























连续 均匀 分 布 


2.1 概率 密度 函数 


2.1.1 基本 数学 原理 


对 于 离散 型 概率 分 布 和 连续 型 概率 分 布 ， 一 者 的 概率 密度 函数 定义 有 所 不 同 。 式 〈12.1) 
中 ， 函 数 Foo 称 为 和 的 概率 密度 函数 。 该 函数 具有 以 下 性 质 : 
@ FonD 关 0。 


@ j JoDdr=1l， 
图 PsX 和 六 j=FGOo)-FOD)= 人 7CDdeOn 大 总 )。 
由 若 Foo 在 点 * 处 连续 ， 则 有 环 '"(x = Fx) 。 















































对 于 离散 型 概率 分 布 ， 则 不 称 


随机 变量 X 所 有 可 能 取 的 值 





天 称 为 分 布 律 。 它 有 | 























人 太 之 0 大 =12，,. 
人 六 
大 =1 


2.1.2 ”有 关 函 数 介 绍 


对 于 连续 型 概率 分 布 函数 ， 表 2-2 给 





为 允 (12 


下 面 两 个 怕 





其 为 概率 密度 函数 ， 而 叫做 概率 分 布 或 分 布 得 
)，x 取 各 个 可 能 值 的 概率 ， 即 事件 {CXz} 的 概率 为 
人 -1.2…. 


和 (xyE Di 
FE 质 ; 





。 设 离散 型 




















格式 。 下 乓 


函数 名 


1 选择 正 


对 应 的 分 布 


-TS 态 分 布 概率 密 





8 了 对 应 函数 的 概率 密度 函数 及 





表 2-2 常见 


度 函 数 和 指数 分 布 概率 密度 
见 分 布 的 概率 密度 


函数 进行 重点 介绍 。 





未 数学 意义 和 调用 



































调 








格 式 





betapdf 


binopdf 





分 布 


-项 分 布 


7=Jxz|aD)= 


庙 


xe (1-D 和 1onDC0 (0<x<D] 


y= jx| 见 站 = 几 及 0 70 CO 


Y 立 = betapdf(X,A.B) 


Y=binopdf(X.N.P) 





chi2pdf 


卡 方 分 布 


指数 分 布 


伽 马 分 布 


y= 7)= 


y= (xlvv)= 


y= /xla,D)= 


CO-2)12e-x/2 


272T(v/2) 


y=JGalO= 一 e 








ER 有 
beT(O) 


Y=chi2pdfCX,V) 


Y=exppdf(X,MU) 


Y=fpdf(X,.VLV2) 


Y=gampdf(X,A,B) 





几何 分 布 

















日 . D 


了? 


y=Jxz|P)=Pqg ToumGoD) 


9g=1- 忆 


Y=geopdf(X,P) 





超 几 何 分 布 


区 
=Jxz|M ,Km)= 


Y=hygepdf(X,MKN) 





normpdf 


正 态 《高 斯 ) 分 布 





Y=normpdf(X,MU， 
SIGMA) 





lognpdf 


nbinpdf 


对 数 正 态 分 布 





-项 分 布 


负 


7 太 十 X 二 1] ，， 
y= clr,P)= P 9 RE9) 式 中 ，4=1- 忆 


Y=lognpdf(X,MU， 
SIGMA) 


Y=nbinpdf(X.R.P) 








P 心 F 分 布 





的 


办 


假设 随机 变量 关 (AO 服从 


上 器 


]) 























度 为 凡 、 














非 中 心 参数 为 4 





Ph 心 2 分布，X2 服从 




















和 X2 相互 独立 , 则 随 相 





[变量 有 = 








为 























度 为 户 的 分布 ， 且 


业 
友 8 全 的 分 布 称 


度 为 《 态 ， 访 人 非 中 心 参数 为 上 的 非 中 心 了 分 布 








Y=ncfpdfCXNULNU2， 
DELTA) 








如 果 忌服 从 参数 为 wk 和 1 的 正 态 分 布 ，Xn 服从 
度 为 v 风 人 并 且 7 与 如 相互 独立 ， 则 称 随机 变 


是 (0 爷 的 分 布 为 自由 度 为 w、 非 中 心 参数 为 / 的 | YoetpdtoeYPELTA) 









































nctpdf 非 中 心 { 分 布 















































非 中 心 { 分 布 

如 果 随 机 变量 Xi 服从 参数 为 上 〈 六 1…,”) 和 到 的 正 态 
诈 日 和 立 ， 风 随机 恋 量 2 TVX2 .2 ya2 

ncx2pdf 非 中 心 三 分 布 分 布 ,并且 相 互 独立 ， 则 随机 变量 妇 (O = (CR + +X)1G Y_nex2pdfGCVDELTA) 

所 服从 的 分 布 称 为 度 为 "、 非 中 心 参数 为 

好 = (++A)/az 的 非 中 心 友 分 布 





















































poisspdf 泊 松 分 布 y= /xz|X)= 生 er Y=poisspdfCXLAMBDA) 
刘 





Traylpdf 瑞 利 分 布 y= Ge 中 = 加 Y=raylpdf(X.B) 








7= Fez 人 = 一 





1 
辣 Y=tpdfCX.V) 





unidpdf 离散 均匀 分 布 = /xc|N)= Y=unidpdf(XN) 








unifpdf 连续 均匀 分 布 y= jxz|la,D)= 元 中 (2) Y=unifpdf(X,A,B) 

















weibpdf 威 布 尔 分 布 y=J(x | = 3 le- 人 Too)(C0) Y=weibpdf(X,A,B) 


正 态 概率 密度 函数 
normpdf 函数 计算 正 态 概率 密度 函数 。 Y=normpdf (X，MU， 
SIGMA), 计算 参数 为 MU 和 SIGMA 的 数据 X 的 正 态 概 率 密度 函数 。 参 数 SIGMA 必须 为 正 。 
正 态 概率 密度 函数 的 计算 公式 为 





-G-A0” 


>= xlwo)= 人 
CMV2T 


似 然 函 数 为 概率 密度 函数 ， 它 被 视 为 参数 的 函数 。 参 数 的 最 大 似 然 估 计量 (MLE) 是 使 
x 处 的 似 然 函 数 最 大 化 的 值 。 
若 x 服 从 标准 正 态 分 布 ， 则 x+ 也 服从 均值 为 4， 标 准 差 为 ac 的 正 态 分 布 。 相 反 地 ， 若 
y 服从 参数 为 4 和 ce 的 正 态 分 布 ， 则 x= 0 -上 /服从 标准 正 态 分 布 。 
【 例 2-1】 
忆 二 下 92320322] 
[y 工 ]=max (normpaqf (1.5vmur1I))， 
MILE=mu ( 工 ) 
MT 了 = 











可 















































1.5000 


2. 指数 概率 密度 函数 
用 exppdf 函数 计算 指数 概率 密度 函数 。 话 法 格式 为 : Y=exppdf (X, MU)， 计 算 x 处 的 参 
数 为 MU 的 指数 概率 密度 函数 。MU 参数 必须 为 正 。 指 数 概率 密度 函数 为 











ER 
y=JXCA= 一 e 
凶 


指数 概率 密度 函数 等 价 于 第 1 个 参数 〈a ) 等 于 1] 时 的 伽 马 概率 密度 函数 。 
【 例 2-2】 
Yy = exppdqf(5v， 1:5) 
y = 
0.0067 0.0410 0.0630 0.0716 60536 
Y exppaf (1:5v，1:5) 
Y 


0.3679 0.1839 0.1226 0.0920 0.0736 
2.2 ”累加 分 布 函 数 


2.2.1 基本 数学 原理 


对 于 连续 型 随机 变量 ， 其 分 布 函数 的 定义 为 : 若 X 为 随机 变量 ，x 为 任意 实数 ， 则 函数 
FCoD)=P{X 太 如 
被 称 为 X 的 分 布 函数 。 如 果 知 道 X 的 分 布 函数 ， 就 知道 X 落 在 任 一 区 间 (xz xz ] 上 的 概率 。 
分 布 函数 Fe) 具 有 以 下 一 些 性 质 : 
G 下) 是 不 减 函数 ; 
@ 0 和 FoOs， 且 
兢 (-oo) = Jim An) = 0， 






































下 (oo) = lim 严 (X) =]1 
@ Foxz+0)=FGxz) ， 即 下 (9 是 右 连续 的 。 
2.2.2 ”有 关 函 数 介绍 


1.， 累加 正 态 分 布 函数 

用 normcdf 函数 计算 累加 正 态 分 布 函 数 。 调 用 格式 为 : P= normcdf (X, MU, SIGMA)， 计 
算 服 从 参数 为 MU 和 SIGMA 的 正 态 分 布 数据 X 的 累加 分 布 函数 。 参 数 SIGMA 必须 为 正 。 

累加 正 态 分布 函 数 为 ; 
































一 000 
万 


人 
区 








六 = 大 Gx4o)= 
CT 


结果 疡 为 取 自 参数 为 4 和 ce 的 正 态 分 布 的 单个 观测 量 落 在 区 间 (-< 圈 中 的 概率 。 
【 例 2-3】 下 面 的 例子 求 取 自 标准 正 态 分 布 的 一 个 观测 量 落 在 区 间 [-1 3 中 的 概率 。 
P = normcqdf ([-1 1]); 
P(2) - P(IL) 

0.6827 


更 一 般 地 ， 若 观测 量 取 自 参数 为 c 和 Aw 的 正 态 分 布 ， 则 它 落 在 该 区 间 中 的 概率 为 68%。 


2.， 累 加 指数 分 布 函数 
用 expcdf 函数 计算 累加 指数 分 布 函数 。 调 用 格式 为 : P = expcdf (X, MU)， 计 算 参 数 为 


















































MU 的 数据 和 的 累加 指数 分 布 函数 。 指 数 MU 必须 为 正 。 
昧 加 指数 分 布 函数 的 计算 公式 为 
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丰 
p=PelO=j2s “df=1-e 



































0.5000 


结果 己 为 取 自 指数 分 布 样本 的 单个 观测 量 落 在 区 间 [0 如 中 的 概率 。 
【 例 2-4】 指数 为 的 指数 分 布 数据 的 中 值 等 于 pslog(2)， 下 例 进行 演示 。 
mu = 10:10:60); 
P = expcdqf (log(2) xmurmu) 
b = 
0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 
下 面 计算 指数 分 布 随机 变量 小 于 或 等 于 均值 w 的 概率 。 
mu = 1:6; 
X = muy 
P = expcqf (xmuy) 
P = 
0.6321 0s6321 .26321 0..632 0.6321 


表 2-3 中 为 常见 分 布 的 累加 函数 及 其 调用 格式 。 


累加 函数 对 应 
的 分 布 





表 2-3 常见 分 布 的 累加 函数 


0.6321 























betacdf 


太 分 布 


1 





疡 = 天 (xla,D)= 
Ba -D 和 dt 
0 


P=betacdf(X,A, B) 





binocdf 


chi2cdf 


-项 分 布 


卡 方 分 布 


i=0 


| 有 | 0 
?= 天 (x| 几 万 = 间 罗 六 go 


2 (2)/2 -112 
丰 个 
疡 =ECxz|v)= 





dt 
| 


Y=binocdf(X, N, P) 


P=chi2cdf(X, V) 





expcdf 


指数 分 布 


二 兴 六 


pP=FClO=| 上 





P=expcdf(X, MU) 








| 
侍 苹 : 





Foclwv)=| 


0 
上 


P=fcdf(X, V1, V2) 





伽 马 分 布 


二 已 ,D 一 
PR 


=gamcdf(X,A,B) 





几何 分 布 


超 儿 何 分 布 


Jioor(r) 
y=FGlDD= > pq ,4q=1-P 


i=0 


1 


ee 


i=0 


Y=geocdf(X,P) 


了 P=hygecdf(X,M,K,N) 





logncdf 








1 


瑟 人 | 包罗 二 





P=logncdf(X,MU,SIGMA) 








累加 函数 对 应 8 
函数 名 数学 意义 油 用 格式 
的 分 布 























nbincdf 负 二 项 分 布 y= 开 (xl7,P)= 2 站 wavecg Y=nbincdf(X.R.P) 


i=0 





P=ncfcdf(XNULNU2， 
DELTA) 








旦 
吕 . 
ncfcdf :中 心 下 分 布 Flwvw,o)=>， 站 e 

































































2 亲 
5 5 
nctcdf Ph 心 t 分 布 Pr((-D <x<tilvwO) = 了， 1 二, P=nctcdf(XNU,DELTA) 
几 . 
1 寻 
(9 ， 
ncx2cdf | 非 中 心 卡 方 分 布 | FGxzlvw5)=》， 人 Pr[Lxysay 入 避 P=ncx2cdf(X,VDELTA) 
由 
二 要 二 多 
normcdf | 正 态 (高 斯 分 布 | P = fxzlmc)= 本 拓 e 2 df P=normcdf(X,MU,SIGMA) 
2 
poisscdf 泊 松 分 布 忆 =FOxzl4 人 =e 六 P=poisscdf(X.LAMBDA) 
i=0 玫 
raylcdf 瑞 利 分 布 y=FCc| 亿 = 和 P=raylcdf(X.B) 
0 
| 
上 上 片 红 D=FCrv)= VY 十 d > 一 
todf 学 生 氏 t 分布 | 四 了 友 ” P-tedf(XV) 
2 1+ 一 
VY 
5 OO X 
unidcdf 离散 均匀 分 布 “| 忆 =xz|N)= 2 )7 wwG9 P=unidcdf(X.N) 
人 
unifcdf 连续 均匀 分 布 | 忆 = 天 raD) = 二 克 C0) P=unifedf(X.A,B) 
这 已 有 
weibcdf 威 布尔 分 布 “| = 天 (x|aD)= ae di=1-e 7 =weibcdf(X,A,B) 
0 





2.3 ”参数 估计 


2.3.1 基本 数学 原理 


参数 估计 的 内 容 包括 点 估计 和 区 间 估 计 。 

点 估计 是 用 单个 数值 作为 参数 的 估计 ， 常 用 的 方法 有 矩 法 和 最 大 似 然 法 。 

中 和 法: 某 些 情况 下 ， 待 估 参 数 往往 是 总 体 原 点 抵 或 原点 矩 的 函数 ， 此 时 可 以 用 取 
该 总 体 的 样本 的 原点 矩 或 样本 原点 矩 的 函数 值 作为 待 佑 参数 的 估计 , 这 种 方法 称 为 矩 法 。 如 ， 
样本 均值 总 是 总 体 均 值 的 矩 估 计量 ， 样 本 方差 总 是 总 体 方差 的 矩 估 计量 ， 样 本 标准 差 总 是 总 
体 标准 差 的 矩 估 计量 。 

@ 最 大 似 然 法 : 最 大 似 然 法 是 在 待 佑 参数 的 可 能 取 值 范围 内 进行 挑选 ， 使 似 然 函数 什 


es。 8。 









































































































































次 













































































《 即 样本 取 固 定 


大 似 然 估计 量 。 
还 能 保证 基 


件 ， 


























三 


于 最 大 似 然 估 计 法 得 到 的 佑 
























































首先 要 求 出 该 参 
求 该 估计 值 的 误 


2.3.2 ”有 关 函 
1 正 态 分 布 数据 的 参数 估计 


如 下 


为 充分 统计 量 ， 所 以 ， 在 点 估 
区 间 估 计 不 仅仅 给 出 参数 的 近似 取 值 , 还 给 出 了 该 取 值 
数 的 点 估计 ， 然 后 构造 一 个 含有 该 参数 的 随机 变量 ， 















































用 normfit 函数 对 正 态 分 布 数据 进行 参数 佑 


所 未 ; 


e@ [muhat, sigmahat, muci, sigmaci] = normfit(X) 对 于 给 定 的 服从 正 态 


数 介 














计 


























观察 值 或 样本 取 值 落 在 固定 观察 值 邻 域 内 的 概率 ) 最 大 的 那个 参数 值 即 为 最 

















量 通 常 不 仅仅 满足 无 











i 性 、 有 效 性 等 基本 条 





























订 


上 和 区 间 估 计 中 ， 一 般 


























荐 使 用 最 大 似 然 法 。 




















的 误差 范围 。 求 参数 的 区 间 估 计 ， 





















































并 根据 一 定 的 置信 水 平 











计 ， 求 参数 的 置信 区 间 。 其 调用 格式 和 说 明 











分 布 的 数据 矩阵 X， 





返回 参数 w 和 c 的 估计 值 muhat 和 sigmahat。 muci 和 sigmaci 为 4 和 ac 的 95% 置 信 区 间 。mnuci 
E 阵 X 的 列 数 相 同 。 上 下 两 行 的 数据 分 别 为 置信 


和 Sigmaci 向 





区 间 


〈]-- 





面 两 


该 函 





的 下 限 和 上 





量 分 别 有 两 行 ， 其 列 数 与 数据 和 





上 限 。 


@ [muhat，Ssigmahat，muci，Sigmaci] = 















































normfit(X，alpha) 进行 参数 估计 并 计算 100 





alpha) 置信 区 间 。 如 alpha = 0.01 时 ， 给 出 99% 置 信 区 间 。 

















【 例 2-S】 














本 例 中 ， 数 据 为 两 列 随 机 正 态 算 阵 。 


袜 三-OCmEnQ (1072700727 7 


[muvsigmayrmucivsigmaci] 


ImU 三 


10.1455 10.0527 


SiIgma 


1.9072 2.1256 
muci = 

9.7652 9.6288 

10.5258 10.4766 
Sigmaci = 三 

1.6745 1.8663 

2.2155 2.4693 


2 贝塔“B) 分 布 数据 的 参数 估计 


用 betafit 
种 ; 








函数 对 服从 贝塔 分 布 的 数据 进行 参数 估计 ， 并 计算 置信 


phat = betafit (X) 
[phatpci] = betafit (X, alpha) 





数 也 可 以 以 








2X2 抢 阵 的 形式 返回 参数 的 置信 区 间 ， 和 六 








上 界 ， 第 2 列 包 括 召 参数 的 下 界 和 上 界 。 


对 应 


为 4 


alpha 参数 为 输入 变量 的 可 选项 , 它 控制 置 
于 9$% 置 信 





【 例 2-6]】 





区 间 。 














和 3， 现 利 



































= normfit (L 上 ) 



































两 列 都 有 4w= 10 和 a= 2。 


区 间 。 其 语法 格式 有 下 





其 中 ，betafit 函数 计算 服从 贝塔 分 布 的 数据 * 的 参数 的 最 大 似 然 估 计 ， 有 两 个 输出 变量 。 


























信 












































E 阵 的 第 1 列 包 括 4 参数 的 下 界 和 


区 间 的 宽度 。 在 默认 情况 下 ,alpha 等 于 0.05， 





本 例 首先 用 betarnd 函数 生成 100 个 服从 贝塔 分 布 的 数据 。 假设 参数 真 值 分 别 
j betafit 函数 进行 参数 估计 ， 并 计算 参数 的 置信 区 间 。 














xz = betarndq(4，37， 100，1)，; 
[Pvci]j = betafit (xzr0.01) 
Pb = 
3.9010 2.6193 
Ci = 
2.5244 1.7488 
523377 3.4899 


3. 负 贝 塔 对 数 似 然 函 数 
j betalike 函数 计算 负 贝 塔 对 数 似 然 函 数 。 该 函数 的 语法 格式 及 说 明 如 下 所 示 ; 
@ logL = betalike(params,， data) 对 于 给 定 的 数据 data， 返 回 两 个 beta 参数 的 贝塔 对 数 似 
然 负 函 数 。logL 的 长 度 为 data 的 长 度 。 
@ hf[logL, info] = betalike(params, data) 该 形式 还 返回 费 歇 尔 信 息 和 抢 阵 info。 费 歇 尔 信息 
矩阵 的 对 角 线 上 为 各 参数 的 渐进 方差 。 
betalike 函数 是 一 个 工具 函数 , 用 于 求 取 贝 塔 函数 的 最 大 似 然 估计 。 要 求 数 据 样 本 满足 相 
互 独立 的 似 然 假 设 。 由 于 betalike 函数 返回 负 的 伽 马 对 数 似 然 函 数 ， 所 以 使 用 fmins 函数 使 
betalike 最 小 化 的 效果 与 使 likelihood 函数 最 大 化 的 效果 相同 。 
【 例 2-7】 继续 使 用 betafit 函数 的 例子 。 
上 = betarnaq(4，3，100，1) ，; 
[Loglv info]l = betalike([3.9010 2.6193]7r) 
1og] = 
-33.0514 
info = 一 
0.2856 0.1528 
0.1528 0.1142 


























































































































4 最 大 似 然 估 计 
j mle 函数 进行 最 大 似 然 估 计 。 该 函数 的 语法 格式 和 说 明 如 下 所 示 : 
@ phat = mle(Cdist，data) 用 data 向 量 中 的 样本 返回 “dist” 指 定 的 分 布 的 最 大 似 然 估计 
CMLE )。 
@ [phat, pci] = mle(dist, data) 返回 最 大 似 然 估 计 和 95 多 置信 区 间 。 
@ [phat, pci] = mle(dist, data, alpha) 返回 指定 分 布 的 最 大 似 然 估 计 值 和 100〈1-alphay) 
置信 区 间 。 
@ [phat, pci] = mle(dist, data, alpha, p1) 该 形式 仅 用 于 二 项 分 布 ， 其 中 pl 为 试验 次 数 。 
【 例 2-8】 
xzV = binorndq(20,，0.75) 
下 
16 
[PvPci]l = mle('binomial'v tvr0.057，20) 
p = 
0.8000 
Pci = 
0.5634 
0.9427 


表 2-4 中 为 常见 分 布 的 参数 估计 函数 及 其 调用 格式 。 
。10 。 

























































































表 2-4 常见 分 布 的 参数 估计 函数 及 其 调用 格式 


国 数 名 参数 估计 对 应 的 分 布 调 用 格式 
phat = betafit(X) 
[phat, pci] = betafit(x, alpha) 


























betafit 贝塔 分 布 





logL=betalike(params, datal) 











betalike 贝塔 对 数 似 然 函数 
[logL, info]=betalike(params, data) 





phat=binofit(x, D) 
binofit -项 分 布 [phat, pci]=binofit(x, mD) 
[phat, pcilj=binofit(x, n, alpha) 





Imuhat=expfit(x) 
[muhat, mucil=expfit(x) 


[muhat, mucil=expfit(x, alpha) 





phat=gamtfit(x) 
gamtfit 如 马 分 布 [phat, pcij=gmfit(x) 
[phat, pcilj=gamtfit(x, alpha) 








logL=gamlike(params, datal) 





gamlike 如 马 似 然 函数 


[logL, info]j=gamlike(params, data) 





phat=mle('“dist , data) 

然 估计 [phat, pcilj=mle( dist , data) 
[phat, pcij=mle('dist , data, alpha) 
[phat, pcilj=mle('dist ,data, alpha, pl) 


normlike E 态 对 数 似 然 函数 L=normlike(params,data) 

















[muhat,sigmahat,muci,sigmacil]=normtfit(X) 
normtfit FE 态 分 布 





[muhat,sigmahat,muci,sigmacil]=normfit(X,alpha) 
lambdahat=poissfit(X) 

poissfit 泊 松 分 布 [lambdahatlambdaci]=poissfit(X) 
[lambdahat,lambdacil]=poissfit(X,alpha) 
[ahatbhat]=unifit(X) 

unifit 均匀 分 布 [ahat,bhat,ACLBCT=unifitCX) 
[ahatbhatACLBCI=unifit(X,alpha) 
phat=weibfit(Cxo) 

weibfit 威 布尔 分 布 [phatpci]=weibfit(x) 

[phat,pcilj=weibfit(x,alphay) 

















logL=weiblike(params,dat 
weiblike | 威 布尔 对 数 似 然 函 数 和 











[logL,infoj=weiblike(params,data) 


2.4 逆 累 加 分 布 函 数 


2.4.1 基本 数学 原理 


逆 昧 加 分 布 函数 是 累加 分 布 函数 的 逆 函 数 。 利 用 逆 累 加 分 布 函数 ， 可 以 求 得 满足 给 定 概 
率 时 随机 变量 对 应 的 置信 区 间 的 最 小 值 和 最 大 值 。 


2.4.2 ”有 关 函 数 介 绍 


， 累加 正 态 分 布 函数 的 逆 函 数 
站 norminy 函数 计算 累加 正 态 分 布 函数 的 逆 函 数 。 
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e@ X = norminv(P MU, SIGMA) 计算 了 处 参数 为 MU 和 SIGMA 的 累加 正 态 函 数 的 着 函 


数 。SIGMA 必须 为 正 ，P 值 必须 属于 [0 1 区 间 。 























下 面 用 累加 正 态 分 布 函数 的 形式 来 定义 正 态 逆 函数 。 

























































































































































































x= 开 (CDI 册 oO=zFCcuo)=D 
式 ， 
一 (1 一 1 
DP=ECxzlu,o)= 一 二 访 
结果 关 为 上 面 参数 为 4 和 c 的 整 型 方程 的 解 ， 其 中 ， 概 率 疡 是 预先 给 定 的 。 
【 例 2-9】 。 求 包含 标准 正 态 分 布 数据 95 儿 的 值 的 区 间 。 
X= norminv([0.025 0.975]，0，1) 
-1.9600 1.9600 
hx1L = norminv([0.01 0.96]，0，1) 
XJ 一 
一 23263 工 .5S03 
区 间 车 也 包含 95% 的 值 ， 但 它 比 x 长 。 
2 累加 指数 分 布 函数 的 逆 函 数 
j expiny 函数 计算 累加 指数 分 布 函数 的 逆 函 数 。 
e@ X = expinv(PMU) 计算 P 处 参数 为 MU 的 累加 指数 分 布 函数 的 逆 函 数 。MU 必须 为 
正 ，P 值 必 须 界 于 0 和 1 之 间 。 
累加 指数 分 布 函数 的 逆 函 数 为 
xY=F(D|A=-And-DD) 
结果 关 表 示 取 自 参 数 为 4 的 指数 分 布 的 观测 值 落 在 [0 加 区 间 内 的 概率 为 尸 时 对 应 的 值 。 
【 例 2-10】 假设 电灯 泡 的 使 用 寿命 服从 mu 等 于 700 小 时 的 指数 分 布 ， 求 电灯 泡 使 用 寿 
命 的 中 值 。 
expinv(0.50,700) 
485.2030 




















所 以 ， 假 设 你 买 了 一 箱 标明 使 用 寿命 为 “700 小 时 ”的 电灯 泡 ， 知 700 小 时 为 电灯 泡 的 




















平均 寿 俞 ， 则 其 中 一 半 的 使 用 寿命 不 会 超过 500 小 时 。 




















表 2-$ 为 常见 分 布 的 累加 分 布 逆 函 数 及 其 调用 格式 。 
表 2-5 常见 分 布 的 累加 分 布 逆 函数 

















函数 名 累加 分 布 函数 逆 函 数 对 应 的 分 布 调 格 式 
betainv 贝塔 分 布 X=betainv(P A, B) 











binoinv -项 分 布 X=binoinv(Y N,P) 
chi2inv 卡 方 分 布 X=chi2inv(P, V) 
expinv 指数 分 布 X=expinv(P MU) 
finv E 分布 X=finv(P V1, V2) 
gaminv 伽 马 分 布 X=gaminv(P A,B) 
geoinv 几何 分 布 X=geoinv(Y P) 
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函数 名 累加 分 布 函数 逆 函 数 对 应 的 分 布 调用 格式 








hygeinv X=hygeinv(P M, K, N) 





logninv 十 数 正 态 X=logncdf(X, MU, SIGMA) 











nbininv -项 Y=nbincdf(X, R, P) 
ncfinv 中心 P=ncfcdf(X, NU1, NU 


2, DELIA) 





nctinv 上 P=nctcdf(X, NU, DELTA) 











ncx2inv FE 中 心 卡 方 分 布 P=ncx2cdf(X, V DELTAJ) 





icdf 





norminv FE 态 〈 高 斯 ) 分 布 X=norminv(P MU, SIGMA) 








poissinv 泊 松 分 布 X=poissinv(P LAMBDA) 








Taylinv 瑞 利 分 布 X=raylinv(PB) 








tinv 学 生 氏 t 分 布 X=tinv(PV) 





unidinv 离散 均匀 分 布 X=unidinv(PN) 








unifinv 连续 均匀 分 布 X=unifcdf(X,A,B) 
weibinv 威 布尔 分 布 X=weibcdf(X,A,B) 








2.5 ”随机 数 的 生成 
2.5.1 随机 数 生成 的 基本 原理 

















生成 给 定 分 布 的 随机 数 ， 需 要 首先 生成 服从 均匀 分 布 的 随机 数 。 和 常用 的 生成 均匀 分 布 随 

















机 数 的 方法 是 同 余 法 ， 其 递 推 公式 为 


Xi = (az +c)mod77 

















给 定 初 值 z 后 ， 可 以 友 代 出 均匀 随机 数 妇 ,xz ,xz 。 对 它们 进行 标准 化 《使 随机 数 介 和 了 


























上 | 





0 和 1 之 间 ) 或 极 性 标准 化 《使 随机 数 介 于 -1 和 1 之 间 )， 即 可 得 到 均匀 分 布 的 随机 数 。 

















获得 均匀 分 布 的 随机 数 以 后 ， 可 以 用 多 种 方法 构造 基于 该 随机 数 

















的 随机 变量 。 常 用 的 方 











法 是 反 函 数 法 ， 即 利用 随机 变量 x 的 分 布 函数 Fo 的 反 函 数 天 !oo 来 
法 是 : 

@ 产生 均匀 分 布 随机 数 六 

e@ 令 和 好 天， 然后 返回 。 

下 面 结合 正 态 分 布 随机 变量 的 生成 进行 具体 介 乡 


















































vV2zrc 2 
， 几 为 期 望 值 ,， G ”为 方差 。 分 布 函数 为 
1 pm | 11z-pT 
ra- 二 叫 玉 了 ]e 
忆 G9 为 非 可 积 函数 ， 由 中 心 极 限定 理 ， 有 


X 一 121| 忆 7 
芭 四 
C 用 李 和 











式 





























求 随机 变量 。 基 本 算 











汪 
Jo = exp (-oo<X< +oo) 
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当 =12 时 ， 可 达到 较 好 精度 ， 故 
尤 一 王 廊 一 5 GT 十 包 
该 xz 就 是 基于 均匀 分 布 随机 数 六 的 服从 正 态 分 布 的 随机 数 。 
2.5.2 ”有 关 函 数 介绍 





1. 正 态 分 布 的 随机 数 
j normrnd 函数 生成 服从 正 态 分 布 的 随机 数 。 该 函数 的 调用 格式 和 说 明 为 : 
e@ R =normrmd(MU, SIGMA) 生成 均值 为 MU， 标准 差 为 SIGMA 的 正 态 分 布 随机 数 。 
e@ R =normrmd(MU, SIGMA, m) 生成 均值 为 MU, 标准 差 为 SIGMA 的 正 态 分 布 随机 数 。 
m 为 1X2 的 向 量 ， 包 含 R 的 行 和 列 的 维 数 。 
e@ R = normrmd(MU, SIGMA, m, nm) 生成 均值 为 MU， 标 准 差 为 SIGMA 的 正 态 分 布 随机 
数 。m 和 mn 分 别 为 行 和 列 的 维 数 。 
【 例 2-11]】 
nl = normtrnqdq(1:6,1./(1:6)) 
n1T1 = 
2.1650 2.3134 3.0250 4.0879 4.8607 6.2827 
n2 = normrndq(0v 1 [1 5]) 
n2 = 
0.0591 王 二 .957 工 0.2641 058717 -1 .4462 
n3 = normrnd([1 2 3;)4.5 6]，0.1， 27，3) 
n3 = 
0.9299 1.9361 2.9640 
4.1246 .0053 了 7 5.9864 







































































2.， 指定 分 布 的 随机 数 

用 random 函数 生成 指定 分 布 的 随机 数 。 它 是 一 个 工具 函数 ， 通 过 将 分 布 名 称 指定 为 参 
数 ， 利 用 它 可 以 生成 服从 各 种 分 布 的 随机 数 。 调 用 格式 为 : 

@ y=random(name',Al,A2,A3, m, nm) 返 回 一 个 随机 数 和 矩阵 。 

mame' 为 一 字符 串 ， 包 含 分 布 名 ，A1，A2 和 A3 为 分 布 参数 矩阵 。 有 的 分 布 不 需要 这 么 
多 参数 。 最 后 两 个 参数 分 别 表示 和 矩 阵 和 >y 抢 阵 的 大 小 。 如 果 分 布 参数 为 矩阵 ， 则 这 些 参数 
是 可 选 的 ， 但 它们 必须 与 其 他 矩阵 变量 的 大 小 相 匹配 。 

【 例 2-12 】 


rn = zandqom('Normal'y0r 1 274) 




































































In = 
1.1650 0.0751- :一 06965 0.0591 
0.6268 05.3516 1.6961 9 了 7 浊 
rpP = fanadqom('Poisson'y1:6，176) 
FrP = 
0 0 工 儿 5 经 


表 2-6 中 为 常见 分 布 随机 数 生 成 函数 的 调用 格式 。 
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表 2-6 常见 分 布 随机 数 生成 函数 的 调用 格式 














调 








格 式 一 





格 式 


格 式 三 





betarnd 


贝塔 分 布 


R=betarnd(A,B) 


R=betarnd(A,B,m) 


R=betarnd(A,B,m:n) 





binornd 


chi2rnd 


-项 分 布 
卡 方 分 布 


R=binornd(N,P) 
R=chi2rnd(V) 


R=binornd(IN,Pmm) 
R=chi2rnd(Vm) 


R=binornd(IN,Pmmnn) 
R=chi2rnd(Vmn) 





exprnd 


指数 分 布 


R=exprnd(MU) 


R=exprnd(MU,m) 


R=exprnd(MU,mD) 





frnd 


FE 分 布 


R=frnd(V1,V2) 


R=frmnd(VLV2mm) 


R=frnd(V1,V2,mn) 





gamrnd 


伽 马 分 布 


R=gamrnd(A,B) 


R=gamrnd(A,B,m) 


R=gamrnd(A,B,mn) 





geornd 


hygernd 





几何 分 布 
可 分 布 


R=geornd(P) 
R=hygernd(MK,N) 


R=geornd(Pm) 
R=hygernd(M 天 ,Nmm) 


R=geornd(Pmn) 
R=hygernd(M 天 ,Nmmnn) 





lognrnd 


FE 态 分 布 








R=lognrnd(MU,SIGMAI) 


R=lognrnd(MU,SIGMA,m) 


R=lognrnd(MU,SIGMA,mn) 





nbinrnd 


R=nbinrmd(R.P) 


R=nbinrnd(R,Pm) 


R=nbinrnd(R,Pmn) 





ncfrnd 


心 下 分 布 


R=ncfrndINU1LNU2,DELIA) 


R=ncfrndINULNU2,DELIA,m) 


R=ncfrndINULNU2,DELIA,mn) 





nctrnd 


ncx2Tnd 


心 t 分 布 
P 心 卡 方 分 布 








R=nctmnd(VDELTA) 
R=ncx2rmd(VDELTA) 


R=nctrmnd(VDELIA,m) 
R=ncx2rnd(VDELIA,m) 


R=nctrmnd(VDELIA,m,n) 
R=ncx2rnd(VDELTIA,mn) 





normrnd 


正 态 〈 高 斯 ) 分 布 





R=normrnd(MU,SIGMA) 


R=normrnd(MU,SIGMA,m) 


R=normrnd(MU,SIGMA,m,n) 





poissrnd 





泊 松 分 布 


R=poissrnd(LAMBDA) 


R=poissrmnd(LAMBDA,m) 


R=poissrnd(LAMBDA,m,n) 





Taylrnd 





瑞 利 分 布 


R=raylrnd(B) 


R=raylrnd(B,m) 


R=raylrnd(B,mn) 





trnd 


学 生 氏 1 分 布 





R=trnd(V) 


R=trnd(Vm) 


R=trnd(Vmn) 





unidrnd 


习 分 布 


R=unidrmnd(N) 


R=unidrnd(N,mmy) 


R=unidrnd(N,mmnn) 





unifrnd 


weibrnd 


2.6 




















习 分 布 
威 布尔 分 布 


正 态 分 布 函 





函数 求 正 态 分 布 的 均值 
=hnormstat (MU, SIGMA) 


R=unifrnd(N) 
R=weibrnd(A,B) 


分 布 函数 的 统计 量 估计 


数 的 统计 量 估 计 
3 


y= xz|Ao)= 





R=unifrnd(IN,mmy) 
R=weibrnd(A,B,m) 


1 
COV2 克 

















和 方差 。 








语法 格式 为 : 








= normstat (nxnrn'xDn) 


式 中 ，/ 为 均值 ，a “为 方差 。 
用 normstat 
@ [M,V] 
【 例 2-13 】 
5 
[mv V] 
本 
于 2 
2 4 
也 6 
4 8 


3 4 5 
6 8 10 
2 2 革 5 
12 16 20 





R=unifrnd(N,mm,nn) 


R=weibrnd(A,B,mn) 





。 1]1S。 


5 10 1 20 25 


V = 
于 4 9 16 25 
4 16 36 64 100 
9 36 81 144 225 


16 64 144 256 400 
25 100 225 400 625 


2. 指数 分 布 函数 的 统计 量 估计 
对 于 指数 分 布 冰 数 ， 有 


大 


1 
?= = 一 se“ 
AL 

















式 中 ，/ 为 均值 ，] 为 方差 。 
] expstat 函数 计算 指数 分 布 的 均值 和 方差 。 其 语法 格式 为 : 
@ [M,V]=expstat(MU) 



























































【 例 2-14 】 
[mvZ] = expstat([1 10 100 1000]) 
这 
1 10 100 1000 
1 100 10000 1000000 


表 2-7 中 为 常见 分 布 的 统计 量 估计 函数 及 其 调用 格式 。 
表 2-7 常见 分 布 的 统计 量 估计 




















格 式 





函 数 名 分 布 











betastat 贝塔 分 布 =betastat(A, B) 


(+D+D(Q 二 D) 





binostat -项 分 布 1Dd =binostat(N, P) 
chi2stat | 卡 方 分 布 27 =chi2stat(NU) 
expstat 指数 分 布 人 =expstat(MU) 


2v(v + 一 2) 于 
fstat E 分 布 7 yo 二 世 有 一 7 ,7 ,V]=fstat(V1, V2) 











gamstat 伽 马 分 布 =gamastat(A, B) 
geostat 几何 分 布 =geostat(P) 











hygestat | 超 几 何 分 布 和 =hygestat(MK,N) 





有 
lognstat | 对 数 正 态 分 布 了 ,V]=lognstat(MU,SIGMA) 








nbinstat 负 二 项 分 布 了 ,V]=nbinstat(R,P) 








已 


(5+y) 划 | 宇 斌 :9 


(2 一 2)7(o 一 人 
V >4 


60/12 IT-D/12) ”fo -5 PC-DO 。 
[Tv/2) -2) 2 TOy/2) 


ncfstat 非 中 心 下 分 布 vv -2) ?2 =ncfstatNU1NU2.DELTA) 
1 2 














nctstat 非 中 心 { 分 布 =nctstat(NU,DELTA) 
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函数 名 分 布 

















非 中 心 卡 方 分 
DCcX2stat 才 =ncx2stat(NU,DELTA) 
昌 


正 态 〈 高 斯 ) 
normstat =normstat(MU,SIGMA) 
分 布 


poisstat | 泊 松 分 布 =poisstat(LAMBDA) 

















1 
内 
Iaylstat | 瑞 利 分 布 =Taylstat(B) 





若 v>1， 则 均值 为 0; 
若 v=1， 则 均值 不 存在 
N+1l FE 
全 12 
unifstat 连续 均匀 分 布 | (a+b)/2 (D-a)/12 =unidstat(A,B) 





=ftstat(NU) 





unidstat =unidstat(N) 
































1 2 
WwWeibstat 威 布尔 分 布 人 TU-250) 估 强 [ FUG+200-T20+D 】] =wWeibstat(A,B) 
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第 3 章 样本 描述 
































采集 到 大 量 的 样本 数据 以 后 ， 常 常 需要 用 一 些 统计 量 来 描述 数据 的 集中 程度 和 离散 程 
度 ， 并 通过 这 些 指标 来 对 数据 的 总 体 特征 进行 归纳 。 
述 样本 数据 集中 趋势 的 统计 量 有 算术 平均 值 、 中 位 数 、 众 数 、 几 何 均值 、 调 和 均值 和 
截 尾 均值 等 。 
述 样本 数据 离散 趋势 的 统计 量 包 括 极 差 、 平 均 差 、 平 均 绝 对 差 、 方 差 和 标准 差 等 。 
此 外 还 有 峰 度 、 偶 度 、 分 位 数 和 相关 系数 等 统计 量 也 能 描述 样本 数据 的 某 些 特征 。 


3.2 ”描述 集中 趋势 的 统计 量 


3.2.1 几何 均值 
样本 数据 如 ,22 的 几何 均值 天 可 以 根据 下 式 求 得 : 


-和 
用 geomean 函数 计算 样本 的 几何 均值 。 
e m = geomean 函数 计算 样本 的 几何 均值 。 对 于 向 量 而 言 ，geomean(X) 为 数据 下 中 元 素 
的 几何 均值 。 对 于 和 抢 阵 而 言 ，geomean(X) 为 一 行 向 量 ， 其 中 包含 每 一 列 数值 的 几何 均值 。 
【 例 3-1】 样本 均值 大 于 或 等 于 样本 的 几何 均值 。 


X = exprndq(1,，10，6) ; 
















































































































































































































































































geometric = geomean (X) 
geometLric = 
0.7466 0.6061 0.6038 0.2569 0.7539 0.3478 
avVerage = mean (X) 
avVerage = 


1.3509 1.1583 0.9741 “0.5319 “1.0088 0.8122 
3.2.2 ”调和 均值 
样本 数据 辣 , 刀 2 的 调和 平均 值 玉 定义 为 



































harmmean 函数 计算 样本 数据 的 调和 平均 值 。 
e@ m = harmmean 函数 计算 样本 的 调和 平均 值 。 对 于 向 量 而 言 ，harmmean(X) 函 数 为 轧 ， 
元 素 的 调和 平均 值 。 对 于 和 下 阵 而 言 , harmmean(X) 函 数 为 一 包含 每 列 元 素 调 和 平均 值 的 行 向 量 。 


。 1]18。 










































































【 例 3-2】 样本 均值 大 于 或 等 于 样本 的 调和 平均 值 。 


X = expzrndq(1，10v 6) ; 











harmonic = harmmean (X) 


harmonic = 
0.3382 0.3200 0.3710 0.0540 0.4936 0.0907 


avVerage = mean (X) 


avVerage = 
1 23509 1.1583 0.9741 0.5319 1.0088 0.8122 


3.2.3 ”算术 平均 值 
样本 数据 六 ,xz ,xn 的 算术 平均 值 可 用 下 式 定义 : 









































j mean 函数 计算 向 量 和 和 拖 阵 中 元 素 的 均值 。 语 法 格式 为 : 
@ m=mean(X) 
对 于 向 量 ，mean(x) 为 筷 中 元 素 的 均值 。 对 于 矩阵 ，mean(X) 为 包含 下 中 每 列 元 素 均值 的 
行 向 量 。 
【 例 3-3】 下 面 的 命令 行 生成 $ 个 包含 100 个 服从 标准 正 态 分 布 的 随机 数 的 样本 。 


X = normrna(0,，1v，100,5); 




































































Xpbar = mean (X) 
Xbar = 
0.0727 0.0264 0035 记 0.0424 0.0752 
3.2.4 中 值 














用 median 函数 计算 向 量 和 矩阵 中 元 素 的 中 值 。 

e m = median(X) 计算 中 值 ， 即 样本 的 50% 位 置 处 的 值 。 中 值 是 样本 数据 中 心 趋 势 的 稳 
健 估 计 ， 因 为 异常 值 的 影响 较 小 。 
对 于 向 量 ，median(X) 为 向 量 马 中 元 素 的 中 值 。 对 于 和 矩阵 ，median(X) 为 包含 每 一 列 


元 素 中 值 的 行 向 量 。 计 算 中 值 需要 首先 进行 排序 , 因此 计算 大 型 矩阵 的 中 值 向 量 时 将 比较 
费时 。 



































YI 
-二 
二 全 









































































































































【 例 3-4]】 
xXoqdq = 1:5); 
modqd = medqian (xxodqd) 
modqq = 
3 
meven = medqian (XevVen) 
meven = 王 
2.5000 














下 例 演 示 中 值 对 于 异常 值 的 稳健 性 。 


Xout1lier = [x 100001]; 
































mout1ieL medqian(xout1Lier) 





mout1ieL 
忆 


3.2.5 ” 截 尾 均值 


对 样本 数据 进行 排序 以 后 ， 去 掉 两 端的 部 分 极 值 ， 然 后 对 剩 下 的 数据 求 算术 平均 值 
到 和 鹤 尾 均值 。 
j trimmean 函数 计算 截 尾 均值 。 
e m=trimmean(X,percenb 别 除 测量 值 中 最 大 和 最 小 0.5% 的 数据 以 后 ， 计 算 样 本 瑟 的 均 
值 。 截 尾 均值 为 样本 位 置 参数 的 稳健 性 估计 。 若 数据 中 有 异常 值 ， 截 尾 均值 为 数据 中 心 的 一 
个 代表 性 估计 。 若 数据 服从 正 态 分 布 ， 则 样本 均值 是 比 截 尾 均值 更 好 的 估计 。 
【 例 3-5】 用 蒙特 卡 罗 法 模拟 正 态 数据 的 10% 截 尾 均值 与 样本 均值 之 间 的 相关 系数 。 

= normrnaq(0，1，100，100) 


m = mean (X) ; 





4 旧 
侍 


















































































































































































































































廿 im = 七 immean(Xr 10) 


sm = Std(m) 


Strim = StaQ(trim) ; 
efficiency = (sm/strim) .^ 人 2 
efficiency = 

0.9702 


3.3 ”描述 离散 趋势 的 统计 量 


述 离散 趋势 的 统计 量 包括 内 四 分 极 值 、 均 值 绝 对 差 、 极 差 、 方 差 和 标准 差 等 。 
3.3.1 内 四 分 极 值 


内 四 分 极 值 指 的 是 样本 数据 的 75% 与 23% 位 置 处 的 值 之 差 。 
j iqr 函数 计算 样本 的 内 四 分 极 值 〈IQR )。 
e@y=iqr(X) 计算 和 的 内 四 分 极 值 。IQR 是 数据 极 差 的 稳健 性 估计 。 因 为 上 下 25% 的 数 
据 变化 对 其 没有 影响 。 
若 数据 中 没有 有 录 常 值 ， 则 IQR 用 于 衡量 数据 的 极 差 比 标准 差 更 具 代表 
态 分 布 时 ， 标 准 差 比 IQR 有 效 。 常 用 IQR*0.7413 来 代替 标准 差 。 
【 例 3-6】 用 蒙特 卡 罗 模 拟 来 演示 正 态 数据 的 IQR 与 样本 标准 差 之 间 的 相关 系数 。 
广 = normrnaq(0,，1v，100，100) 
S = Std(X) 
S_IOR = 0.7413 * idcr (X) ， 
efficiency = (norm(s - 1)./norm(s_IOR - 1)) .^2 




























































































































































































生 。 当 数据 源 于 正 





















































efficiency = 
0.3297 


3.3.2 均值 绝对 差 


用 mad 函数 计算 数据 样本 的 均值 绝对 差 〈MAD )。 
e y 了 =mad(X) 计算 数据 系列 与 取 自 该 数据 系列 的 样本 均值 之 间 绝 对 差 的 平均 值 。 对 于 向 
mad(X) 返 回 X 的 值 的 绝对 平均 值 ， 对 于 抢 阵 ， 返 回 X 的 每 一 列 的 均值 绝对 差 。 
当 数 据 取 自 正 态 分 布 时 ， 均 值 绝对 差 用 于 数据 极 差 估计 的 有 效 性 比 标准 差 要 差 一 些 。 
可 以 用 均值 标准 差 乘 以 1.3 来 估计 c《〈 正 态 分 布 的 第 2 个 参数 )。 
。20 。 
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【 例 3-7】 ”用 蒙特 卡 罗 模 拟 演示 正 态 数据 样本 的 均值 绝对 差 与 标准 差 之 间 的 相关 系数 。 
广 = normrnaq(0,，1，100，100) 
S = Std(X) 
S_MAD = 1.3 *x mad(X) 
efficiency (norm(s - 1)./norm(s_MAD - 1)).^2 





efficiency 
0.5972 


3.3.3 极 差 


极 差 指 的 是 样本 中 最 小 值 与 最 大 值 之 间 的 差 值 。 
用 range 函数 计算 样本 的 极 差 。 

e@ y=Iange(X) 返回 极 差 。. 对 向 量 而 言 ,range(CX) 为 X 中 元 素 的 极 差 。 对 矩阵 而 言 ,range(CX) 
为 包含 每 一 列 中 元 素 极 差 的 行 向 量 。 
j 极 差 估计 样本 数据 的 范围 具有 计算 简便 的 优点 。 缺 点 是 异常 值 对 它 的 影响 较 大 ， 因 此 
它 是 一 个 不 可 靠 的 估计 值 。 

【 例 3-8】 大 样本 标准 正 态 分 布 随机 数 的 极 差 近似 为 6。 下 面 首先 生成 5 个 包含 1000 个 
服从 标准 正 态 分 布 的 随机 数 的 样本 ， 然 后 进行 求 极 差 的 运算 。 


xzV = normtrndq(0，1，10007，5) ， 
















































































































































































near6 = zange (TV) 
near6 = 
6.1451 6.4986 6.2909 5.8894 7 了.0002 
3.3.4 “方差 




















var 函数 计算 样本 的 方差。 其 调用 格式 和 描述 为 : 

e@ y = var(X) 计算 X 中 数据 的 方差 。 对 向 量 而 言 ，var(X) 为 X 中 元 素 的 方差 。 对 于 矩阵 
而 言 ，varCO 是 包含 X 中 每 一 列 元 素 方差 的 行 向 量 , 它 通过 除 以 二 1 来 达到 标 称 化 ,其 中 7 为 
样本 大 小 。 对 于 正 态 分 布 数据 ， 这 使 varCo) 成 为 o 的 最 小 方差 无 偏 估计 量 。 

e y=var(X, 1) 通过 除 以 二 来 标 称 化 并 生成 样本 数据 的 二 阶 矩 。 

e@ y= var(X, w) 使 用 权重 向 量 w 计算 方差 。w 中 元 素 的 个 数 必须 等 于 矩阵 X 的 行 数 。 对 
于 向 量 X，w 和 X 必须 在 长 度 上 匹配 。w 的 每 一 个 元 素 必 须 为 正 。 

注意 : 令 98 为 下 向 量 中 元 素 与 其 均值 之 间 的 离 差 平方 和 , 则 varCX) = 89%(z-1) 为 cz 的 最 
小 方差 无 偏 估 计量 ，var(X, D) = SS 为 go 的 最 大 似 然 估计 量 。 





























































































































【 例 3-9】 
| 
w= [1 3] 

V1L = Var(X) 
V1 = 

色 
V2 = Var(XrI) 
V2 = 

工 
V3 = Var(Xrw) 
V3 = 

0.7500 


。 2I1 。 


3.3.5 ”标准 差 
样本 数据 吉 ,xx 的 标准 差 可 以 定义 为 








式 中 ， 样 本 均值 为 



































j std 函数 计算 样本 的 标准 差 。 

e y= std(CX) 计算 X 中 数据 样本 的 标准 差 。 对 于 向 量 X，stdC) 为 X 中 元 素 的 标准 差 。 
对 于 和 匹 阵 ，std(CX) 为 包含 X 中 每 一 列 标准 差 的 行 向 量 。stdCX 通 过 除 以 呈 1 来 实现 标 称 化 ， 
其 中 壮 为 样本 大 小 。 对 于 正 态 分 布 数据 ， 标 准 差 的 平方 是 ce 的 最 小 方差 无 偏 估计 量 。 
【 例 3-10】 下 面 首 先生 成 6 列 服从 标准 正 态 分 布 的 随机 数 , 每 列 有 100 个 数 。 每 一 列 
标准 差 > 的 期 望 值 均 为 1。 

X = normrnadq(0，1，100,，6) ; 
Y Std (X) 
5 
0.9536 1.0628 1.0860 0.9927 0.9605 1 工 .0254 




















































































































3.4 “分 组 数据 描述 











利用 grpstats 函数 计算 分 组 综述 统计 量 。 

e@ means = grpstats(X, group) 根据 group 参数 返回 X 的 每 一 列 的 均值 。X 为 一 观测 量 和 矩阵 。 
group 为 一 正 整数 列 ， 它 指示 广 中 每 一 行 的 分 组 关系 。group 可 以 是 向 量 、 字 符 串 数组 或 字符 
串 的 单元 数组 ， 也 可 以 是 包含 一 些 分 组 变量 〈 如 {G1，C2，G3}) 的 单元 数组 。 此 时 ， 如 果 个 
案 观 测 值 具有 所 有 分 组 变量 的 公共 值 ， 则 它们 位 于 同一 组 中 。 

[means，sem，counts，name] = grpstats(x，group，alpha) 在 sem 
counts 为 每 组 元 素 的 个 数 ， 与 其 他 输出 具有 相同 的 大 小 。 每 个 组 的 名 称 包含 在 name 中 ， 当 
输入 的 分 组 值 不 是 简单 的 分 组 个 数 时 ， 它 对 于 辨识 和 标注 分 组 是 很 有 用 5 

grpstats(x, group, alpha) 绘制 每 一 个 均值 的 100(1 - alpha)% 置信 区 间 的 图 形 。 

【 例 3-11】 下 面 有 四 组 数据 , 每 组 数据 有 100 个 观测 值 。 对 于 每 组 观测 值 , 测量 $ 个 值 ， 
其 真 均值 分 别 从 1 到 5。 使 用 grpstats 函数 计算 每 个 分 组 的 均值 。 


9g9roup = uniadqrna(4，10071) 
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古 rue_mean = 1:5); 
二 rue_mean = 廿 Tue_mean (ones (100，1)，:)，; 
X = normrnad (Lrue_meany 1T) 


means = grpstats (xrg9roup) 


means = 
0.7947 2.0908 2.8969 3.6749 4.6555 
0593A7 1.7600 3.0285 3.9484 4.8169 
1.0549 2.0255 2.8793 4.0799 5.3740 
0.7107 1.9264 2.8232 3.8815 4.9689 


se。 II 。 


3.5 包含 缺失 数据 的 样本 描述 














MATLAB 的 统计 工具 箱 中 有 一 组 名 称 以 nan 开头 的 函数 ,用 于 描述 包含 缺失 数据 的 相 
表 3-1 示 出 了 包含 缺失 数据 的 样本 统计 量 的 计算 函数 及 其 调用 格式 。 


表 3-1 包含 缺失 数据 的 样本 统计 量 
函数 名 称 功 能 调用 格式 


让 





本 。 
























































Im=nanmax(X) 
包含 缺失 数据 ， 求 样本 数据 的 最 大 值 [mndx]=nanmax(X) 


m=nanmax(a,b) 





m=nanmin(X) 
[mndx]=nanmin(X) 


m=nanmin(a,b) 





nanmean 令 缺 失 数据 ， 求 样本 数据 的 捧 y=nanmean(X) 








nanmedian 含 缺失 数据 ， 求 样本 数据 藤 y=nanmedian(X) 








nanstd 令 缺 失 数据 ， 求 样本 数据 共 E 关 y=nanstd(X) 
































nansum 令 缺 失 数据 ， 求 样本 数据 共 y=nansum(X) 














下 面 以 nanmax 函数 为 例 介 绍 这 一 类 函数 的 用 法 。 

nanmax 函数 计算 包含 缺失 数据 的 样本 数据 的 最 大 值 。 其 调用 格式 和 说 明 为 : 

e m = nanmax(a) 返回 有 效 数 据 的 最 大 值 。NaN 表示 缺失 值 。 对 于 向 量 ，nanmax(a) 表 示 
a 的 元 素 中 最 大 的 有 效 数 据 。 对 于 矩阵 ，nanmax(a) 表 示 包 含 每 一 列 中 有 效 数 据 的 行 向 量 。 

@ [m,ndx] = nanmax(a) 返回 向 量 ndx 中 最 大 值 的 系数 。 

e@ m=nanmax(a,b) 返回 a 和 b 中 的 大 者 ，a 和 bb 必须 具有 相同 的 大 小 〈 指 规模 )。 

注意 : NaN 表示 缺失 值 。 缺 失 值 与 零 不 同 ， 它 表示 对 应 的 位 置 上 没有 观测 值 ， 不 能 简单 
地 用 0 代替 。 




























































































































































































【 例 3-12 】 
m = magic(3) ; 
ml([16 8]) = [NaN NaN NaNl] 
m 一 
NaN 工 6 

3 5 NaN 

4 NaN 2 
[nmaxymaxidqx] = nanmax (m) 
nmax 三 

4 号 6 
maxidqx = 三 

3 2 工 


3.6 ” 百 分 位 数 和 图 形 描述 





prctile 函数 计算 样本 的 百 分 位 数 。 

















。 23。 





@ Y = prctile(X, p) 计算 X 











H 大 于 p 多 的 值 ，p 必须 介 





于 0 和 100 之 间 。 对 于 向 量 而 言 ， 





prctile(X，p) 为 X 中 元 素 的 p 百 分 位 数 。 若 p=5$0， 则 了 为 筷 的 中 值 。 对 于 矩阵 素 和 标量 P， 

















prctile(X, p) 为 包含 每 一 列 的 疡 百 分 位 数 的 行 向 


【 例 3-13 】 

x = (1:5)"x (1:5) 

过 
1 2 3 
2 4 6 
3 6 9 
4 8 12 
5 10 15 


0 
| 


1 .7500 3.5000 
3.0000 6.0000 
4.2500 8.5000 


3.7 ”自助 统计 量 








16 
20 


5.2500 
9.0000 
12.7500 


Prctile(x， [25 50 75]) 














量 。 知 己 为 向量 ， 则 了 工 的 第 ， 
7.0000 “8.7500 
12.0000 15.0000 
17.0000 21.2500 

















用 bootstrp 函数 计算 重复 取样 的 自助 统计 量 。 其 调用 格式 和 


@ bootstrp(nboot，bootfun ， 





dl 


.) 绘 nboot 个 
nboot 必须 为 正 整 数 。bootstrp 函数 将 数据 dl、 
@ [bootstat, bootsam] = bootstrap(.….) 在 bootstat 参数 中 返回 


























述 为 : 

















d2 等 传递 给 bootfun 函数 。 

















助 统计 量 。 











包括 对 一 个 自助 样本 应 用 “bootfun” 得 到 的 结果 。 若 “bootfun: 
换 为 一 个 长 向 量 ， 以 保存 在 bootstat 中 。bootsam 为 一 指数 和 矩阵。 





【 例 3-14】 已 知 15 个 学 生 的 LSAT 分 数 和 




















ae 




















法 学 院 GPA。 通 过 


返回 一 个 外 








行为 在 的 PCD。 


助 数 据 样 本 并 用 bootfun 函数 分 析 它 们 。 


bootstat 的 每 一 
人 














采样 ， 创 建 了 1000 个 不 同 的 数据 集 ， 计 算 每 个 数据 集中 两 个 变量 


oad awaata 


[bootstat pootsam] 
bootstat (1:5，:) 
ans 一 
1.0000 0.3021 
1.0000 0.6869 
1.0000 0.8346 
1.0000 0.8711 
1.0000 0.8043 
bootsam(:v， 1:5) 
ans = 
4 学 5 
工 1 10 
二 灿 9 和 
十 潮 4 业 5 
15 13 6 
6 4 
8 交 于 5 
13 10 于 于 
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= bootstrpPp(1000，'"corrcoef' 


0 


.3021 
.6869 
.8346 
.8711 
.8043 


十 2 


co ww 心 oo 


14 


FF FF 


nn Oo 





.0000 
.0000 
.0000 
.0000 
.0000 


Satvgpa) 


才 对 这 15 个 数据 点 进行 重复 
时 之 问 的 相关 系数 。 


工 站 10 于 8 
8 14 2 工 4 7 
1 12 10 8 二 8 
工 4 14 8 于 
6 5 工 2 
2 工 2 7 芋 5 工 2 


hist(pootstat (:7，2)) 
生成 直方 图 如 图 3-1 所 示 。 


250 



































图 3-1 直方 图 
该 直方 图 显示 了 履 盖 整个 自助 样本 的 相关 系数 的 变化 。 样 本 最 小 值 为 正 表 示 LSAT 和 
GPA 之 间 的 关系 不 是 偶然 的 。 























3.8 中心 矩 











k 阶 中 心 矩 可 以 用 下 式 定 义 : 








1 二 无 (x 一 LO 

式 中 ，ECO 为 xx 的 期 望 。 

moment 函数 计算 所 有 阶 次 的 中 心 矩 。 

@ m = moment(X，orden 返回 由 正 整 数 order 指定 阶 次 的 X 的 中 心 矩 。 对 于 向 量 ， 
moment(X,order) 函数 返回 X 的 元 素 的 指定 阶 次 的 中 心 矩 。 对 于 和 抢 阵 ，moment(X，orden 返 回 
每 一 列 的 指定 阶 次 的 中 心 矩 。 

注意 : 一 阶 中 心 矩 为 0， 二 阶 中 心 矩 为 用 除数 半 〈 而 非 二 1) 得 到 的 方差， 其 中 半 为 问 量 
下 的 长 度 或 是 矩阵 闷 的 行 数 。 















































【 例 3-1S 】 

X= Landqn([6 5]) 

天 “过 
1.1650 0.0591 1 2460 =1-2704.， = 三 0.0562 
0.6268 1.7971 -0.6390 0.9846 0 于 35 
0.0751 0.2641 0.5774 -0.0449 0.3967 
0.3516 0.8717 -0.3600 -0.7989 0.7562 
-0.6965 -1.4462 -0.1356 -0.7652 0.4005 


。 2S。 


1.6961 -0.7012 -1.3493 0.8617 -1.3414 
m = moment (X 3) 
m 一 

-0.0282 0.0571 0.1253 0.1460 -0.4486 


3.9 ”相关 系数 


用 corrcoef 函数 计算 样本 数据 的 相关 系数 和 
@ R = corrcoef(X) 返回 源 于 和 矩阵 的 相关 系 








E 阵 。 
数 和 矩阵 ， 输 入 矩阵 的 行为 观测 量 ， 列 为 变 





上 3 


与 





四 
o 


相关 系数 算 阵 R 中 的 元 素 人 .与 协 方差 矩阵 C (=covCO) 的 元 素 相对 应 ， 即 有 
RCD= -天 < 二 一 
VCCDCcU 


3.10 协 方差 矩阵 

















用 cov 函数 计算 协 方差 外 
@ C=cov(X) 
@ C=Ccov(X,Y) 























































































































E 阵 。 其 语法 格式 为 : 















































cov 计算 协 方差 矩阵 。 对 于 单一 向 量 而 言 ，covC) 返 回 包含 协 方差 的 一 个 度量 。 对 于 行 
为 观测 量 ， 列 为 变量 的 矩阵 而 言 ，cov(C) 为 协 方差 矩 阵 。 
计算 方差 的 函数 varC) 与 diag(covCO) 函 数 的 作用 相同 。 
计算 标准 差 的 函数 stdCgO 与 sqrt(diag(covCX))) 的 作用 相同 。 
cov(X, Y) 的 作用 与 cov([X, Y]) 的 相同 ， 其 中 ，X, Y 为 长 度 相 等 的 列 向 量 。 
cov 函数 的 算法 为 : 
[nvP] = size(X) ; 
X=X- ones(ny1) * mean(X):; 
Y = XIx*X/(n=-1L) ; 
3.11 峰 度 和 仿 度 
3.11.1 峰 度 
样本 的 峰 度 由 下 式 定 义 : 
4 
0 人 
OO 
式 中 ，ECB 为 不 的 期 望 值 。 
峰 度 用 于 度量 样本 数据 偏离 某 分 布 的 情况 ， 正 态 分 布 的 峰 度 为 3。 当 样本 数据 的 曲线 峰 




















值 比 正 态 分 布 的 高 时 ， 峰 度 大 于 3; 反之 ， 比 了 
j kurtosis 函数 计算 样本 的 峰 度 。 
























































E 态 分 布 的 低 时 ， 峰 度 小 于 3。 





@ kk= kurtosis(X) 返回 和 日 
峰 度 。 对 于 矩阵 而 言 ，kurtosis( 
注意 : 


es。 20。 


也 有 将 峰 度 定义 为 计算 值 减 3 的 ， 所 以 


的 样本 峰 度 。 对 于 向 量 而 言 ，kurtosisCX) 函 数 为 向 量 X 中 元 素 的 
又) 函数 为 X 的 每 一 列 返 回 一 个 样本 峰 度 。 
E 态 分 布 的 峰 度 为 0。 




















【 例 3-16】 


X= ranqn([5 4]) 


Se 
1.1650 1.6961 -1.4462 -0.3600 
0.6268 0.0591 0X0 2 过 05d356 
0.0751 1.7971 1.2460 -1.3493 
0.3516 0.2641 -0.6390 -1.2704 
-0.6965 0.8717 0.5774 0.9846 
K = kurtosis (XI) 
2.1658 1.2967 1.6378 19589 
3.11.2 ” 偏 度 
样本 的 偏 度 定义 为 
天 (和 一 A0? 
0 

















式 中 ，EC) 为 互 的 期 望 值 。 
偏 度 用 于 衡量 样本 均值 的 对 称 性 ， 大 偏 度 为 负 ， 则 数据 均值 左 侧 的 离散 性 比 右 侧 的 强 ; 
若 偏 度 为 正 ， 则 数据 均值 右 侧 的 离散 性 比 左 侧 的 强 。 正 态 分 布 〈 或 任何 严格 对 称 分 布 ) 的 1 
度 为 零 。 
用 skewness 函数 计算 样本 偏 度 。 
@ y=Sskewness(X) 返回 X 的 样本 偏 度 。 对 于 向 量 ，skewness(Cx) 为 X 的 元 素 的 偏 度 。 对 于 
托 阵 ，skewness(X) 为 包含 每 一 列 中 样本 偏 度 的 行 向 量 。 













































































于 

























































































【 例 3-17】 

X= Lanqn([5 4]) 

有 
1.1650 1.6961 -1.4462 -0.3600 
0.6268 0..059 汪 二 0.7012 二 051356 
0.075 工 二 .7977 工 1.2460 -1.3493 
0.3516 0.2641 -0.6390 -1.2704 
-0.6965 0.8717 0555374 0.9846 

Yy = Skewness (X) 

y = 


=0.2933 0.0482 0.2735 0.4641 


3.12 ”频数 表 


频数 表 中 提供 了 各 样本 值 出 现 的 次 数 和 百分比 。 

用 tabulate 函数 绘制 频数 表 。 

@ table =tabulate(X) 根据 正 整数 向 量 X 返回 table 矩阵。 

table 的 第 1 列 包 含 X 的 值 . 第 2 列 包含 该 值 的 实例 个 数 。 最 后 1 列 包 含 每 个 值 的 百分比 。 
不 带 输 出 参数 的 tabulate 函数 在 命令 窗口 中 显示 一 个 格式 化 的 表格 。 
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【 例 3-18】 


tabulate([1 2 443 4]) 


Value Count Percent 
1 工 16.67 和 
忆 年 16.675 
忆 工 16.67 季 
4 3 50 .00 委 


3.13 ” 列 联 表 











列 联 表 常 用 于 检验 样本 的 独立 性 。 用 crosstab 函数 生成 两 个 向 量 的 列 联 表 。 
@ table = crosstab(coll，col2) 使 用 两 个 正 整数 向 量 ， 返 回 一 个 矩阵 table。 该 矩阵 的 第 妆 
个 元 素 包含 coll = ;有 上 且 col2 = 时 的 所 有 实例 的 个 数 。 
@ [table, chi2, p] = crosstab(coll, col2) 还 返回 好 统计 量 chi2， 用 于 检验 表 中 行 和 列 的 独 
立 性 。 标 量 P 为 检验 的 显著 性 水 平 。 当 p 值 接近 于 0 时 ， 可 以 拒绝 原 假设 ， 认 为 行 和 列 之 间 
是 不 独立 的 。 
【 例 3-19】〗】 本 例 中 首先 生成 两 列 包含 50 个 服从 离散 均匀 分 布 的 随机 数 。 第 1 列 中 的 数 
为 1 到 3， 第 2 列 的 为 1 和 2。 试 对 这 两 列 数据 进行 独立 性 检验 。 
zl = uniarndq(3， 50,，1)7z2 = uniadrnd(2，5071) 
[ablevchi2,P] = Crosstab (上 17 z2) 
七 ab1le = 
10 号 
8 8 
6 上 3 
chi2 = 三 
4.1723 
训 和 总 
0.1242 
结果 p=0.1242， 说 明 上 面 的 两 列 是 相互 独立 的 。 也 证 明 由 该 随机 数 生 成 器 得 到 的 随机 数 
是 随机 的 。 
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第 4 章 线性 模型 


4.1 方差 分 析 


事件 的 发 生 往往 与 多 个 因素 有 关 ， 但 各 个 因素 对 事件 发 生 的 影响 可 能 是 不 一 样 的 ， 而 且 
同一 因素 的 不 同 水 平 对 事件 发 生 的 影响 也 是 不 同 的 。 通 过 方差 分 析 ， 便 可 以 研究 不 同 因素 以 
及 因素 的 不 同 水 平 对 事件 发 生 的 影响 程度 。 根 据 自 变量 个 数 的 不 同 ， 方 差分 析 可 以 分 为 单 因 
子 方差 分 析 和 多 因子 方差 分 析 。 


4.1.1 单 因子 方差 分 析 


1.， 基本 数学 原理 

一 项 试验 有 多 个 影响 因素 ， 如 果 只 有 一 个 在 发 生变 化 ， 则 称 为 单 因 子 分 析 。 其 基本 原理 
为 : 假设 某 一 试验 有 8 个 不 同 条 件 ， 则 在 每 个 条 件 〈 或 称 水 平 ) 下 进行 试验 ， 可 得 到 个 总 
体 ， 分 别 记 为 向 ， 于 ，…， 有 到， 各 总 体 的 平均 数 表示 为 由， 上 如，…， 人 和信， 各 总 体 的 方差 表 
示 为 中 ，o，…，a:。 现 在 ,在 这 s 个 总 体 服 从 正 态 分 布 且 方差 相等 的 情况 下 检验 各 总 体 
的 平均 数 是 否 相 等 ， 即 检验 假设 玉 := 媚 =…= 从 。 当 假设 成 立时 ， 认 为 因素 对 试验 结果 
之 间 没 有 显著 影响 。 

观察 值 与 总 平均 值 之 差 的 平方 和 称 为 离 差 平方 和 。 进 行 单 因子 方差 分 析 时 ， 离 差 平 方 
和 被 分 解 为 组 间 平 方 和 《也 称 条 件 误 差 ， 记 为 SSA) 和 组 内 平方 和 《也 称 试 验 误 差 ， 记 为 
SSeE)。 对 应 地 ， 总 自由 度 dfGCza-D 被 分 解 为 组 间 自 由 度 dcs-D 和 组 内 自由 度 
d 太 (= 克 一 8) 。 

当 零 假设 成 立时 ， 统 计量 

























































































































































































































































































MS，。 SS,/dj， 

MS， SS /dj 

服从 第 1 自由 度 为 组 间 自 由 度 ， 第 2 自由 度 为 组 内 自由 度 的 下 分布 。 上 式 中 MSA 称 为 组 间 均 
方 ，MSE 称 为 组 内 均 方 。 一 般 应 有 Fs1。 但 如 果 得 到 的 正 值 比 1 大 得 多 ， 即 条 件 误 差 比试 验 
误差 大 得 多 ， 则 条 件 《〈 水 平 ) 不 同 起 显著 作用 ， 因 此 ， 不 能 认为 各 总 体 的 均值 相同 ， 故 否定 
原 假设 。 当 环 值 小 于 1 时 ， 认 为 因素 改变 对 实验 结果 引起 的 变动 不 显著 ， 大 部 分 试验 误差 由 
个 体 差异 引起 。 


2. 有关 函数 介绍 

村 anoval 责 数 进行 单 因子 方差 分 析 。 
e@ p = anoval(X) 进行 平衡 单 因子 方差 分 析 ， 比 较 样 本 六 X 关 的 矩阵 X 中 两 列 或 多 列 数据 

的 均值 。 其 中 ， 每 一 列 包 含 一 个 具有 闸 个 相互 独立 观测 值 的 样本 。 它 返回 X 中 所 有 样本 取 

同一 群体 《或 取 自 均值 相等 的 不 同 群体 ) 的 零 假 设 成 立 的 概率 p。 若 p 值 接近 0， 则 认为 零 假 

设 可 蜂 并 认为 列 均值 存在 差异 。 
为 了 决定 结果 是 否 是 “统计 上 显著 >， 需要 确定 p 值 。 该 值 由 自己 确定 。 一 般 地 ， 当 p 值 





太一 






































































































































































































































































































































。 29。 





小 于 0.05 或 0.01 时 ， 认 为 结果 是 显著 的 。 
形 。 第 1 个 











anoval 函数 还 生成 两 个 图 
部 分 : 




















> 由 于 列 均值 的 差异 导致 的 误差 〈 组 
































间 差 )， 











图 为 标准 方差 分 析 表 ， 它 将 瑟 ， 














数据 的 误差 分 成 两 





> 由 于 每 一 列 数据 与 该 列 数据 均值 的 差异 导致 的 误差 〈 组 内 差 )。 














方差 分 析 表 中 有 6 列 : 
> 第 1 列 显示 误差 的 来 源 ; 








世 























> 第 2 列 显示 每 


世 


个 误差 来 源 的 平方 和 《〈SS ); 











> 第 3 列 显示 与 每 

> 第 4 列 

> 第 5 列 

> 第 6 列 
第 2 个 图 

小 的 疡 值 。 











尼 放 
尼 放 


策 和 项 各 基 

















@ anoval(X，group) 当 X 为 矩阵 时 ， 利 





样本 的 箱 形 图 
变量 的 长 度 必 须 等 于 X 的 列 数 。 














当 妃 为 向 量 时 ，anoval 函数 对 闷 中 的 检 





个 误差 来 源 相关 的 自 
示 均 值 平方 和 (MS )， 它 是 误差 来 源 平方 和 与 自由 度 的 比值 ， 即 SS/df 
示 严 统计 量 ， 它 是 均值 平方 和 的 比值 
忆 增 加 时 六 值 减 小 。 
箱 形 图 中 心 线 


示 疡 值 ,， 疡 值 是 环 的 函数 〈fcdf); 
示 X 的 每 一 列 的 箱 形 图 。 

















度 (dD); 





AI 






































上 较 大 的 差异 对 应 于 较 大 的 环 值 和 较 






























































j group 变量 〈 字 符 数组 或 单元 数组 ) 作为 中 
的 标签 。 变 量 group 中 的 每 一 行 包含 X 中 对 应 列 中 的 数据 的 标签 ， 所 以 group 


本 进行 单 因 素 方差 分 析 ， 通 过 输入 变量 group 进 























行 标示 。group 中 的 每 个 元 素 等 价 于 X 向 量 中 的 对 应 元 素 , 所 以 , group 必须 与 X 的 长 度 相 等 。 














group 中 包含 的 标签 同样 








用 于 箱 形 图 的 标注 。anoval 函数 的 向 量 


观测 值 个 数 相 同 ， 所 以 它 适 用 于 不 平衡 数据 。 























测 值 , 可 将 这 些 数字 作为 group 中 的 相 


本 标签 。 若 group 




















则 该 行 和 X， 




















ANOVA 表 和 箱 形 图 
























































偷 入 形式 不 需要 每 个 样本 中 的 





不 必 按 顺序 对 样本 进行 标注 。 例 如 ， 若 和 包含 3 个 不 同 温度 〈-27",65" 和 110") 上 的 观 
中 的 一 行 包含 一 个 空 单 元 或 空 字符 串 ， 
的 对 应 观测 值 被 忽略 。 每 个 输入 中 的 空 值 (NaN) 也 同样 被 忽略 。 

e@p = anoval(X，group，'displayopt) 当 'displayopt 参 数 设置 为 'on'( 默 认 设置 ) 时 ， 激 活 
的 显示 ;， "displayopt 参 数 设 置 为 'o 作 时 ， 不 予 显 示 。 



































e@ [p,table] = anoval(.…) 返回 单元 数组 表 中 的 ANOVA 表 (包含 列 标签 和 行 标签 )。( 使 用 














“Edit” 菜 单 中 的 “Copy Text” 选 项 可 以 将 ANOVA 
@ [p,table, stats] = anoval(...) 返回 stats 结构 ， 用 

















表 以 文本 形式 复制 到 记事 本 中 。) 


























于 进行 多 元 比较 检验 。anoval 检验 评价 


所 有 样本 均值 相等 的 零 假设 和 均值 不 等 的 备 译 《〈 候 选 ) 假设 。 有 时 进行 检验 ， 决 定 哪 对 均值 

















差异 显著 ， 哪 对 差异 不 显著 是 很 有 效 的 。 提 供 


以 进行 此 项 检验 。 


:十 普 
、 
) 主 天 : 

















@ 所 有 样本 数据 具有 相等 的 方差 





怨 所 有 观测 值 相互 独立 。 








3. 应 用 实例 
【 例 4-1】 本 例 来 
































作 
。30 。 


























方差 分 析 要 求 样本 数据 满足 下 面 的 假设 条 件 : 
G) 所 有 样本 数据 满足 正 态 分 布 条 件 ; 


项 结构 粱 材料 强度 的 研究 。strength 向 量 衡量 梁 
j 下 产生 千 分 之 几 英 寸 的 拉 裂 。 强 度 更 高 的 深 产 生 的 拉 裂 较 小 。 工 程 师 们 希望 通过 此 项 和 





stats 结构 作为 输入 ， 使 























multcompare 函数 可 





在 基本 满足 前 两 个 假设 条 件 的 情况 下 ， 一 般 认 为 ANOVA 检验 是 稳健 的 。 


车 3 000 磅 的 压力 















































究 确 定 该 钢 深 的 强度 是 否 与 另外 两 种 贵重 得 多 的 合金 的 强度 相当 。 在 向 量 中 ， 钢 用 1 代表 ， 
其 他 合金 材料 用 2 和 3 代表 。 
strength = [82 86 79 83 84 85 86 87 74 82 78 75 76 77 79 ... 
了 了 829 
二 二 上 G 区 7 二 下 个 相 区 攻 1 直 二， 让， 全 臣 人 站 此 2 天 二 二 
二 王 芋 下 庆 王 语 于 于 下 二 开 王 攻关 间 王 王 开 关 下 旺 二 下 工交 疝 斑 玫 二条 
三 开 呈 太 下 二 二 有 三 遇 王 且 177 志 王 2 六 二 王 27 二 工 2 
% 尽 管 在 本 例 中 对 alloy 向 量 进 行 了 排序 ， 但 不 必 对 分 组 变量 进行 排序 。 
P = anoval (Strength allovy) 
Pb = 



































1.5264e-04 
p 值 显示 这 3 种 金属 具有 显著 差异 。 图 4-1 和 图 4-2 分 别 为 本 问题 的 方差 分 析 表 和 箱 形 图 。 
箱 形 图 用 图 形 的 形式 进一步 证 明了 钢 粱 比 其 他 贵重 合金 的 拉 裂 程度 高 一 些 。 












































Figure No 1: 0ne-way ANOVA L_ 口 |x| 
Eile Edit View Insert TIools indov Help 


天 NOVA Tahle 





图 4-1 方差 分 析 表 














T T T 
86 上 - 
84 上 
82| 和 事 ]] 
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1 
豆 80| ] 
到 世 | 
到 人 
加 | 至 
到 6 | 
克 | 一 上 - 
St 引 1 al2 


图 4-2 ” 箱 形 图 








【 例 4-1】 ”一 位 教师 想 要 检查 3 种 不 同 的 教学 方法 的 效果 ， 为 此 随机 地 选取 了 水 平 相当 
的 15 位 学 生 。 把 他 们 分 为 3 组 ， 每 组 5 人 ， 每 一 组 用 一 种 方法 教学 ， 一 段 时 间 以 后 ， 这 位 教 
师 给 这 15 位 学 生 进 行 统 若 ， 统 考 成绩 见 表 4-1。 要 求 检验 这 3 种 教学 方法 的 效果 有 没有 显著 
差异 《假设 这 3 种 教学 方法 的 效果 没有 显著 差异 )。 















































。31。 


表 4-1 学 生 统考 成 绩 表 















































SCEGre=[75 .62 71..58 73781 85 68 .92. .9073 78 .60 75 81]7 :7 
P=anoval (Score) 
b= 

0.0401 


p 值 小 于 0.05， 拒 绝 零 假 设 ， 认 为 3 种 教学 方法 的 效果 存在 显著 差异 。 

图 4-3 中 为 本 问题 的 方差 分 析 表 。 从 表 中 可 以 看 出 ，Foos(2, 12) 大 于 下 为 4.26 的 概率 为 
0.0401， 小 于 0.05， 可 以 认为 FuosC2, 12) < 4.26。 所 以 ， 在 0.05 的 水 平 上 可 以 认为 3 种 教学 
方法 的 效果 有 显著 差异 。 图 4-4 为 本 问题 的 箱 形 图 ， 可见 3 种 教学 方法 的 效果 还 是 存在 显著 
差异 。 






































Figure No. 1: 0ne-way ANOVA -上 口 |x| 
Eile Edit Wiew Insert ITools indow Help 


604.93 302.467 
852.8 71.067 
1457.73 





图 4-3 ”方差 分 析 表 
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80 上 到 本 ] 
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65 上 
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Column Number 

















图 4-4 箱 形 图 








4.1.2 双 因 子 方差 分 析 


1.， 基本 数学 原理 
当 有 多 个 因素 同时 影响 试验 结果 时 ， 采 用 多 因子 方差 分 析 。 因 素 即 变量 ， 变 量 的 不 同 取 


e。 32 。 





























值 或 者 说 因 





素 的 不 同等 级 称 为 因 











因 








的 水 平 不 同 而 不 同 ， 则 称 这 两 个 因 





变 称 为 交互 效应 。 
进行 多 因子 方差 分 析 ， 还 是 需要 
(1) 当 没 有 交互 作用 时 ， 离 差 3 


式 中 ，SS, 为 A 因 





素 水 平 。 











en 


称 为 主 效 应 。 


当 某 一 因 

















之 间 存 在 交互 作用 。 






































素 的 离 差 平方 和 ，$Ss 为 B 因 








同样 ， 自 由 度 也 要 作 相 应 的 分 解 。A 





B 因素 对 应 的 自由 





度 为 p-1 (为 也 





试验 次 数 )。 


《2) 当 存 在 交互 作用 时 ， 离 差 了 


式 中 ,S94Axp 为 与 
误差 项 的 自 





因 











素 的 效应 随 另 一 
于 交互 作用 引起 的 试验 结果 的 改 























F 方 和 (SS) 分 解 为 
SS=8SS4+SSp+SSF 
素 的 离 差 平方 和 ，$Sz 为 误差 平方 和 。 











因素 对 应 的 


























由 度 为 w-1 (Ca 为 A 因 


因素 的 情况 ， 





因素 的 水 平 数 )， 误 差 项 对 应 的 





由 





因素 





因素 问 是 否 存在 交互 效应 ， 可 以 通过 专门 的 数学 方法 进行 检验 
对 离 差 平方 和 进行 分 解 。 对 于 两 个 























素 的 水 平 数 )， 


度 为 1-a-p+1 (7 为 














F 方 和 分 解 为 


9 一 994T 09994xB99F 











素 A 和 因 





度 为 0-aBD。 

















2 有关 函 


轴 数 介 人 绍 











anova2 函 数 进 行 双 


行 或 两 行 以 上 数据 的 均值 


子 B 的 变化 。 








因子 方 兰 分 析 。 















































素 B 的 交互 效应 对 应 的 离 差 平方 和 。 交 互 项 的 自 ! 








度 为 (ao-TDCB-D， 
























































e@ p = anova2(X, reps) 进行 平衡 双 因 子 方差 分 析 ， 以 比较 样本 X 中 两 列 或 两 列 以 上 和 两 
。 不 同 列 中 的 数据 代表 一 个 因子 A 的 变化 。 不 同行 中 的 数据 代表 因 

若 在 每 一 个 行 - 列 匹 配点 上 有 一 个 以 上 的 观测 值 ， 则 变量 reps 指示 每 一 个 单元 中 观测 值 的 
阵 显示 了 一 个 列 有 两 个 水 平 ， 行 有 3 个 水 平 的 构造 格式 ， 并 且 每 个 单元 中 有 





个 数 。 下 面 的 矩 





两 个 观测 值 〈 即 reps=2 )。 




















当 reps=1 〈 默 认 值 ) 时 ，anova2 函数 返 
> 零 假 设 HOA 的 p 值 。 

相同 的 总 体 。 
> 零 假 设 HOB 的 p 值 。 





相同 的 总 体 。 


零 假 设 为 源 于 因 


XI111 
112 
211 


屎 212 
311 





LX3l2 








回 两 个 p 值 
零 假 设 为 源 于 因 








下 标 分 别 表 示 行 、 列 和 重复 次 数 。 


X111 





121 


122 


屎 221 





屎 222 


2 











到 z 向 量 





























当 reps>l 时 ，anova2 在 疡 向 量 中 返回 第 3 个 值 : 


> 零 假 设 HOAB 的 p 值 。 



































如 果 任 意 一 个 p 值 














零 假 设 为 





因子 A 和 






































子 A 的 所 有 样本 《如 中 的 所 有 列 样 




















本 ) 取 

















子 B 的 所 有 样本 〈 如 和 中 的 所 有 行 样本 ) 取 自 








因子 B 之 间 没 有 
接近 于 0， 则 认为 相关 的 零 假 设 不 成 立 。 对 


交互 效应 


于 零 假 设 HOA， 一 个 足够 


















































小 的 疡 值 表示 至 少 有 一 个 列 样本 均值 明显 地 不 同 于 其 他 列 样 本 均值 ， 即 因子 A 存在 主 效应 
对 于 零 假设 HOB， 一 个 足够 小 的 p 值 表示 至 少 有 一 个 行 样本 均值 明显 地 不 同 于 其 他 行 样 本 均 
值 ， 即 因子 B 存在 主 效应 。 对 于 零 假 设 HOAB ， 一 个 足够 小 的 p 值 表示 因子 A 与 因子 B 之 间 
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存在 交互 效应 。 


























为 了 决定 结果 是 否 是 “统计 上 显著 的 ” 需要 确定 p 值 。 该 值 由 自己 确定 。 
值 小 于 0.05 或 001 时 ， 认 为 结果 是 显著 的 。 




























































































般 地 ， 当 P 


anova2 冰 数 还 显示 一 个 含 标准 方差 分 析 表 的 图 形 , 它 将 和 X 中 数据 的 误差 根据 reps 的 值 分 


为 3 部 分 或 4 部 分 ; 
> 由 于 列 均值 差异 引起 的 误差 ; 
> 由 于 行 均值 差异 引起 的 误差 
> 由 于 行列 交互 作用 引起 的 误 莽 〈 如 果 reps 大 于 它 的 默认 值 1); 
> 剩 下 的 误差 为 不 能 被 任何 系统 因素 解释 的 误差 。 
该 方差 分 析 表 中 包含 6 列 : 
> 第 1 列 显示 误 差 来 源 ; 
> 第 2 列 显 示 源 于 每 一 个 误差 来 源 的 平方 和 〈SS ); 
> 第 3 列 为 与 每 一 个 误差 来 源 相关 的 自由 度 〈dP; 
> 第 4 列 为 均值 平方 MS)， 它 是 误差 平方 和 与 自由 度 的 比值 ， 即 SS/d 太 
> 第 5 列 为 F 统 计量 ， 它 是 均值 平方 和 的 比值 ; 
> 第 6 列 为 p 值 ， 它 是 正 的 函数 (fcdb;， 当 玉 增加 时 z 值 减 小 。 









































































































































































































































@ p = anova2(X，group，'displayopt) 当 'displayopt 人 参数 设置 为 'on( 默 认 设 置 ) 时 ， 激 活 























ANOVA 表 和 箱 形 图 的 显示 ; "displayopt' 人 参数 设置 为 "of 时， 不 予 显示 。 


























让 
































@ [p,table] = anova2(.…) 返回 单元 数组 表 中 的 ANOVA 表 (包含 列 标签 和 行 标签 )。( 使 用 




















Edit 菜单 中 的 Copy Text 选项 可 以 将 ANOVA 表 以 文本 形式 复制 到 记事 本 中 。) 









































@ [p,table, stats] = anova2(...) 返回 stats 结构 ， 用 于 进行 多 元 比较 检验 。anova2 检验 评价 
所 有 行 、 列 和 交互 效应 相等 的 零 假 设 和 它们 不 等 的 备 择 假设 。 有 时 进行 检验 ， 决 定 哪 对 均值 














进行 此 项 检验 。 
3， 应 用 实例 


显著 差异 ， 哪 对 差异 不 显著 是 很 有 效 的 。 将 stats 结构 作为 输入 ， 使 用 multcompare 函 数 可 以 














【 例 4-3】 下面 的 数据 来 源 于 一 项 爆 玉米 花 品牌 与 爆 玉米 花 方 法 类 型 的 








的 列 对 应 品牌 (包括 Gourmet National 和 Generic)， 行 对 应 方法 类 型 (Oil 和 AiD。 


























多 。Ppopcorn 
该 研究 中 对 














每 一 个 品牌 的 爆 玉米 花 用 每 一 种 方法 爆 了 3 次 。 生 成 的 值 显示 在 装 爆 玉米 花 的 杯 上 。 


























oad Popcorn 


Popcorn 

Popcorn = 
5.5000 4.5000 3.5000 
5.5000 4.5000 4.0000 
6.0000 4.0000 3.0000 
6.5000 5.0000 4.0000 
7.0000 5.5000 5.0000 
7.0000 5.0000 4.5000 


= anova2 (Popcorny 3) 


卫 
卫 
0.0000 0.0001 0.7462 


向 量 已 显示 3 个 品牌 爆 玉米 花 的 p 值 为 0.0000, 两 个 爆 玉 米花 方法 类 型 的 p 


























值 为 0.0001， 














品牌 与 方法 之 间 的 交互 作用 的 p 值 为 0.7462。 这 些 值 说 明 品 牌 和 方法 对 产 出 都 有 影响 ， 但 二 
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者 之 间 没 有 交互 作用 。 图 4-5 所 示 的 方差 分 析 表 也 显示 了 该 结论 。 


Figure No. 1: Two-way ANOVA L_ 口 [xj 
Eile Eqit Yiew Insert ITools indow Help 














卫 


了 Prop>F 








图 4.5 ” 双 因 素 方 差分 析 表 


【 例 4-4】 为 了 考察 4 种 不 同 燃料 与 3 种 不 同型 号 的 推进 器 对 火箭 射程 〈 单 位: 海里 ) 
的 影响 ， 做 了 12 次 试验 ， 得 数据 如 表 4-2 所 示 。 


表 4-2 ”燃料 -推进 器 -射程 数据 表 




































































要 求 分 析 燃 料 和 推进 器 的 不 同 是 否 对 火箭 的 射程 有 显著 影响 。 零 假设 为 没有 影响 。 
日 1 区 =[58.2 56062653749. 二 545516756051 70.。9-39.277528 58.2 48.。7]7” 7 
P=anova2 (Qispr1) 
P = 
0.7387 0.4491 
由 于 燃料 和 推进 器 对 应 的 产值 均 大 于 0.05， 所 以 可 以 接受 零 假 设 丽 : 和 豆 2?， 认 为 燃料 和 
推进 器 对 火箭 的 射程 没有 显著 影响 。 图 4-6 为 本 问题 的 方差 分 析 表 。 


Figure No. 2: Two-way ANOVA L_ 口 |x| 
Eile Edqit View Insert ITools indow Help 












































157， 


223， 
731， 











图 4-6， 双 因素 方差 分 析 表 
【 例 4-5】 设 火箭 的 射程 在 其 他 条 件 基本 相同 时 与 燃料 种 类 及 推进 吉 型 号 有 关 。 现 在 考 
虑 4 种 不 同 的 燃料 及 3 种 不 同型 号 的 推进 器 ， 对 于 每 种 搭配 各 发 射 了 火箭 两 次 ， 得 数据 如 表 
4-3 所 示 。 
























































表 4-3 ”燃料 -推进 器 -射程 数据 表 


| | 扒 江 涡 1 | 推进 器 2 











。 3S。 


续 表 









































要 求 检验 各 自 变量 和 自 变 量 的 交互 效应 是 否 对 火箭 的 射程 有 显著 影响 。 零 假设 为 没有 影 








啊 。 
qisp2=[58.2 52.6 49.1 42.8 60.1 58.3 75.8 71.5 
是 0370.9 .773528251.0 
65.3 60.8 51.6 48.4 39.2 40.7 48.7 41.4] 1; 
anova2 (QisPp272) 
ans 王 
0.0035 0.0260 0.0001 


ans 向 量 可 知 , 燃料 推进 器 和 二 者 交互 效应 对 应 的 疡 值 分 别 为 0.0035、0.0260 和 0.0001。 
三 者 均 小 于 0.05， 所 以 拒绝 3 个 零 假 设 ， 认 为 燃料 、 推 进 器 和 二 者 的 交互 效应 对 于 火箭 的 射 
程 都 是 有 显著 影响 的 。 图 4-7 为 本 问题 的 方差 分 析 表 。 


Figure No 1: Two-way ANOVA _ 口 |x| 
Eile Eqaqit Yiew Insert Iools Windovw Help 


玫 NOVA Thle 


















































Prob>F 


185.49 9.39 0.0035 
个 之 生 4.42 0.026 
InteTaction 294.782 14.93 0.0001 


ETTOT 236 . 19.746 





图 4-7 ”方差 分 析 表 


4.1.3 多 因素 方差 分 析 


基本 原理 可 以 参见 前 面 双 因 子 方差 分 析 的 内 容 。 
] anovan 函数 进行 N 因素 方差 分 析 。 
e@ p = anovan(X, group) 进行 平衡 或 不 平衡 数据 的 多 因素 方差 分 析 ， 比 较 向 量 X 中 相对 于 
和 个 不 同 因子 的 观测 值 的 均值 。X 中 观测 值 的 因子 和 因子 水 平 由 单元 数组 group 指定 。group 中 
个 单元 中 的 每 一 个 包含 一 系列 因子 水 平 ， 确 定 相对 于 N 个 因子 中 某 一 个 的 的 观测 值 。 每 
个 单元 中 的 列表 可 以 是 向 量 、 字 符 数组 或 字符 串 单 元 数组 ， 并 且 必 须 与 X 具有 相同 的 元 素 个 
作为 一 个 实例 ， 考 虑 下 面 的 X 和 group 输入 : 
X= [xl X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8]:; 
group = {[12 1212 1 2]7)... 
[二 
{'may"” "may' "may' "may' "June' "June' "June' "June'})}7 
本 例 中 ，anovan(X,group) 为 三 因素 方差 分 析 ， 每 个 因子 具有 两 个 水 平 。X 中 的 每 个 观 
测 值 由 group 中 的 因子 水 平 的 组 合 确定 。 若 因子 为 A,B 和 C， 则 观测 值 xl 与 下 面 的 因素 
有 关 : 
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> A 因子 的 水 平 1; 

> 因子 B 的 水 平 mi"; 

> 因子 C 的 水 平 'may'。 

近似 地 ， 观 测 值 x6 与 下 面 因素 有 关 : 
> 因子 A 的 水 平 2; 

> 因子 B 的 水 平 mi"; 

> 因子 C 的 水 平 June'。 

输出 向 量 p 包含 N 个 主 效应 零 假 设 的 p 值 。 元 素 p(D) 包 含 零 假 设 HOA 的 p 值 ， HOA 假设 
因子 A 站 汪 丰 平 上 的 样本 都 取 自 相同 总 体 ; 元 素 pC2) 包 含 零 假 设 HOB 的 p 值 ，HOB 假设 因子 
B 所 有 水 平 上 的 样本 都 取 自 相同 总 体 ， 照 此 类 推 
若 任何 一 个 p 值 接近 于 0， 则 可 以 怀 曙 挝 相关 零 假 没 是 否 成 立 。 例 如 ， 对 于 HOA 假设 ， 一 
个 足够 小 的 产值 表示 至 少 有 一 个 A 样本 均值 与 其 他 A 样本 均值 有 差异 ， 即 ， 有 源 于 因子 A 主 
效应 。 为 了 决 定 结果 是 否 是 “统计 上 显著 的 ” 需要 确定 p 值 。 该 值 由 用 户 朋 友 自 己 确 定 。 
般 地 ， 当 p 值 小 于 0.05 或 0.01 时 ， 认 为 结果 是 显著 的 。 

anovan 函数 还 生成 一 个 图 形 ， 显 示 标 准 方差 分 析 表 。 默 认 时 , 将 X 中 数据 的 变异 性 分 为 ; 

> 模型 中 由 每 个 因子 水 平 之 间 的 差异 导致 的 变异 〈 可 解释 ); 

> 不 能 被 任何 系统 因素 解释 的 变异 。 

方差 分 析 表 共有 6 列 ， 有 具体 内 容 与 因子 方差 分 析 表 相同 。 

e@ p = anovan(X, group, model) 用 model 指 定 的 模型 进行 方差 分 析 ， 其 中 ，'model 可 以 是 
Tinear,，'interaction', fll， 一 个 整数 或 向 量 。 
> inear 模 型 为 默认 选项 。 只 计算 N 个 主 效应 零 假 设 的 p 值 。 
> _ interaction' 模 型 计算 V 个 主 效应 和 二 因子 交互 效应 零 假 设 的 p 值 。 
> ful' 模 型 计算 个 主 效应 和 所 有 水 平 交互 效应 零 假 设 的 p 值 。 
> 整数 值 E (k 委 NM): anovan 函数 计算 所 有 第 大 水 平 交 互 效应 零 假 设 的 当 他 1 时 等 

价 于 ?linear 模 型 ， 当 所 2 时 ， 等 价 于 'interaction' 模 型 ， 当 人 时 ， 等 价 于 'fal 模 型 。 
> 向 量 : 控制 主 效应 和 交互 项 更 简洁 的 方式 ，”model 可 以 指定 一 个 在 方差 分 析 模型 中 为 
每 一 个 主 效应 或 交互 项 包含 一 个 元 素 的 向 量 。 
表 4-4 示 出 三 因子 方差 分 析 的 编码 。 

例如 ， 如 果 'model 为 向 量 [2 4 60]， 则 输出 向 量 疡 

包含 基于 主 效 应 B,C 和 交互 效应 BC 零 假 设 的 p 值 。 



















































































































































































































































































































































































表 4-4 三 因子 方差 分 析 编 码 表 
3 位 编码 | 十 进 制 数值 | 对 应 的 方差 分 析 项 


















































e@ p = anovan(X，group，model，sstype) 用 根据 
sstype 指定 的 平方 和 类 型 进行 广大 分 析 ，sstype 可 以 取 主 硕 C 
1，2 或 3， 分 别 指示 类 型 1， 类 型 2 或 类 型 3。 默 认 时 交互 项 AB 
为 类 型 3。sstype 的 取 值 只 影响 非 平衡 数据 的 计算 。 交互 项 BC 

任意 项 的 平方 和 通过 比较 两 个 模型 来 确定 。 项 交互 项 AC 






































目的 第 1 类 平方 和 是 通过 在 已 包含 前 面 列 出 项 目的 交互 项 ABC 

拟 合 模型 中 添加 项 目 得 到 的 残 差 平方 和 的 减 小 量 。 

第 2 类 平方 和 是 通过 在 不 包含 前 面 列 出 项 目的 拟 合 模型 中 添加 项 目 得 到 的 残 差 平方 和 的 减 小 
量 。 第 3 类 平方 和 是 通过 在 包含 所 有 其 他 项 目 《〈 但 它们 的 效应 必须 遵守 “ce 约束 ”以 使 模型 
可 以 估计 ) 的 拟 合 模型 中 添加 项 目 得 到 的 残 差 平方 和 的 减 小 量 。 假 设 现在 用 两 个 因子 和 它们 
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的 交互 项 拟 合 一 个 模型 ， 并 且 项 目 按 A，B 和 AB 的 顺序 出 现 。 令 R(。) 代 表 模 型 的 残 差 平 方 
和 , 如 R(A, B,AB) 是 拟 合 整个 模型 的 残 差 平方 和 , R(A) 是 拟 合 A 的 主 效应 的 残 差 平方 和 , R() 
为 拟 合 均值 的 残 差 平 方 和 。3 种 类 型 的 平方 和 如 表 4-5 所 示 。 


表 4-5 3 种 类 型 的 平方 和 












































第 1 类 平方 和 第 2 类 平方 和 第 3 类 平方 和 
R(D)-R(A) R(B)-R(A, B) R(B,.AB)-R(A, B,AB) 














R(A)-R(A,B) R(A)-R(A,B) R(A,AB)-R(A, B,AB) 











R(A, B)-R(A, B,AB) R(A, B)-R(A, B,AB) R(A, B)-R(A, B,AB) 











第 3 类 平方 和 的 模型 添加 了 er 约束 。 这 表示 ， 例 如 ， 在 拟 合 RGB,AB) 时 ， 对 于 了 的 每 个 
元 素 ， 在 A 上 或 对 于 A 的 每 个 值 ， 在 B 上 )，AB 效应 数组 的 和 为 0。 

@ p=anovan(X, group, model', sstype, gnames) 用 字符 串 数 组 gnames 中 的 字符 串 值 标注 方 
差分 析 表 中 N 个 试验 因子 。 数 组 可 以 是 一 个 字符 串 和 矩阵 ， 每 个 观测 值 对 应 一 行 ， 或 字符 串 单 
元 数组 ， 每 个 观测 值 对 应 一 个 元 素 。 

当 没 有 指定 gnames 时 ， 使 用 默认 标签 XL，X2'，'X3', …， XN 。 

@ p=anovan(X, group, model, sstype, gnames, 'displayopt) 当 'displayopt 参 数 设 置 为 'on'( 默 
认 设 置 ) 时 ， 激 活 ANOVA 表 和 箱 形 图 的 显示 ; "displayopt 人 参数 设置 为 off 时， 不 予 显示 。 

@ [p,table] = anovan(...) 返回 单元 数组 表 中 的 ANOVA 表 〈 和 包含 列 标签 和 行 标签 )。( 使 用 
Edit 菜单 中 的 Copy Text 选项 可 以 将 ANOVA 表 以 文本 形式 复制 到 记事 本 中 。) 

@ [p,table, stats] = anovan(...) 返回 stats 结构 ， 用 于 进行 多 元 比较 检验 。anovan 检验 评价 
某 因子 《或 某 项 ) 不 同 水 平 的 效应 相同 的 零 假 设 和 它们 不 相同 的 备 择 假设 。 有 时 进行 检验 ， 
决定 哪 对 均值 显著 差异 ， 哪 对 差异 不 显著 是 很 有 效 的 。 提 供 stats 结构 作为 输入 ， 使 用 
multcompare 函数 可 以 进行 此 项 检验 。 

@ _ [p,table, stats, terms] = anovan(...) 返回 方差 分 析 计 算 中 用 到 的 主 项 和 交互 项 。 项 目 用 与 
上 面 输入 "model 相同 的 格式 在 输出 向 量 项 中 进行 编码 。 当 'model 本 身 用 该 向 量 格式 指定 以 后 ， 
项 目 中 返回 的 向 量 是 等 价 的 。 

【 例 4-6】 前 面 使 用 anova2 函数 分 析 了 平衡 设计 中 某 响 应 上 二 因子 的 效应 。 对 于 不 3 
数据 ， 我 们 用 anovan 函数 来 分 析 。 

数据 集 carbig 包含 406 辆 小 汽车 的 测量 数据 。 现在 研究 小 汽车 的 运行 指标 mileage( 哩 数 ) 
与 汽车 产地 和 出 产 时 间 的 关系 。 


oadq carbid 
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anovan (MPG, {org whenjy2y3v{'oOridgin'7 'Mftd aqate' )}) 
ans 一 
0 
0 
0.3059 


交 所 项 的 p 值 大 于 0.05， 表 示 出 产 时 间 与 产地 之 间 基 本 上 没有 交互 效 应 。 而 汽车 产地 和 
出 产 时 间 对 应 的 p 值 均 为 0， 说明 二 者 对 于 运行 指标 mileage 具有 显著 的 影响 。 
图 4-8 为 方差 分 析 表 。 可 参照 描述 部 分 进行 阅读 ， 不 再 重复 。 
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FEigure No 1: N-Way ANOVA 
Eile Edit Yiew Insert Iools 粘 ndow Help 


Origin 
MEgS Qate 
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Total 





图 4-8 多 因素 方差 分 析 表 





4.1.4 方差 分 析 工 具 




















与 





j aoctool 函数 生成 进行 方差 分 析 模 型 拟 合 和 预测 的 交互 图 。 


aoctool(x,yY8g) 对 于 g 数组 中 定义 的 列 向 量 x 和 y, 分 别 用 直线 进行 拟 合 。 这 些 类 型 的 模型 


即 后 面 要 讲 到 





的 单 因子 多 元 方差 分 析 模 型 (ANOCOVA )。 输 出 包括 数据 和 预测 曲线 的 交互 图 、 





方差 分 析 表 和 参数 估计 表 。 





(1) 用 图 





@ aoctool(x, Y g& alpha) 确定 预测 区 间 的 置信 水 平 。 


形 改变 模型 并 检验 模型 的 不 同 部 分 。 


的 默认 值 为 0.05。 

@ aoctool(x, y g, alpha, xname, yname, gname) 指定 在 图 中 和 表 中 使 用 x，y 和 g 变量 的 名 
称 。 若 输入 x，y 和 g 变量 的 名 称 ， 则 aoctool 函数 直接 使 用 这 些 名 称 。 若 输入 这 些 变量 中 某 
一 个 的 表达 式 ， 则 可 以 通过 提供 这 些 变量 在 表达 式 处 指定 使 用 名 称 。 例 如 ， 若 输入 m(,， 2) 作 


为 X 变 量 ， 则 可 以 选择 输入 'Col 2' 作 为 xname 变量 。 


















































置信 水 平 为 100*(1-alpha)%。alpha 







































































@ aoctool(x, y， g, alpha, xname, yname，gname，'displayopt) 通过 将 'displayopt 人 参数 设置 为 
on 来 激活 图 形 和 表格 的 显示 。 将 该 参数 设置 为 "off* ， 则 取消 显示 。 

@ aoctool(x, y g, alpha, xname, yname, gname, 'displayopt, "model) 指定 进行 拟 合 的 初始 模 
型 。'model' 的 值 可 以 是 下 面 字符 串 中 的 一 个 : 











> Same mean' 
> Separate means' 
> Same line- 
> parallel lines' 


> Separate lines' 















































忽略 分 组 ， 拟 合 单个 均值 ; 
对 每 个 组 拟 合 单 均值 ; 


























忽略 分 组 ， 拟 合 单条 直线 ; 
为 每 个 组 拟 合 单条 直线 ， 但 要 求 直线 必须 平行 ; 
为 每 个 组 拟 合 单条 直线 ， 没 有 约束 ; 














> h = aoctool(...) 一 一 返回 图 中 直线 对 象 的 句柄 癌 量 。 


[h, atab, ctab] = aoctool(...) 返回 











包含 方差 分 析 表 (atab) 和 系数 估计 表 (ctab)f 





也 








入 口 的 单元 








数组 。( 可 以 使 用 Edit 菜单 中 的 Copy Text 选项 将 表格 以 文本 方式 拷贝 到 记事 本 中 。) 

@ [h, atab, ctab, stats] = aoctool(..) 返回 一 个 stats 结构 ， 以 进行 多 元 比较 检验 。 方 差分 析 
表 输 出 包括 斜率 或 截 距 相 等 的 假设 检验 。 有 时 ， 进 行 检 验 以 决定 哪些 数据 对 有 显著 差异 ， 哪 
些 数据 对 没有 显著 差异 是 很 有 效 的 。 可 以 通过 提供 stats 结构 作为 输入 ， 使 用 multcompare 函 

















数 进行 检验 。 可 以 检验 斜率 、 截 距 或 总 体 边 缘 均 值 。 


【 例 4-7】 















































本 例 江 


























示 怎 样 无 交互 地 拟 合 不 同 模型 。 首 多 





合 一 个 斜率 模型 ， 然 后 进行 系数 估计 。 


[hvarcrs]l = aoctool (Weight MPG,Mode1l1_Yearr0.05，... 





E， 装 载 更 小 的 汽车 数据 集 ， 并 拟 
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77roff' separate Lines'); 


人 (大 2) 

ans 一 
" Term "了 stimate' 
"Interzcept 45.97983716833132 
了 -8.58050531454973 
6 -3.89017396094922 
2 12.47067927549897 
"S1Lope' -0.00780212907455 
7 01 0.00195840368824 
65 0.00113831038418 
1 2825 -0.00309671407243 

















概略 地 讲 ，MPG 与 Weight 之 间 相 关 曲 线 的 截 距 接近 于 45.98， 和 斜率 接近 -0.0078。 每 个 组 
的 系数 都 有 一 定 程 度 的 偏离 ， 如 1970 年 生产 的 汽车 数据 的 截 距 为 45.98-8.58 = 37.40。 
然后 ， 我 们 用 平行 线 进行 拟 合 。 
hvarcrs]l = aoctool (Weight,， MPG, Model1_Year0.05，... 
也 




























































































总 全 人 二 芝 29 

ans 一 
"Tetzmy "了 stimate' 
"Intercept [43.38984085130596] 
0 [-3.279481929837611] 
TS [-1.35036234809006] 
3 [ 4.62984427792768] 
"S1Lope' [-0.00664751826198] 








这 里 ， 对 于 每 个 组 都 赋予 了 单独 的 交互 项 ， 但 斜率 必须 是 相同 的 。 

(2) 用 Dummyvar 函数 生成 二 项 变量 (0-1) 和 抢 阵 。 该 函数 的 调用 格式 为 : 

e@ D = dummyvar(group) 生成 0-1 列 和 矩阵 D。group 的 每 一 列 包 含 一 些 正 整数 ， 指 示 单 行 
的 分 组 关系 。 

【 例 4-8】 假设 我 们 正在 研究 某 个 生产 过 程 中 两 台 机 器 与 3 个 操作 工人 的 生产 效果 。group 
的 第 1 列 将 根据 使 用 的 机 器 来 决定 赋值 1 或 2。group 的 第 2 列 根据 操作 人 员 的 不 同 赋值 1，2 
或 3。 





















































geup [本 于 722272 3]2 
D = qummyvar (groupP) 
人 


口 口 口上 六 
FFPFPeDeoeo 
口 口 上 口 口 必 
口上 六 口 口 睫 吕 
PoO 口 上 口 口 


4.2 线性 回归 




















在 实际 生活 中 ， 某 个 现象 的 发 生 或 某 种 结果 的 得 出 往往 与 其 他 某 个 或 某 些 因素 有 关 ， 但 
这 种 关系 又 不 是 确定 的 ， 只 是 从 数据 上 可 以 看 出 有 “有 关 ” 的 趋势 。 回 归 分 析 就 是 用 来 研究 
。40 。 













































































只 有 这 种 特征 的 变量 之 间 的 相关 关系 的 。 

线性 回归 假设 因 变 量 与 自 变 量 之 间 为 线性 关系 ， 用 一 定 的 线性 回归 模型 来 拟 合 因 变量 和 
变量 的 数据 ， 并 通过 确定 模型 参数 来 得 到 回归 方程 。 根 据 自 变量 的 多 少 ， 线 性 回归 可 有 不 
同 的 划分 。 当 自 变 量具 有 一 个 时 ， 称 为 一 元 线性 回归 ; 当 自 变量 有 多 个 时 ， 称 为 多 元 线性 回 
归 。 另 外 ， 可 以 转化 为 一 元 线性 回归 的 非 线性 回归 问题 也 在 本 节 中 一 并 介绍 。 


4.2.1 基本 数学 原理 






































































































































1. 一 元 线性 回归 

(1) 回归 模型 与 参数 的 确定 

一 无线 性 回归 研究 因 变 量 与 一 个 自 变 量 之 间 的 线性 关系 。 其 回归 模型 为 

y=po+DIX 

式 中 ，y 为 因 变量 ，x 为 自 变 量 ， 加 0， 刀 为 待定 参数 〈po 称 为 常数 项 ， 户 称 为 回归 系数 )。 

通常 采用 最 小 二 乘法 来 确定 上 面 两 个 待定 参数 ， 即 要 求 观 测 值 与 利用 上 面 回 归 模 型 得 到 
的 拟 合 值 之 间 差 值 的 平方 和 最 小 。 差 值 平方 和 达到 最 小 时 的 模型 参数 便 作为 待定 参数 的 最 终 
取 值 ， 代 入 模型 ， 便 可 以 确定 回归 方程 。 

《2) 回归 系数 的 显著 性 检验 

给 定 以 上 模型 和 实测 数据 以 后 ， 总 可 以 得 到 待定 参数 的 拟 合 值 ， 但 由 此 确定 的 回归 方程 
式 不 一 定 有 意义 。 因 此 ， 需 要 对 得 到 的 回归 系数 做 显著 性 检验 ， 即 检验 回归 系数 是 否 为 0， 如 
果 为 0。 则 说 明 因 变量 与 自 变量 无 关 ， 回 归 方 程 无 意义 。 回 归 系 数 的 显著 性 检验 有 多 种 方法 ， 
下 面 介绍 了 检验 法 、t 检验 法 和 相关 系数 检验 法 。 

GO F 检验 法 : 为 了 对 回归 方程 做 显著 性 检验 ， 首 先 将 观测 值 和 拟 合 值 差 值 的 平方 和 (SS) 
分 解 为 回归 平方 和 (SSR) 和 残 差 平 方 和 (SSe)， 用 以 下 统计 量 进行 检验 : 














































































































































































































































































































SS， 
SS /2) 
式 中 ，7 为 数据 组 数 。 当 到 值 大 于 一 定 的 临界 值 时 ， 拒 绝 原 假设 ， 认 为 因 变 量 与 自 变 量 之 间 





























是 相关 的 。 
@ (检验 法 : 做 t 检 验 时 取 下 面 的 统计 量 


忆 
太 汪 > 一 人 7 志 
铬 人 CO 


当 该 统计 量 大 于 一 定 的 临界 值 时 ， 拒 绝 原 假设 ， 认 为 因 变量 与 自 变量 之 间 是 相关 的 。 
图 相关 系数 检验 法 ;做 相关 系数 检验 时 ， 取 下 面 的 统计 量 
站 (一刀 
尺 = i=1 
人 2c-a2a -7 
式 中 ，R 称 为 相关 系数 。 当 相关 系数 的 绝对 值 大 于 一 定 的 临界 值 时 ， 拒 绝 原 假设 。 
(3) 回归 系数 的 区 间 估计 
最 小 二 乘法 得 到 的 是 回归 系数 的 点 估计 《〈 称 为 最 小 二 乘 估计 )， 实 际 问题 中 常 要 求 给 出 
归 系 数 的 置信 区 间 。 和 常数 项 和 回归 系数 的 置信 水 平 为 1- w 的 置信 区 间 可 由 下 面 两 式 给 出 
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(po -Lee-2 .ca 加 + La-2).cm) 
二 开 

四- uaO-2.om 旋 +-2 .ca) 
五 五 


(4) 预测 

经 检验 回归 系数 为 显著 的 以 后 ， 便 可 利用 回归 方程 式 做 预测 。 只 要 输入 自 变 量 的 一 
个 取 值 ， 便 可 获得 一 个 因 变 量 的 估计 值 。 当 给 定 预测 精度 时 ， 就 可 获得 回归 系数 的 预测 
区 间 。 

《5) 假设 的 检验 

进行 线性 回归 时 ， 有 4 个 基本 假定 ， 即 因 变 量 与 自 变 量 之 间 线 性 关系 的 假定 、 残 差 的 独 
立 性 假定 、 残 差 的 方差 齐 性 假定 和 残 差 正 态 分 布 的 假定 。 在 实际 工作 中 应 对 这 些 假 定 逐 一 进 
行 检验 ， 对 于 不 符合 假定 的 ， 应 采取 相应 的 措施 进行 处 理 。 

G@ 线性 诊断 :对 于 一 元 线性 回归 问题 ， 直 接 做 自 变 量 与 因 变 量 的 散 点 图 便 可 大 致 地 
看 出 它们 之 间 是 否 具有 线性 关系 。 另 外 ， 利 用 残 差 图 也 可 以 进行 判断 。 在 标准 残 差 -标准 
预测 值 散 点 图 中 的 各 点 应 在 纵 坐 标 零 点 对 应 的 直线 上 下 比较 均匀 地 分 布 ， 而 不 呈现 一 定 的 
规律 。 

@ 残 差 的 独立 性 诊断 : 可 以 在 运行 过 程 时 保存 残 差 ， 然 后 对 保存 的 残 差 变量 用 
Durbin-Watson 检验 法 进行 诊断 。 该 检验 法 采用 的 统计 量 为 


2 (e 去 ep) 
























































































































































































































































式 中 ，ei 为 当前 点 的 残 差 ，eri 为 前 一 点 的 残 差 ,为 数据 组 数 。 

当 IDPW-? 过 大 时 拒绝 原 假设 ， 认 为 相 邻 两 点 的 残 差 之 间 是 相关 的 。 当 DW<2 时 ， 认 为 相 
邻 两 点 的 残 差 为 正 相 关 ， 当 DW>2 时 ， 认 为 相 邻 两 点 的 残 差 为 负 相 关 ， 只 有 当 DW 盖 2 时 ， 
认为 相 邻 两 点 的 残 差 之 间 是 相互 独立 的 。 

多 残 差 的 方差 齐 性 诊断 : 这 可 以 通过 生成 和 分 析 标 准 化 预测 值 -学 生化 残 差 散 点 图 来 实 
现 。 当 图 中 各 点 分 布 没有 明显 的 规律 性 ， 即 残 差 的 分 布 不 随 预测 值 的 变化 而 增 大 或 减 小 时 ， 
认为 残 差 是 方差 齐 性 的 。 当 然 ， 也 可 以 通过 保存 残 差 对 保存 变量 做 方差 齐 性 诊断 。 

昌 残 差 的 正 态 性 诊断 : 这 可 以 通过 直方 网 和 了 P-P 正 态 概率 图 来 实现 。 


2. 多 元 线性 回归 
多 元 线性 回归 的 回归 模型 为 
y=D0+DIXiI+D2Xi2 二 Di， 1 2， ,用 

模型 中 各 系数 与 常数 项 通常 还 是 利用 最 小 二 乘法 来 求 得 。 与 一 元 线性 回归 一 样 ， 进 行 多 
元 线性 回归 还 是 需要 进行 回归 系数 的 检验 ， 估 计 回 归 系 数 的 置信 区 间 ， 进 行 预测 与 假设 检验 
等 方面 的 讨论 。 研 究 的 方法 和 思路 与 前 面 大 同 小 异 ， 可 以 参见 一 元 回归 的 内 容 。 根 据 多 元 回 
归 时 自 变 量 选 择 的 不 同 ， 多 元 回归 可 以 有 多 种 不 同 的 计算 方法 ， 下 面 分 别 予 以 叙述 。 

《1) 全 回归 法 

进行 全 回归 时 ， 所 有 的 自 变量 进入 回归 方程 。 使 用 这 种 方法 ， 一 般 具 有 较 高 的 回归 系数 ， 
些 对 因 变 量 没 有 显著 影响 的 自 变量 也 可 能 进入 回归 方程 。 
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(2) 癌 前 法 


该 方法 比较 所 有 自 变 量 与 因 变 量 的 侦 相 关系 数 ， 然 后 选择 最 大 的 一 个 做 蔬 
决定 其 是 否 进入 回归 方程 。 这 种 方法 的 缺点 是 某 目 变量 选 入 方程 以 后 ， 就 一 直 留 在 方 
不 再 剔除 〈 因 


程 中 ， 









































As 


可 系 数 显 昔 
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此 该 法 又 称 为 “上 只 进 不 出 法 ”7。 然 而 在 较 早 阶段 进入 回归 方程 的 ， 当 



































认为 最 好 的 变量 在 较 晚 阶段 可 能 因为 它 与 方程 中 其 他 变量 之 间 的 相互 关系 而 显得 不 再 重要 











因而 有 剔除 的 必要 。 


《3) 向 后 法 


与 向 前 法 相反 ， 向 后 法 又 称 为 “只 出 不 进 法 ”。 该 法 首先 计算 包含 所 有 变量 的 回归 方程 ， 


然后 用 偏 F 检验 逐个 剔除 对 因 变 量 无 显著 影响 的 自 变 量 ， 直 到 每 一 个 自 变 量 在 俩 了 检验 下 


























有 显著 性 结果 为 止 。 

















过 程 中 如 果 被 剔除 ， 
变量 被 剔除 以 后 又 对 医 





(4) 逐步 回归 法 
归 法 是 对 向 前 法 的 改进 。 它 首先 对 偏 相关 系数 最 大 的 变量 做 回归 系数 显著 性 检验 ， 


逐步 



































时 
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该 法 得 到 的 结果 比 全 回归 法 的 简洁 ， 但 有 一 个 缺点 ， 即 变量 在 向 后 消 元 
它 将 永远 不 会 在 方程 中 重新 出 现 。 然 而 一 个 被 别 除 的 变量 能 可 能 在 其 他 
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变量 有 显著 影响 。 















































以 决定 该 变量 是 否 进入 回归 方程 。 然 后 对 方程 中 的 每 个 变量 作为 最 后 选 入 方程 的 变量 求 出 侦 忆 
值 ， 对 偏 书 值 最 小 的 那个 变量 做 侦 下 检验， 决定 它 是 否 留 在 回归 方程 中 。 重 复 此 过 程 ， 直 
没有 变量 被 引入 ， 也 没有 变量 可 史 除 时 为 上 。 这 样 ， 应 用 逐步 回归 法 时 ， 既 有 引入 变量 也 














剔除 变量 ， 原 来 被 剔除 的 变量 在 后 面 又 可 能 被 引入 到 
的 一 种 多 元 回归 





























方法 。 
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归 方程 中 来 。 它 是 目前 应 用 较为 广 


























4.2.2 ”有 关 函 数 介 绍 


1 . 














rcoplot 函数 
j rcoplot 函数 绘 残 差 个 案 排 序 图 。 





有 





泛 

















@ Icoplot(ncrint) 在 回归 分 析 得 到 的 残 差 处 显示 一 个 置信 区 间 的 误差 条 图 。 图 中 的 残 差 


案例 号 排序 。r 和 rint 是 regress 函数 的 输出 参数 。 
4-9， 图 中 用 误差 条 图 显示 残 差 的 95% 置 信 区 间 。 所 有 的 误差 条 通过 有 夫 


【 例 4-9】 生 成 图 
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线 时 ， 表 示 数 据 中 没有 蜡 常 值 。 所 以 以 下 数据 中 没有 有 录 常 值 。 


Residuals 




















Residual Case Order Plot 





1 儿 加 4 5 6 这 8 9 10 
Case Number 


图 4-9 ” 残 差 的 误差 条 图 
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X= [ones(10,1) (1:10) 7"]， 

yY=Xr*v [10;1] + normrnada(0, 0.17， 10，1) 7 
[pv pintvzcrtzint]l = fregress (y/Xr0.05) 
xzCOP1ot (zint) 


2. regress 函数 

j regress 函数 进行 多 元 线性 回归 。 

@ b=regress(y, X) 返回 和 处 y 的 最 小 二 乘 拟 合 值 。 该 函数 求解 线性 模型 ; 
y=XAAE 
2E~ Na 




















式 中 : 

y 为 一 1XL 的 向 量 , 球 为 一 XP 的 和 矩阵， 为 一 PX1 的 参数 向 量 ，e 为 一 42X1 的 随 
机 分 布 向 量 。 
@ [b,bint, r rint, stats] = regress(y, X) 在 b 中 返回 8 的 估计 ,在 PPX2 的 向 量 b 中 返回 0 的 
95% 署 信 区 间 。r 中 为 残 差 ， 在 2X2 的 向 量 rint 中 返回 每 一 个 残 差 的 93% 置 信 区 间 。stats 向 
量 包 含 及 统计 量 、 回 归 的 瑟 值 和 P 值 。 
@ [b,bint, r rint, stats] = regress(y, X, alpha) 给 出 bint 和 rint 的 100(1-alpha)% 置信 区 间 。 
例如 ， 当 alpha = 0.2 时 ， 给 出 80% 置 信 区 间 。 

【 例 4-10】 假设 真实 模型 为 































































































陋 | 




































































y=10+X+E 
E~N(0,0.017) 
式 中 7 为 等 价 窃 阵 。 
X= [ones(10,1) (1:10) "] 
X = 





\D 0o~QOODm 忆 wmWDP 哺 


FRR HR FF 
卢 
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x [107;1] + normrnad(0，0.1，10，1) 


卢 : 
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沁 上 65 
.0627 
.0075 
.0352 
.9303 
.696 
.0059 
"十 了 号 了 
.0264 
.0872 


NF 上 上 上 
Do waw 必 必 wN 
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[bpint] = zegress (yyrXr0.05) 
Db = 

10.0456 

1.0030 
pint = 三 

9.9165 10.1747 

0.9822 1.0238 


3. leverage 函数 

该 函数 生成 回归 的 中 心 化 杠杆 值 。 

@ h=leverage(DATA) 找到 DATA 和 下 阵 中 每 一 行 的 中 心 化 杠杆 值 , DATA 为 线性 回归 模型 。 

e@ h = leverage(DATA, model) 找到 回归 的 中 心 化 杠杆 值 , 并 使 用 指定 的 模型 类 型 。'model 
可 以 是 下 面 字符 串 中 的 一 个 ; 







































































'interaction' 一 一 包含 常数 项 、 线 性 项 和 交互 项 。 
quadratic 一 一 交互 项 加 上 平方 项 。 
purequadratic' 含 常数 项 、 线 性 项 和 平方 项 。 












































中 心 化 杠杆 值 用 于 衡量 由 于 给 定 观测 值 在 输入 空间 中 的 位 置 而 引起 的 对 回归 的 影响 。 
【 例 4-11】 一 条 较 好 的 规则 是 将 中 心 化 杠杆 值 与 2pm 进行 比较 ， 其 中 , 为 观测 量 的 个 
数 ，P 为 模型 中 的 参数 个 数 。 对 于 Hald 数据 集 ， 该 值 为 0.7692。 
























































oadq hald 
hn = max(LIeverade (ingredqients "Linear ') ) 
Ph = 

0.7004 














也 





为 0.7004 < 0.7692， 所 以 根据 本 规则 ， 没 有 高 的 中 心 化 杠杆 值 点 《〈 即 强 影 响 点 )。 




















4. regstats 函数 
j regstats 函数 回归 诊断 图 形 用 户 界面 。 
@ regstats(responses，DAIA) 为 带 党 数 项 的 线性 模型 进行 回归 诊断 。 因 变量 为 IeSponses 
向 量 。 自 变量 的 值 在 DATA 矩阵 中 。 该 函数 创建 一 个 图 形 窗口 ， 其 中 提供 了 一 组 用 指定 变量 
名 将 诊断 统计 量 保存 到 基本 工作 空间 的 核 选 框 。 
@ iegstats(responses, data, model) 控制 回归 模型 的 级 别 。'model 可 以 是 下 面 字符 串 中 的 

















































































































册 




















二 
三 : 
"interaction ' 含 常 数 项 、 线 性 项 核 交 互 项 。 
'quadratic 一 一 交互 项 加 上 平方 项 。 
'purequadratic' 含 常 数 项 、 线 性 项 和 平方 项 。 


regstats 函数 提供 了 下 面 这 些 诊 断 统 计量 ; 
来 自 QR 分 解 的 Q@ 和 珑 阵 《〈 丁 托 阵 ); 

来 自 QR 分 解 的 尺 矩 阵 〈 三 角 阵 ); 

诸 系数 ; 

诸 系数 的 协 方差 ; 

诸 拟 合 值 ; 
诸 残 差 ; 
均 方 误差 ; 
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中 心 化 杠杆 值 ; 

Hat 和 矩阵; 

剔除 第 ;个 变量 以 后 得 到 的 协 方差 ; 
剔除 第 字 个 变量 以 后 得 到 的 相关 系数 ; 
标准 化 残 差 ; 

学 生化 残 差 ; 

回归 系数 08 ) 的 变化 ; 

拟 合 值 的 变化 ; 

拟 合 数据 的 比例 变化 ; 

协 方差 的 变化 ; 

Cook 距离 。 

算法 : 

一 般 的 线性 回归 模型 为 





= 有 ]+E 

式 中 : 为 一 zX1 的 响应 向 量 ， 丰 为 一 2XP 的 预测 矩阵 ，B 为 一 PX1 的 参数 向 量 ，2 为 一 
?2XP 的 随机 干扰 向 量 。 

令 和 = Ox*R， 其 中 QQ 和民 源 于 束 的 QR 分 解 。 这 两 个 矩阵 对 于 计算 许多 回归 统计 量 都 是 
很 有 用 的 。 

进行 8 的 最 小 二 乘 估计 的 标准 文本 公式 为 

启 =0=(X'X)-X'y 

但 该 定义 的 数值 属性 比较 差 ， 特 别 是 计算 (X'X)- 时 ， 既 费时 又 不 精确 。 

对 于 而 言 ， 数 值 上 稳定 的 MATLAB 代码 为 : b = RN\QY*y); 

回归 诊断 图 形 用 户 界面 如 图 4-10 所 示 ， 用 户 可 在 图 中 进行 参数 选择 。 























已 
Eile Edit Tools Yindow Help 


Hat Matrix 








4-10 回归 诊断 图 形 用 户 界 画 

















es。 40。 


5. stepwise 函数 











@ Stepwise(X， 














月 stepwise 函数 进行 逐步 回归 ， 其 调用 格式 为 : 




















窗口 来 交互 地 控制 模 





y) 拟 合 y 与 X 的 列 之 间 的 回归 模型 。 它 显示 3 个 图 





未 











型 中 项 目的 逐步 引入 和 剔除 。 














@ Stepwise(X， 





y inmodeD 允许 控制 初始 回归 模型 的 项 目 。 值 向 量 inmodel 是 矩阵 X 的 列 











的 待定 系数 ， 包 含 在 初始 模型 中 。 


@ Stepwise(X， 
一 项 的 显著 性 水 平 
数 生成 95% 置 信 区 




















y inmodel, alpha) 允许 控制 拟 合 系数 的 置信 区 间 宽 度 。alpha 检验 模型 中 每 
。 默 认 时 ，alpha =1-(1-0.025)(l/p) ， 其 中 p 为 X 中 的 列 数 ， 它 将 为 所 有 系 
间 。 


























最 小 二 乘 系 数 在 图 中 用 绿色 充填 的 圆 来 表示 。 若 某 系 数 的 置信 区 间 穿 过 白色 零 线 ， 则 说 










































































明 该 系数 与 0 没有 显著 差异 。 显 著 的 模型 项 用 实 线 表 示 ， 不 显著 的 项 用 点 线 表示 。 























单 击 置信 区 间 











若 为 红色 ， 则 说 明 该 项 不 在 模型 中 。 

















用 弹出 式 沫 单 
































线 来 微调 模型 系数 的 状态 。 若 置信 区 间 线 为 绿色 ， 则 说 明 该 项 在 模型 中 。 
































Export 将 变量 剔除 到 基本 工作 空间 。 











4.2.3 ”应 用 实例 
【 例 4-12】〗】 。 茶 种 水 泥 在 凝固 时 放出 的 热量 (单位 : 卡 /页 )Y 与 水 泥 中 下 列 4 种 化 学 成 分 所 


占 的 百分比 有 关 : 


XL1L: 3CaO 


X2: 3Ca0。 


X3: 4Cao 


x4: 2Ca0。 
现 测 得 到 13 组 数据 ， 见 表 4.6。 要 求 建立 热量 与 水 泥 化 学 成 分 之 间 的 经 验 回 归 关 系 式 。 
表 4-6 热量 -水 泥 化 学 成 分 数据 





























"和 AL1203 
SiO> 
。A1203。EFe203 
SiO> 






























































。 47。 


% 输 入 自 变 量 和 因 变 


中 








X=[ 7 26 6 60 
于 29 15 52 
1 56 8 20 
1 医 沿 8 47 
7 52 6 SS 
于 计 5 9 22 
3 7 工 了 6 
于 3 22 44 
2 54 18 22 
2 47 4 26 
和 40 23 34 
] 污 66 9 12 
10 68 8 12]， 


Yy=178.5 14-3104.3287.。6 95.9:109.210257 72.5 93.1L 11952983。8.113。3.109.4] 27 


% 进 行 一 般 多 元 回归 分 析 。 


[bpintvzcrzcintrstats] = zegress (yyX) 





2.1930 
1.1533 
0.7585 
0.4863 


1.7739 
1.0449 
0.3977 
0.3926 


.6122 
.2618 
. 工 94 
.5800 


2 


-0.5680 
1.9943 
-0.2042 
= 204 
-0.0239 
4.1180 
3 
-3.5314 
2.0821 
-0.0386 
1.4933 
0.3946 
-2.8605 
int = 三 
二 4 了 248 3.5858 
-2.6478 6.6363 
=5.6325 552240 
-6.1767 3. YX373 


。 48。 


上 s 
0 . 





.7305 4.6828 
.2283 8.4642 
.0304 2558347 
. 工 30 0.0502 
.8664 7.0306 
.3262 3.2490 
.9409 5.9276 
.8088 5.5980 
.3850 6639 


9860 152.6920 














上 面 的 结果 中 ，b 为 





Y=2 . 工 


bint 为 各 系数 的 置信 


值 均 较 小 。stats 向 量 的 值 分 别 为 相关 系数 的 平方 、 已 值 和 显著 性 概率 P。 相 关系 数 平方 值 
有 RR=0.9860， 说 明 模 型 拟 合 程度 相当 高 。 显 著 性 概率 p=0.0000， 小 于 0.05， 故 拒绝 












































0.0000 




















变量 的 系数 向 量 ， 故 全 回归 的 回归 结果 为 


930X1+1.1533X2+0.7585X3+0.4863X4 
































区 间 。r 和 rint 为 对 应 个 案 系 数 的 残 差 和 残 差 置信 区 间 ， 可 见 各 残 差 











为 回归 方程 中 至 少 有 一 个 自 变 量 的 系数 不 为 零 ， 回 归 方程 有 意义 。 


计算 中 心 化 杠杆 值 




















hn = Leverage (X) 


一 





人 


驳回 归 诊 断 


regstats (yrX) 




















>>Q 


.5503 
:23332 
.5769 
.2952 
56 
5 二 23 
六 6 上 
.4085 
.2943 
.7004 
.4255 
.2630 
.3037 








输入 上 面 的 命令 以 后 ， 打 开 如 
量 名 确定 生成 的 统计 量 名称 。 本 例 的 回归 诊断 结果 如 下 ; 











图 12-14 所 示 的 GUI 界面 ， 























% Q 是 源 于 QR 分 解 的 酉 矩阵 
.2774 -0.0226 0.4168 0.4567 
.2774 -0.3171 0.2905 0.1791 
.2774 0.1736 -0.1087 0.0572 
.2774 0.1736 0.3677 ”0.0146 
.2774 ， -0.0226 -0.0786 0.5010 


选择 所 有 的 选项 ， 








.3009 
.1982 
.6744 
2297 
:二 5 了 加 














零 假设 ， 认 


并 用 默认 变 








。 49。 





-3.6056 


>> beta 


beta 
62 

工 

0 


0 
-0 


>> covb 


es。 S0。 


CovVp 
1.0 
4 


0 
0 
0 
0 


.4054 


5554 工 
.5102 
. 工 019 


.441 


e+003 


.9099 


.0505 
.0506 
.0517 
.0496 




















0.1736 -0.0897 -0.0244 0.0919 
-0.2189 -0.4868 -0.0545 -0.0481 
一 3 0.2524 -052376/ ”=0.51595 
-0.2680 -0.1743 -0.0906 0.3270 

0.6644 0.1780 -0523658 =0.1287 
-0.3171 0.0809 -0.4412 -0.2163 

0.1736 -0.2993 =0.0057 “=052575 

0.1246 -0.3489 0.1504 -0.2587 

%R 为 源 于 QR 分 解 的 上 三 角 阵 
一 26.9030， =173.262 二 2 -42.4346 -108 . 
用 0 2 12.3215 =18.2859 -14 
0 -52.4774 二 王 99 54 
0 0 三 十 235 光 汪 了 2 12 
0 0 0 二 忆 
儿 各 自 变 量 对 应 的 回归 系数 
% 回归 系数 的 协 方差 
=050505 =0..0506 0.0517 -0.0496 
0.0006 0.0005 0.0006 0.0005 
0.0005 0.0005 0.0005 0.0005 
0.0006 0.0005 0.0006 0.0005 
0.0005 0.0005 0.0005 0.0005 


% 咯 应 数据 的 拟 合 值 





1665 


.2316 
.6073 
.8688 
.4497 


>> ImSe 


mSe 三 


5 


.9830 


>> leverage 


evVerage = 


敬一 人 全 


>> hatmat 


.5503 
3332 
.5769 
.2952 
.3576 
.1242 
3657 
.4085 
.2943 
.7004 
.4255 
:2630 
.3037 


hatmat = 三 
Columns 1 thzougn 7 


0 . 
0 . 
0 表 


5503 
2274 
1491 


0.1638 
053 汪 9 


.0032 
.1314 
.0653 
二 2.95 


% 残 差 


ETTT DT 全 人 


% 均 方 误 关 


2 


加 





P 心 化 杠杆 值 





% "Hat" 矩 阵 


.2274 
.3332 
.341 
. 工 168 
.1210 
.0096 
.0144 
17 
.1598 


-0.1491 
.341 
.5769 
.2229 
.0080 
.1774 
.0563 
-0.1347 

0.2647 


ap 汪 权 和 省 区 和 


.1638 
. 工 7168 
2229 
2.952 
.0166 
.0949 
.51 9 
.0725 


0.0401 


人 TO SO 


3 
.1210 
.0080 
.0166 
.3576 
.0539 
.001 
.1003 
.0017 


.0032 
.0096 
.1774 
.0949 
.0539 
.1242 
.0795 
.0062 
.0783 


.1314 
.0144 
.0563 
2 上 59 
.1001 
520795 
867 芋 
0 习 开演 
52.0927 


。S]。 


0.0077 
-0.0186 
0.0231 
0.0751 
Columns 
0.0653 
0.1517 
=-021347 
92590725 
-0.1003 
-0.0062 
0xz0513 
0.4085 
0.0999 
0.0695 
0.3986 
-0.0105 
-0.0660 


momowmamn ac 上 
CD 
OY 
心 
口 


>> beta_1 


e。 S2。 


beta_i = 
Columns 
62.4851 
王 < 泡 505 
0.5093 
0.1013 
-0.1450 


Columns 
37.2454 
工 .8797 
0.7338 


二 人 对 31 0.0652 0.2228 -0.1159 
0.0791 -0.1581 -0.0045 -0.1105 
二 0 于 -0.0343 -0.0622 1327 
-0.0883 -0.0293 -0.0870 0.2161 
8 through 13 
二 WU 二 295 0.0077 -0.0186 0.0231 
0.1598 二 03 0.0791 -0.1171 
0.2647 0.0652 -0.1581 -0.0343 
0.0401 0.2228 -0.0045 -0.0622 
0.0017 =0zIL159 -0.1105 0.1327 
0.0783 0.1734 0.0055 0.1104 
0.2097 二 08 汪 23 出 0.1414 0.1973 
0.0999 0.0695 0.3986 -0.0105 
0.2943 二 5 十 厅 1 出 0.1171 -0.0011 
-0.1411 0.7004 0.0699 0.1742 
0.1171 0.0699 0.4255 0.0558 
-0.0011 0.1742 0.0558 0.2630 
0.0061 0.0759 =0520012 0.2687 
% 剔除 第 i 个 值 以 后 得 到 的 方差 
% 剔除 第 i 个 值 以 后 得 到 的 相关 系数 
1 工 七 hnzough 7 
48.0077 138.5862 7953374 63.8150 
二 > 了 7392 0.7874 1.4157 1.5489 
0.6546 -0.2678 0.3268 0.4918 
0.2682 一 07099 -0.0687 0.0999 
-0.0139 一 059162 Us3073 0516 二 2 
8 through 13 
44.3291 66.3621 85.0849 72.4472 
开 双 5S39 1.4583 业 5 了 722 1.4448 
0.6926 0.4782 0.2967 0.4023 


0.0751 
-0.0883 
-0.0293 
-0.0870 

0.2161 

0.1024 

0.2237 
-0.0660 

0.0061 

0.0759 
-0.0012 

0.2687 

0.3037 


51.0588 
工 .6295 
0.6243 
0.2159 

-0.0247 


37.8708 
1.7703 
0.7846 


.1734 -0.1291 
.0055 0.1414 
.1104 0.1973 
.1024 0.2237 


.5170 


1.5548 
0.5637 
0.1447 


. 工 22 


0.5187 0.2781 0.0384 -0.2437 0.0000 0.3164 
0.1042 0.0411 三 Us 二 73 半 -0.3614 -0.2426 0.1030 


>> standres % 标准 化 残 差 
Standqres = 
0.0029 
0.7566 
= 一 0503 
-0.8411 
0.1279 
1.7148 
-0.7445 
888 
0.6708 
0.2103 
1.0739 


0.4634 
-1 工 .1241 


>> Studres % 学 生化 残 差 


Stuqres = 
0.0027 
0.7345 

三 0058 
-0.8240 
0.1198 
2.0170 
-0.7218 
一 2965 
0.6459 
0.1973 
1.0859 
0.4394 
去 业 5 寺 年 59 


>> dfbeta % 回归 系数 的 变化 
Qfbeta = 

Columns 1 thzougn 7 

-0.0011 0.1995 = 一 110.953 -0.2367 二 
0.0008 三 02552451 :033 工 
0.0011 -0.1938 .0828 
0.0007 三 0252139 :08337 
0.0012 -0.1783 .0970 
Columns 8 throughnh 13 
0.4186 0.2484 -0.0530 三 0553273 -0.1359 0.3569 
-0.5144 三 0 2622 0.1169 0.3787 0.1353 -0.3000 
-0.3601 -0.2427 0.0414 0.2982 0.1413 -0.3865 
-0.6437 -0.2248 0.0789 0.4630 0.1280 -0.2897 





妃 





0.0188 0.1905 0.0538 
0.0028 -0.1239 -0.0048 
.2482 0.0238 -0.1854 -0.0717 
0.0025 -0.1776 -0.0549 
0.0226 -0.1980 -0.0436 


上 上 忆 


。S3。 


-0.4081 


>> dffit 


QQ 三 E 二 


-1 .0008 


>> dffits 


Qffits = 
0.0030 
0.5193 

一 52356 
二 Do 二 3 
0.0894 
0.7594 
-0.5497 
二 635 汉 
0.4171 
0.3016 
0.9345 
0.2625 
-0.7568 


>> COvratio 


e。 S4。 


COVLatio = 

1.1405 
和 5 本 汪 5 亚 
2.5457 
1.1562 
0.8066 
5.7885 
1.1603 
78338 
0.9708 
1.7601 
1.9444 
0.7973 


-0.2514 0.0464 0.3099 


% 拟 合 值 的 变化 


% 拟 合 数据 的 比例 变化 


% 方差 的 变化 


051318 


053552 


二 全 04 

>> cookd 9% Cook 距 访 
Cookd = 

0.0000 
.0572 
.3009 
oa05393 
.0018 
.0834 
.0643 
52393S 
:0375 
.0207 
.1708 
0153 
.1 工 02 


% 逐 步 回 归 
stepwise (Xyy) 
运行 该 命令 ， 将 打开 3 个 图 形 窒 口 ， 如 图 4-11 所 示 。 
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峙 
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〇 
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Figure No。1: Stepwise . - 。 男 男 瑰 
Eile Edit Yiew Insert Iools Vindow 
了 E1DP 


Colutmn 共 了 aratmnetet 


Figure No。2: Stepw. . 。 男 回 四 Figure No。3: Stepw. . 。 男 加 因 
Eile Edit Yew Insert ITools Eile Eqit Yew Insert Iools 
Yindow Help Yindqow HE1LDP 





上 口 区 贺信 | AD | 几 吕 半 


2 
ficlents wzltb Error 也 ars 


归 分 析 图 








荆 








图 4-11 逐步 





。 SS。 











图 4-11(a) 所 示 窗 口中 包含 各 变量 的 回归 系数 及 其 95% 置信 区 间 。 另 外 还 有 均 方 差 
CRMSE)、 回 归 系 数 的 平方 (R-square)、F 值 (D) 和 显著 性 概率 值 (P)。 
图 4-11(b) 中 为 回归 模型 的 均 方差 示意 图 。 它 用 一 个 黄色 填充 的 小 圆圈 表示 对 应 模型 的 均 
方差 。 通 过 比较 均 方 差 ， 可 以 评价 回归 模型 的 优 劣 。 
图 4-11(c) 中 用 误差 条 图 表示 各 变量 的 系数 值 。 图 中 的 填充 圆圈 表示 对 应 变量 的 系数 值 ， 
用 两 侧 延 伸 的 虚线 表示 对 应 系数 值 的 置信 区 间 。 通 过 单 击 岁 中 的 圆圈 或 虚线 ， 可 以 转换 对 应 
变量 的 引入 或 剔除 状态 。 单 击 后 ， 如 果 它 们 变 成 红色 ， 则 表示 在 当前 模型 中 剔除 对 应 变量 ; 
如 果 它 们 变 成 绿色 ， 则 表示 在 当前 模型 中 引入 对 应 变量 。 每 次 引入 或 剔除 变量 以 后 ， 前 面 两 
个 图 中 都 会 发 生 相 应 的 变化 。 选 择 图 中 的 “Scale input” 单 选 钮 ， 将 自 变量 的 数据 进行 标准 化 
以 后 再 和 输入。 利用 “Export” 下 拉 式 列表 框 ， 可 以 确定 有 关 信 息 的 输出 ， 包 括 回 归 系 数 、 回 归 
系数 的 置信 区 间 、 引 入 变量 和 剔除 变量 等 。 
默认 时 ， 系 统 将 所 有 自 变 量 引入 到 回归 模型 中 ， 如 上 面 模型 中 所 示 。 与 前 面 的 全 回归 不 
同 的 是 ， 逐 步 回 归 的 模型 中 包含 常数 项 。 一 般 用 下 式 计算 常数 项 ; 
mean(y)-mean(X(:,in))*beta(in) 
其 中 ，i 为 引入 变量 向 量 名 ，beta 为 回归 系数 向 量 名 ，mean 表示 求 均 值 。 
对 于 本 例 : 
@ 当 不 剔除 变量 时 ， 回 归 模 型 为 
y=1.331X1+0.3102X2+0.1019X3-0.1441X4+062.4054 
回归 系数 平方 值 为 0.9824， 艾 方差 为 2.446。 
@ 当 别 除 变量 4 时 ， 回 归 模 型 为 
y=1.096X1+0.0309X2+0.23X3+48.1930 
回归 系数 平方 值 为 0.9823， 均 方差 为 2.312。 
@ 当 吻 除 变量 3 和 变量 4 时 ， 回 归 模 型 为 
y=1.408X1+0.0023X2+352.3773 
回归 系数 平方 值 为 0.9787， 均 方差 为 2.406。 
进一步 比较 以 后 ， 可 以 发 现 ， 第 3 个 模型 具有 较 高 的 回归 系数 和 较 小 的 均 方 差 ， 并 且 变 
量 个 数 较 少 ， 所 以 是 最 合适 的 模型。 


4.2.4 上 岭 回 归 


1. 基本 数学 原理 
给 定 线性 模型 y?=XP+s，p 的 岭 估 计 为 
玉 =( 素 ' 系 二 1 三 'y 

























































































































































































































































































































































































































































































式 中 : 

蕊 为 X 忆 的 矩阵 ，y 为 上 X1 的 观测 量 向 量 ，K 为 一 标量 常数 〈 岭 参数 )。 

当 K 上 =0 时 ，2 为 最 小 二 乘 估计 量 。 对 于 增加 的 大 的 偏 傈 增加 ， 但 妈 的 方差 减 小 。 对 
于 条 件 较 差 的 X， 方 差 的 减 小 量 比 仿 倚 的 弥补 量 要 大 。 

岭 回 归 分 析 中 的 关键 问题 是 如 何 选择 下 值 ， 适 当选 择 上 值 可 降低 均 方 误差 。 


2.， 有关 函 数 介绍 
j ridge 函数 对 岭 回归 进行 参数 估计 。 殿 
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周 用 格式 为 : b = ridge(yX 匡 ， 它 返回 岭 回归 系 
冯 人 站 坟 


数 向 量 8。 





3， 应 用 实例 


【 例 4-13】 
oad halad'; 
bp = zeros (4,，100) 7; 
kvec = 0.01:0.01:1); 
count = 0); 
for kK = 0.01:0.01:1 
Count = Count + 1 
elbhh 呈 和 
end 


本 例 显示 当 大 值 增加 时 系数 是 如 何 变化 的 。 它 使 用 了 hald 数据 集 。 


ziadge (heaty ingredqientsrk)，; 


P1lot (kvec'yrpb')vxlabel('k')vylabel('b' FontName' "Symbol ') 





医 


生成 的 








形 如 图 





4-12 所 示 。 
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50 一 坪 一 0 0 1 
图 4-12 ” 岭 回 归 分 析 结果 图 示 


4.3 “扩展 线性 模型 























j glmtfit 函数 进行 扩展 线性 模型 拟 合 。 

@ b=8gmft(x, y distr) 月 
于 'distr 变 量 ， 可 以 选用 下 面 的 分 布 名 称 : 
mormal'〈 默 认 选 项 ) 和 'poisson'。 


月 






































三 





肯 响 应 Y。 预 测 变量 外 

















E 阵 下 和 分 布 "distr" 拟 合 广义 线性 模型 。 对 


binomial，'gamma，inverse gaussian ，]lognormal， 








在 大 部 分 情况 下 , 了 是 响应 观测 值 向 
第 2 列 为 试验 次 数 。 互 为 外 
的 值 。 输 出 妈 为 系数 估计 向 量 


上 旦 . 


里 




















吕 


@ b=glmfit(x,y distr, link','estdisp', offset pwts, const) 对 拟 合 提供 其 他 控制 。link 变 


全 





指 


分 布 参数 (4) 和 预测 变量 (xj 组 合 之 | 








的 线性 关系 。 在 大 多 数 情况 下 ，Jink 是 表 4-7 字 各 











党 


Ts 


日 对 于 二 项 分 布 ，Z 为 二 列 数组 ， 第 1 列 为 测量 





E 阵 ， 与 了 有 相同 的 行 数 ， 对 应 于 每 个 观测 值 ， 包 含 预测 变 


下 


慎 


加 | 


写 


























> 





己 的 link。 例 如 ， 假 设 希望 用 inline 函数 定义 一 











定 本 上 
串 中 的 一 个 。 也 可 以 通过 编写 函数 来 定义 
倒数 平方 根 连接 ， 可 以 编写 mylink 变量 ; 














作为 ink 变 量 的 取 值 : 


。 SS7。 


表 4-7 link 取 值 表 


默认 设置 





identity" 凡 = xb mormal' 





1og ' log(b) = xb Poisson 





logit log(h/1(L-b) = xb binomial 


Probit norminv(b) = xb 





comploglog log(-log(1-bh)) = xb 





logloglink log(-log(b) = xb 





Teciprocal 1 = xb 





gamma p (anumber) hp = xb 











"inverse gaussian (p=-2) 


FL = inline(X.^-.9) 
FED = inline(-.S*X.^-1.3) 
FI = inline(X.^-27) 
mylinks = {FLFIFD} 
另外 ， 也 可 以 在 各 自 的 M 文件 中 定义 函数 FL、FD 和 FI， 然后 指定 下 面 形式 的 mylinks: 
mylinks = {@FL @FD @FI) 
estdisp 变量 设置 为 on， 可 以 估计 二 项 分 布 和 泊 松 分 布 的 分 散 参 数 。 设 置 为 off。 则 给 分 散 
参数 赋值 1.0。glmtfit 函数 总 是 为 其 他 分 布 估计 分 散 参数 。 
offset 参数 和 pwts 参数 可 以 是 与 了 长 度 相 同 的 向 量 , 也 可 以 忽略 (或 指定 为 空 向 量 )。offset 
向量 为 一 特殊 的 预测 变量 ， 其 系数 为 1.0。 假 设 现在 建立 不 同 表 面 的 缺陷 个 数 模 型 ， 并 希望 创 
建 一 个 模型 ， 其 中 缺陷 的 个 数 期 望 与 表面 面积 成 比例 。 可 以 与 泊 松 分 布 、 对 数 连接 函数 和 作 
为 offset 的 对 数 表面 面积 一 起 ， 使 用 缺陷 个 数 作为 响应 。 
pwts 变量 为 优先 权重 向 量 。 例 如 ， 如 果 响 应 值 YD 是 jD) 观 测 值 的 平均 值 ， 则 可 以 使 用 大 
作为 优先 权重 向 量 。 
const 变量 设置 为 on( 默 认 设置 )， 可 以 估计 常数 项 ， 设 置 为 o， 则 忽略 常数 项 。 若 希望 得 
到 常数 项 ， 则 建议 使 用 本 变量 。 
@ [b, dev, stats] = glmfit(..) 返回 附加 输出 dev 和 stats。dev 为 解 问 量 上 的 离 差 。 该 离 差 为 
残 差 平方 和 的 推广 。 可 以 进行 离 差分 析 ， 比 较 多 个 模型 、 其 他 项 的 每 一 个 子 集 ， 并 检验 项 目 
较 多 的 模型 是 否 明 显 优 于 项 目 较 少 的 模型 。 
stats 为 含有 下 面 域 值 的 结构 : 
stats.dfe = 误差 的 自由 度 ; 
stats.s = 理论 或 估计 的 分 散 参数 ; 
stats.sfit = 估计 的 分 散 参 数 ; 
stats.estdisp = 1 〈 如 果 分 散 参 数 是 估计 的 ) 或 0〈 如 果 分 散 参数 是 固定 的 ); 
stats.beta = 系数 估计 向 量 〈 与 b 相同 ); 
stats.se = 系数 估计 的 标准 误差 癌 量 b; 
stats.coeffcorr =b 的 相关 窍 阵 ; 
statst=b 的 t 统 计量 ; 


























































































































































































































































































































































































































es。 S8。 





stats.p = 娓 的 六 值 ; 

statsresid = 残 差 问 量 ; 
stats.Tesidp = Pearson 残 差 向量 ; 
stats,residd = 离 差 残 差 问 量 ; 
stats.resida = Anscombe 残 差 癌 量 。 











如 果 为 二 项 分 布 或 泊 松 分 布 估计 分 散 参数 ， 则 stats.s 等 于 stats.sfit。 同 样 ，stats.se 的 元 素 


通过 因子 stats.s 与 它们 的 理论 值 相 区 别 。 


【 例 4-14】 














现 有 一 批 重 量 在 2100 磅 至 4300 傍 之 间 的 小 汽车 。 对 于 每 个 小 汽车 重量 ， 有 

















对 应 重量 的 汽车 辆 数 ， 以 及 根据 某 些 检验 得 到 的 认为 性 能 较 差 的 汽车 的 辆 数 。 例 如 ，21 辆 小 












































汽车 中 ， 

(2100:200:4300) "7 

[人 02328283 144 二 7 二 9 
[48 42 31 34 31 21 23 


W = 
Poor = 
七 otal = 

可 以 对 这 些 数 据 用 一 些 模 型 进行 比较 。 
[plv,dqlv， slL] = glmfit (w [Poor 
[bp,dqpv sp] = 9lmfit (w [Poot 
q1 
dq1 = 


qP 
qP = 
了 5.693 


有 8 辆 重量 为 3100 磅 的 汽车 性 能 较 差 。 


2 
23 汉 灿 二 6 二 了 2 和 





























首先 ， 





j logit 模型 和 probit 模型 进行 比较 : 


七 otal]，'binomial'); 
total]j， pinomial' "Probit ' ) 


logit 模型 的 偏差 小 于 probit 模型 的 ， 尽 管 该 检验 不 是 很 正规 ， 但 可 以 看 出 选用 logit 模型 




















进行 拟 合 更 合适 。 












































可 以 通过 比较 两 个 logit 模型 来 进行 正规 检验 。 我 们 已 经 用 w 作为 线性 预测 量 拟 合 了 一 个 

















模型 。 现 在 用 w 中 














的 线性 项 和 平方 项 拟 合 另 一 个 logit 模型 。 如 果 对 于 平方 项 ， 

















没有 真实 的 效 























应 ， 则 与 具有 某 个 


[b2vQq2vs2] = 
b2 = 














beta: [3xl qoupble] 
dqfe: 9 
Sfit: 0.6556 
estadisp: 0 
S: 工 
[3x1 qdqouble] 
coeffcorr: [3x3 qdqoublel] 
七 : [3x1l1 aqouble] 
PD: [3xl aouble] 
[12x1 aqouble] 


Se : 


resia: 


度 的 卡 方 分 布 相 比 ， 它 们 侦 


9lmfit([w w.^2]，[pPoor total]l binomial') 














差 的 差异 将 会 较 小 。 如 : 


。 SS9。 


residqdp: [12x1 adqoublel] 
residqdq: [12xl1 aqouble|] 
resiqa: [12x1l qouble|] 
Qq1L-Qq2 
ans 一 
0.7027 
chi2cdqf (daQ1L-dq2，1) 
ans 一 
0.5981 

















对 于 具有 某 个 自由 度 的 卡 方 分 布 而 言 ，0.7072 的 差异 不 是 偶然 的 ， 所 以 平方 模型 的 拟 合 














效果 并 不 比 线性 模型 的 好 多 少 。 











下 面 是 系数 估计 及 它们 的 标准 误差 、t 统计 量 和 线性 模型 的 忆 值 : 





























[bb sl.se slL.t sl1.P] 
ans 一 
= 下 3 380 并 1.3940 -9.5986 0.0000 
0.0042 0.0004 9.4474 0.0000 











这 表示 我 们 不 能 更 多 地 简化 模型 。 交 互 项 和 和 斜率 系数 都 与 0 有 显著 差异 。 








4.4 多 项 式 拟 合 














(1) 用 polyconf 函数 进行 多 项 式 评 价 和 置信 区 间 估 计 。 该 函数 的 调用 格式 为 : 
e@ [Y DELTA] = polyconf(p, X, S) 使 用 polyfit 函数 的 选项 输出 $ 给 出 立 的 95 允 




















Y 土 DELIA。 它 假设 polyfit 函数 数据 输入 的 误差 是 独立 正 态 的 ， 


EC 

















并 且 方 兰 为 常数 。 








置信 区 间 

















e@ [Y DELTA] = polyconf(p, X, S, alpha) 给 出 100(1-alpha)% 置 信 区 间 。 例 如 ，alpha = 0.1 
时 生成 90% 置 信 区 间 。 若 p 为 向 量 ， 它 们 的 元 素 为 寡 次 降序 的 多 项 式 系数 ， 就 象 polyfit 函数 




















的 输出 一 样 ，polyconf(p, X) 为 X 处 多 项 式 的 值 。 若 X 为 矩阵 或 向 量 ， 
项 式 的 值 。 























【 例 4-1S】 本 例 给 出 预测 值 和 90%% 置 信 区 间 ， 以 计算 平方 矩阵 第 100 列 至 200 列 LU 因 




















子 分 解 的 时 间 。 
n= [100 100:20:200]: 
for 工 = nm 
有 = randq(iv II) 
七 IC 
B= Lu(A)， 
t(ceil((i-80)/20)) = toc'; 
enda 
[PS] = Polyftit (nn(2:7) ,ty3) 7 
[imerdqelta 七 ] = Polyconf (pn(2:7)vSv0.1) 
七 Ime = 
0.0829 0.1476 0.2277 0.3375 0.4912 
qelta 七 = 
0.0064 0.0057 0s0053 0.0055 Das00537 


《2) 用 polyfit 函数 进行 多 项 式 曲线 拟 合 。 该 函数 的 调用 格式 为 : 









































则 在 每 个 元 素 


0.7032 


0. 0064 





处 计算 多 














e p = polyfit(x, y D 计算 数据 xy)m 次 多 项 式 的 最 小 二 乘 意义 上 的 系数 估计 值 ， 结 果 忆 


。 00。 




















为 一 行 向 量 ， 其 长 度 为 +1， 包 含 晨 次 降序 的 多 项 式 系数 。 








有 一 ] 





DO = Pi ++PoX ”十 :Ph 二 Pi 


@ [p,S] = polyfit(x, y nD) 返回 多 项 式 系数 向 量 p 和 外 








若 数据 》 的 误差 为 独 


















































E 阵 S。S 与 polyval 函数 一 起 用 ， 可 以 
Y 正 态 ， 且 方差 为 常数 ， 则 polyval 函数 将 生成 


误差 范围 ， 其 中 包含 至 少 S0% 的 预测 值 。 
若 不 想 用 2 函数 或 polyconf 函数 进行 误差 估计 ， 可 以 忽略 S$。 
【 例 4-16】 
[PS] = Polyftit (1:10，[1:10] + normrnada(0v 1 1 10)v1) 
pb = 
1.0300 0.4561 
每 一 
-19.6214 -2.8031 
0 -1.4639 
8.0000 0 
2.3180 0 


《3) 用 polyval 函数 进行 多 项 式 评价 ， 其 调用 格式 为 : 





@ Y=polyval(p, X) 返回 在 值 X 处 给 定 系 数 p 的 多 项 式 的 预测 值 。 





e@ [Y DELTA] = polyval(p, X, S) 使 用 选项 输 昌 











HS。S 由 polyfit 函数 生成 ， 得 到 误差 估计 


























Y+/-DELTA。 若 数据 得 入 的 误差 是 独立 正 态 的 , 方差 为 常数 , 则 Y+/-DELTA 将 至 少 包 含 50% 


的 预测 值 。 














若 p 为 一 向 量 ， 它 的 元 素 为 降序 景 次 多 项 式 的 系数 ， 则 polyval(p, X) 为 X 处 多 项 式 的 值 。 
































若 X 为 一 矩阵 或 向 量 ， 则 多 项 式 在 每 一 个 元 素 处 进行 评估 。 
【 例 4.17】 “模拟 函数 y= x 添加 标准 离 差 为 0.1 的 正 态 随机 误差 。 然 后 使 用 polyfit 来 估 








计 多 项 式 的 系数 。 





[PS] = Polyftit (1:10，(1:10) + normrna(0v，0.1v，1v 10)v1)， 


X= magic(3) ; 
[Y,D] = PolyVal (P,XvS) 


人 
8.0696 1.0486 6.0636 
3.0546 5.0606 7.0666 
4.0576 9.0726 2.0516 
村 过 
0.0889 0.0951 0.0861 
0.0889 0.0861 0.0870 


0.0870 0.0916 0.0916 


4.5 稳健 回归 














稳健 回归 ， 是 指 该 回归 方法 相对 于 其 他 回归 方法 而 言 ， 受 异常 值 的 影响 较 小 。 
MATLAB 中 用 robust 函数 进行 稳健 回归 。 























e@ b =Irobustfit(X, Y) 用 稳健 回归 来 拟 合 


,即将 Y 表 达 为 X 的 列 数据 的 函数 并 返回 系数 估 














计 向 量 b。robustfit 函数 使 用 交互 式 的 最 小 











一 次 迭代 的 残 差 一 起 进行 计算 。 本 算法 将 较 小 的 权重 赋 给 





二 乘 算法 ， 每 一 次 妈 代 的 权重 用 bisquare 函数 和 上 














谷 拟 合 较 差 的 点 。 与 一 般 的 最 小 二 乘 


。0]1。 


































































































回归 相 比 ， 本 方法 受 异 常 值 的 影响 较 小 。 
@ [b, stats] = Iobustfit(X, Y) 还 返回 一 个 stats 结构 ， 结 构 取 值 可 以 是 下 面 域 值 中 的 一 个 : 
stats.ols_S 源 于 最 小 二 乘 拟 合 的 c 估计 (rmse); 
a 的 稳健 估计; 

stats.mad _S 用 源 于 中 值 的 残 差 的 中 值 绝对 差 计 算 c 估计 ， 以 在 友 代 拟 合 的 过 程 中 
度量 残 差 ; 

Stats.S a 的 最 终 估计 ， 是 robust_s 和 加 权 ols_s 的 均值 和 robust_s 之 间 的 大 者 ; 

stats.se 一 一 系数 估计 的 标准 误差 ; 

stats.t 与 stats.se 之 间 的 比率 ; 








Stats.p 一 StatSs.t 的 疡 值 ; 
























































stats.coeffcorr 系数 估计 的 相关 性 估计 ; 
Stats.W 稳健 拟 合 的 权重 向 量 ; 

statsh 一 一 最 小 二 乘 拟 合 的 中 心 化 杠杆 值 向 量 
stats.dfe 误差 自由 度 ; 

Stats.R 站 和 矩阵 QR 分 解 中 的 尺 因 子 。 





@ Iobustfit 函数 求 系数 估计 的 方差 - 协 方差 估计 ， 即 ，YV = 








和 相关 系数 由 V 导出 。 














@ [b, stats] = Tobustfit(X, Y '"wfun', tune， ss 指定 一 个 加 权 函 数 、 
显示 和 营 数 项 。 加 权 函 数 "wfun' 可 以 是 表 4-8 中 的 一 个 。 用 户 也 可 以 编号 自己 的 加 权 函 数 。 





加 权 函 数 意 














inv(CX'*X)*stats.SA2 。 标 准 误差 


一 个 调 协 常数 和 是 否 























表 4-8 加 权 函 数 表 


义 





"andrews' 


"bisquare” 


w=(abs(D<pi) .# Sin(T) ./T 
w=(abs(D<1) .# (1 -LA2).^2 





"cauchy" 


w=1./(L+rA2) 





fair 


w=1./(1+absO)) 





huber 


w=1./max(l, abs(G)) 





logistic' 


w=tanh(D ./T 





talwar' 


w=1*#x(absCx<1l) 





"Welsch ' 











w= expC(C^2) 


加 权 函 数 中 的 的 计算 表达 式 为 

















式 ， 














，resid 为 源 于 前 一 次 迭代 的 残 差 向 量 ，tune 为 调 协 常 数 ，h 为 源 于 最 小 
化 杠杆 值 向 量 ，s 为 误差 项 的 标准 


resid/(tune*s#xsqrt(1-p)) 





二 乘 拟 合 的 中 心 


林 二 








任 离 差 估 计 ， 上 且 有 


= MAD/0.6745 


























ee 














数值 MAD 为 至 中 值 的 残 差 的 中 值 绝对 差 。 常 数 0.6745 使 得 估计 对 于 正 态 分 布 而 言 是 无 








偏 的 。 若 下 和 矩阵 中 有 疡 


列 《〈 包 含 常数 项 )， 则 计算 其 中 值 时 剔除 最 
除了 上 面 列 出 的 函数 名 以 外 ，"wfun 可 以 








小 的 1 个 绝对 差 。 
j 于 进行 不 加 权 一 般 最 小 二 乘 计算 。 




















是 'ols',， 








变量 tune 的 值 代替 表 ， 














默认 的 调 协 常数 。'const 的 (默认 选项 )， 此 时 添加 一 








。 02。 


个 常数 项 ; 也 可 以 是 o 吃 ， 忽 略 常数 项 。 如 果 和 希望 模型 ， 

















含 常数 项 ， 将 参数 'const' 设 置 为 'on' 














比 在 蕊 矩阵 中 添加 一 个 单位 列 《〈“ 列 中 的 值 均 为 1) 好。 

















【 例 4-18】 本 例 演示 一 个 错误 的 点 数据 如 何 影响 最 小 二 乘 拟 合 和 稳健 拟 合 。 首 先 利用 函 


个 异常 值 〈 它 可 















































数 y = 10-2#x 加 上 一 些 随 机 项 生成 简单 数据 集 。 然 后 改变 一 个 y 值 来 模拟 


能 是 一 次 错误 的 测量 ): 
和 = (1:10) 7 
y= 10- 2xx + zandqn(10， 1)， 

Y(10) = 0 

我 们 使 用 一 般 最 小 二 乘法 和 稳健 拟 合 来 估计 直线 拟 合 方程 。 

pls = fedgtress (y， [ones (10,1) X]) 

Ps = 
8.6305 
-1 工 .4721 

prob = fobustfit (xy) 

Przob = 
09089 
-1 .9844 


带 拟 合 线 的 散 点 多 
小 二 乘 拟 合 〈 虚 线 ) 则 受到 异 第 值 的 影响 ， 癌 异常 值 侦 过 去 。 






























































Scatter (xyryY) 

hold on 

plot (xybls(1)+bls(2) xxr 1'g:7) 
闪 荆 七 (二 DOEGBL) be (2 二 区 =) 





-10 
3 4 5 6 了 8 9 10 











图 4-13 ”最 小 二 乘 拟 合 与 稳健 回归 拟 合 的 比较 


4.6 ”二 次 响应 面 模 型 
rstool 函数 进行 交互 式 拟 合 及 响应 面 可 视 化 ， 其 调用 格式 为 : 
























































回归 结果 。 


谋 











显示 稳健 拟 合 〈“ 实 线 ) 对 数据 的 拟 合 程 度 最 好 ， 但 忽略 了 蜡 常 值 。 最 


@ Istool(x, y) 显示 95 多 置信 区 间 的 交互 预测 网 。 该 图 的 数据 源 于 〈x，y) 数据 的 多 元 线 


。03。 


@ rstool(x, y Imodel) 允许 控制 初始 回归 模型 。“model” 可 以 是 下 面 字 符 串 中 的 一 个 : 








'interaction 包含 常数 项 、 线 性 项 和 交互 项 ; 
'quadratic' 交互 项 加 上 平方 项 ; 
'purequadratic 一 一 包含 常数 项 、 线 性 项 和 平方 项 。 





























@ istool(x,，y "imodel，alpha) 用 两 条 红色 曲线 来 表示 100(1-alpha)% 置 信 区 间 。 例 如 ， 当 
alpha = 0.01 时 ， 给 出 99% 置 信 区 间 。 
rstool 显示 一 个 图 形 " 向 量 "， 其 中 的 每 一 个 图 形 对 应 于 输入 和 矩 阵 x 的 每 一 列 。 响 应 变量 y 
为 一 列 向 量 ， 与 x 的 行 数 相 匹配 。 
@ rstool(x, y "model, alpha, xname', 'yname") 在 图 中 用 字符 串 和 矩阵 xname' 来 标注 x 轴 ， 用 
“yname” 来 标注 y 轴 。 它 适用 于 所 有 的 图 形 。 
在 图 中 拖拉 白色 带 点 参考 线 ， 同 时 观察 预测 值 的 更 新 情况 。 可 以 通过 在 编辑 文本 域 中 输 
入 x 值 来 获得 指定 的 预测 值 。 使 用 标签 为 "Model” 的 弹出 式 菜单 可 以 交互 地 改变 模型 。 使 用 标 
签 为 “Export” 的 弹出 式 荣 单 可 以 将 指定 变量 移 到 基本 工作 空间 。 
【 例 4-19】 ”一 只 红 铃 虫 的 产 卵 数 与 温度 有 关 ， 下 面 是 有 关 的 数据 ; 
温度 21 23 25 27 29 32 35 
产 卵 数 7 11 21 24 66 115 325 


试 找 出 一 种 较 佳 的 经 验 回 归 函 数 。 
x=[21 23 25 27 29 32 35]"; 
y=[7 11 21 24 66 115 325]"; 
xzStool (Xry) 
生成 如 图 4-14 所 示 的 拟 合 图 〈 默 认 显 示 线 性 拟 合 图 )。 在 resports 下 拉 式 列表 框 中 选择 
All 选项 ， 在 命令 窗口 输入 下 面 的 命令 ， 得 到 拟 合 函数 的 系数 值 、 均 方差 和 残 差 。 





























































































































































































Figure No- 1: Prediction Plot of Linear Model [L_ 口 [xj 
Eile Eqdit ITools Vindow Help 





Predicted 站 
81.2857 
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80.9498 














- 24 26 28 30 32 
Residuals 了 | 
| 27.4286 
Linear 学 | 


Close | 





图 4-14 ”线性 拟 合 网 








>>beta 

peta = 

三 4463 731 诗 
19.8704 


>>LImSe 


s。 04。 


Fmse = 
62.9586 
>>Lresiduals 
residquals = 
53.4526 
业 了 二 二 8 
-12.0290 
-48.7698 
-46.5106 
三 号 /5 工 2419 
93.2669 


故 ， 线 性 函数 为 
产 卵 数 =-463.7311+19.8704* 温 度 
该 函数 进行 拟 合 的 均 方 差 为 62.9586。residuals 中 列 出 了 各 测量 值 的 残 差 。 
在 linear 下 拉 式 列表 框 中 选择 Quadratic 选项 ， 生 成 如 图 4-15 所 示 的 拟 合 图 。 在 Reports 


下 拉 式 列表 框 中 选择 Al 选项 ,在 命令 窗口 输入 下 面 的 命令 ， 得 到 拟 合 函数 的 系数 值 、 均 方差 
和 残 差 。 












































Figure No. 1: Prediction Plot of Full Quadratic NModel L- 口 |x| 
Eile Edit Tools Windov Help 
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27.4112 
+ 六 


?0.7113 
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[Fesiauals 司 7 有 
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Close | 











>> beta 
Deta = 
1.0e+003r* 
1.4821 
-0.1231 
0.0026 
>> tmse 
tmse 一 
28.2266 
>> residquals 


residquals = 


。0S。 


-16.6846 
8.76817 
于 9 了 9 了 
3.4022 
5.5824 
-43.4430 
22.5766 


从 上 面 的 结果 可 以 看 出 ， 采 用 下 面 的 二 次 函数 

产 卵 数 =1482.1-123.1#* 温 度 +2.6* 温 度 ^2 

可 以 显著 减 小 均 方 差 〈 现 在 均 方 差 为 28.2266)， 拟 合 残 差 也 显著 减 小 ， 故 该 拟 合 比 线性 拟 合 
更 佳 。 
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第 5 章 非 线性 模型 


5.1 非 线 性 最 小 二 乘 


在 科学 数据 的 处 理 过 程 中 ， 常 常 需要 建立 变量 之 间 的 数学 模型 。 这 些 数学 模型 往往 是 非 
线性 的 。 非 线性 模型 比 线性 模型 更 难 拟 合 ， 通 常 是 给 定数 学 模型 中 待定 参数 的 初始 值 以 后 ， 
采用 最 小 二 乘 欠 代 的 方法 进行 求解 。 常 用 的 方法 有 高 斯 -牛顿 法 、 马 夸 尔 特 法 等 。 

MATLAB 中 提供 了 一 系列 函数 进行 非 线 性 最 小 二 乘 计算 , 包括 :nlinfit, nlintool, nlpredci， 


nlparci 和 nnls 等 。 
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1.， nlinfit 函数 
用 nlinfit 函数 进行 非 线性 最 小 二 乘 数据 拟 合 。 该 函数 使 用 高 斯 -牛顿 算法 ， 调 用 格式 为 : 

@ beta=nlinfitCX, y 'model, beta0) 返回 “model” 中 描述 的 非 线 性 函数 的 系数 。model 为 一 自 
定义 函数 ， 有 以 下 形式 : 了 = (8,X) 。 返 回 y 的 预测 值 9y 给 定 初 值 ) 和 独立 变量 素 。beta0 为 
系数 的 初 值 向 量 。 和 抢 阵 不 有 多 列 ， 每 一 列 为 一 变量 。 响 应 值 y 为 一 列 向 量 ， 与 系 有 相同 的 行 数 。 

@ [beta,rz 梓 =nlinfit(X, y model, beta0) 返回 拟 合 系数 (beta)、 残 差 CT) 和 雅 可 比 和 矩阵 了 
用 于 nlintool 函数 ， 生 成 预测 值 的 误差 估计 。 

【 例 S-1】 在 化 工 生 产 中 获得 的 氯气 的 等 级 》 随 生 产 时 间 * 下 降 。 假 定 在 x>8 时 ，y》 
与 之 间 有 如 下 形式 的 非 线性 模型 ; 

y=a+(0.49 一 ae 3) 









































































































































现 收集 了 44 组 数据 : 

驻 Y 医 Y X Y 
8 0.49 16 0.43 28 0.41 
8 0.49 18 0.46 28 0.40 
10 0.48 18 0.45 30 0.40 
10 0.47 20 0.42 30 0.40 
10 0.48 20 0.42 30 0.38 
10 0.47 20 0.43 32 0.41 
才 0.46 20 0.41 32 0.40 
12 0.46 22 0 .41 34 0.40 
12 0.45 22 0.40 36 0.41 
开 2 0.43 24 0.42 36 0.38 
14 0.45 24 0.40 38 0.40 
14 0.43 24 0.40 38 0.40 
14 0.43 26 0.41 40 0.39 
16 0.44 26 0.40 42 0.39 
16 0.43 26 054d 























要 求 利 用 该 数据 求 a，2 的 值 ， 以 确定 模型 。 
首先 定义 非 线性 函数 的 M 文件 sta67_lm.ml: 
function Yyy=moaqel (beta0,Xx) 
a=beta0 (1) ， 

















。07。 


b=beta0 (2) ; 
Yy=a+ (0.49-a) *xexp (-Dbx (X-8) ) ; 


然后 在 命令 窗口 中 输入 以 下 命令 行 ， 








妖 


























x=[8.00 8.00 10.00 10.00 10.00 10.00 12.00 12.00 12.00 14.00 14.00 14.00.. 
16.00 16.00 16.00 18.00 18.00 20.00 20.00 20.00 20.00 22.00 22.00 24.00.. 
24.00 24.00 26.00 26.00 26.00 28.00 28.00 30.00 30.00 30.00 32.00 32.00.. 


34.00 36.00 36.00 38.00 38.00 40.00 42.00] 7 


y=[0.49 0.49 0.48 0.47 0.48 0.47 0.46 0.46 .0.45 0.43 0.45 0.43 0.43 0.44 0.43.… 
0.43 0.46 0.42 0.42 0.43 0.410.41 0.40 0.42 0.40 0.40 0.41 0.40 0.41 0.41.. 
0.40 0.40 0.40 0.38 0.41 0.40 0.40 0.41 0.38 0.40 0.40 0.39 0.39] 7 


beta0=[0.30 0.02]:; 
betafit = nlinfit (xyryr'sta67_1mrvbeta0) 
betafit = 

0.3896 

0.1011 


故 模型 中 ao=0.3896，2=0.1011， 最 终 模 型 为 
y=0.3896+(0.49 一 0.3896)e -91900678) 


【 例 $S-2】〗】 做 财政 收入 预测 。 财 政 收 入 与 国民 收入 、 工 农业 总 产值 、 人 口 、 就 业 人 口 、 
归 分 析 构 造 预测 模型 。 以 财政 收入 作为 医 

















荆 

















固定 资产 投资 等 因素 有 关 。 采 用 怜 












































为 国民 收入 Co)、 工 业 总 产值 Co)、 农 业 总 产值 03)、 总 人 口 CD、 就 业 人 口 C)、 固 定 资产 投资 








Co。 原始 数据 见 表 $-1。 其 样本 数 xz=30， 自 变量 数 p=6。 
表 5-1 原始 数据 表 























农业 总 产值 
〈 亿 元 ) 























固定 资产 投 
资 〈 亿 元 ) 


财政 收入 
〈 亿 元 ) 





461 


44 


184 



























































。 08。 











工业 总 产值 | 农业 总 产值 固定 资产 投 | 财政 收入 
〈 亿 元 ) 〈 亿 元 ) 资 〈 亿 元 ) 〈 亿 元 ) 
3156 790 355 638 





















































3365 789 658 





3684 855 691 





3690 891 655 





4254 932 692 


93717 





94974 





96259 





97542 





98705 





























100072 





首先 编制 非 线 性 函数 M 文件 sta67_2m.m: 
function Yy=moadqel (beta0,X) 

a=beta0 (1) ; 
Dp=beta0 (2) ; 
C=beta0 (3) ; 
Q=beta0 (4) ; 
e=beta0 (5) ， 
f=beta0 (6) ; 

X1L=X( :1 工 

葡 2 二 久 (Cs 六 分 

X3=X(:，3 

7 4 

3 


) 7 
) 7 
) 7 
) ， 
) 


X4=X (: 证 
X5=X(: 
X6=X(:，6) ; 


YY=arxXL+DbxX2+CxX3+QqxX4+exX5+fxXx67 


然后 在 命令 窗口 输入 以 下 命令 行 : 
X= 


六 





[598.00 349.00 461.00 57482.00 20729.00 44.00 
586.00 455.00 475.00 58796.00 21364.00 89.00 
707.00 520.00 491.00 60266.00 21832.00 97.00 
737.00 558.00 529.00 61465.00 22328.00 98 .00 
825.00 715.00 556.00 62828.00 23018.00 150.00 
837.00 798 .00 575.00 64653.00 23711.00 139.00 

1028 .00 1235.00 598.00 65994.00 26600.00 256.00 

1114.00 1681.00 509.00 67207.00 26173.00 338 .00 

1079.00 1870.00 444.00 66207.00 25880.00 380.00 
757.00 1156.00 434.00 65859.00 25590.00 138 .00 
677.00 964.00 461.00 67295.00 25110.00 66.00 
779.00 1046.00 514.00 69172.00 26640.00 85.00 


。 09。 
























































































































































943.00 ”1250.00 584.00 70499.00 27736.00 “129.00 
1152.00 1581.00 632.00 72538.00 28670.00 175.00 
1322.00 1911.00 687.00 “74542.00 29805.00 212.00 
1249.00 “1647.00 697.00 “76368.00 30814.00 156.00 
1187.00 1565.00 680.00 78534.00 31915.00 127.00 
1372.00 “2101.00 688.00 “80671.00 33225.00 207.00 
1638.00 2747.00 767.00 “82992.00 34432.00 312.00 
1780.00 3156.00 790.00 “85229.00 35620.00 355.00 
1833.00 3365.00 789.00 87177.00 35854.00 354.00 
1978.00 “3684.00 855.00 89211.00 36652.00 374.00 
1993.00 “3696.00 891.00 90859.00 37369.00 “ 393.00 
2121.00 ， 4254.00 932.00 “92421.00 38168.00 462.00 
2052.00 4309.00 955.00 93717.00 “ 38834.00 “443.00 
2189.00 “4925.00 971.00 “ 94974.00 39377.00 454.00 
2475.00 5590.00 1058.00 96259.00 39856.00 550.00 
2702.00 ”6065.00 1150.00 97542.00 40581.00 564.00 
2791.00 ”6592.00 1194.00 “98705.00 41896.00 568.00 
2927.00 “6862.00 1273.00 “100072.0 43280.00 496.001]:; 

y=[184.00 216.00 248.00 254.00 268.00 286.00 357.00 444.00 506.00 .… 
271.00 230.00 266.00 323.00 393.00 466.00 352.00 303.00 447.00 .… 
564.00 638.00 658.00 691.00 655.00 692.00 657.00 723.00 922.00 . 
890.00 826.00 810.0] 7; 
beta0=[0.50 -0.03 -0.60 0.01 -0.02 0.35]; 
petafit = nlinfit (X ysta67_2m.m7" vbeta0) 
betafit = 
0.5243 
-0.0294 
-0.6304 
0.0112 
-0.0230 
0.3658 
故 财 政 收入 与 各 因素 之 间 有 下 面 的 关系 : 
财政 收入 =0.5243*# 国 民 收入 - 0.0294* 工 业 总 产值 - 0.6304#* 农 业 总 产值 
+ 0.0112* 总 人 口 - 0.0230* 就 业 人 口 + 0.3658* 固 定 资产 投资 
2. nlintool 函数 
使 用 nlintool 函数 可 对 数据 进行 非 线性 方程 拟 合并 用 交互 图 形 显示 ， 其 调用 格式 为 : 
e@ nlintool(x, y model, beta0) 为 一 预测 图 ， 它 提供 数据 (x， y) 的 非 线 性 曲线 拟 合 。 它 用 两 

条 红色 曲线 来 表示 预测 值 的 95 多 置信 区 间 。beta0 为 一 向 量 ， 包 含 参数 的 初 值 。 

图 形 表示 预测 值 的 100(1 - alpha) 罗 置信 区 间 。 当 x 





@ nlintool(x, y, Imodel, beta0, alpha) 


为 矩阵 时 ， 将 为 每 一 列 单独 入 
默认 值 为 0.05， 生 成 95% 置 信 
@ nlintool(x,y'model,peta0,alpha,xname',yname'") 用 字 各 


形 的 x 变 量 和 y 变量 








es。 TO。 





山 | 





O 

















1 
































成 图 形 ， 应 变量 y 

















区 间 。 


为 一 列 变量 ， 对 应 于 x 的 行 。Alpha (oa) 的 


AA 量 
弓 





矩阵 xname' 和 'yname' 来 标注 图 











【 例 S-3】 。 现 评 价 坝 肩 岩 体 质量 。 对 部 分 平 珊 进行 RMR 分 级 和 Q 分 级 以 后 ， 得 到 一 系 





列 的 RMR 值 和 Q 值 。 
RMR 30 34 31 37 46 47 48 46 46 49 50 50 60 58 60 56 62 69 70 72 72 
总 业 ” 953 是 三 5 了 了 了 日 号 本 有 于 人 20224270 


RMR 75 76 72 73 78 76 80 80 78 78 81 81 78 86 88 88 
Q 29 3031 3 32 3473 275 :40 39 41 45 46 49 57 65 
假设 RMR 和 Q 之 间 满 足下 面 的 关系 式 ， 试 确定 其 中 的 待定 系数 。 
RAR= e+ 六 log(2) 
首先 编制 M 文 件 sta67_3m.m， 确 定 非 线性 模型 ; 
function Yy=moaqel (beta0,X) 
a=beta0 (1) ; 
bp=beta0 (2) ; 
YY=expP (a+bx1lod(X) ) ; 
然后 在 命令 窗口 中 输入 下 面 的 命令 行 : 
X=[30 34 31 37 46 47 48 46 46 49 50 50 60 58 60 56 62 69 70 72 72.. 
75 76 72 73 78 76 80 80 78 78 81 81 78 86 88 88]:; 
到 [下 5 2 0 235 了 和 30. 
29 30 31 31 32 34 73 75 40 39 41 45 46 49 57 65]:; 
beta0=[3 0.2]:; s* 赋 初 值 
nlLintool (Xryr 'sta67_3mrvbeta0) 
上 面 的 命令 行 生 成 图 5-1， 图 中 绿色 曲线 为 拟 合 线 ， 红 色 虚 线 为 拟 合 的 误差 区 间 上 界 和 
下 界线 。 












































Figure No. 2: Nonlinear Fit of model NMode1l [xj 
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图 5-1 非 线 性 拟 合 图 形 








>> beta 

beta = 
3.4711 
0.2380 


故 非 线性 回归 模型 中 的 系数 ge 和 系数 忆 分 别 为 3.4711 和 0.2380。 最 终 确 定 的 模型 为 : 
RAR 一 eG4711+023809tog(OD) 


>> betaci 

betaci = 
34051 5537 二 
0.2185 0.2575 


e。 771 。 


>> tmse 
rmse = 
325353 
>> esidquals 
reSidquals = 
二 235 二 2 浊 
-1.4316 
-6.9426 
-0.0030 
-1 .1890 
0.9796 
3.2518 
三 外 890 
兰 必 党 肥 缉 下 东 
0.7283 
卫 半 二 二 235 
-1 .9699 
4.3470 
3.0223 
1.8788 
=452933 
三 326352 
0.4539 
1.4539 
1.5051 
-0.2850 
3.2959 
9 册 50 
二 0.8513 
0.1487 
4.5961 
15292 
三 95 3239 
-9.9004 
0.5922 
业 二 US 人 2 
3 本 359 
1.3915 
-2.0261 
4.7615 
2784 于 
1.1100 


betaci，trmse 和 residuals 分 别 为 系数 的 9$% 置 信 区 间 、 均 方差 和 残 差 。 




















【 例 S-4】 对 于 多 变量 的 情况 ， 沿 用 nlinfit 函数 例 $-2 的 数据 ， 在 命令 窗口 中 输入 下 面 
的 命令 行 : 
X= [.…….] s 与 nlinfit 函数 例 5-2 中 的 一 样 
本 区 s 与 nlinfit 函数 例 5-2 中 的 一 样 


e。 TITD 。 


nlLintool (Xryr 'sta67_2mrvbeta0) 


生成 的 非 线性 拟 合 模型 如 图 
在 Output 下 拉 式 列表 框 中 选择 Parameters 选项 





合 系数 向 量 。 
>>beta 
beta = 
0.5243 
.0294 
.6304 
0.0112 
.0230 
0.3658 








5-2 所 示 。 





可 见 与 前 面 的 结果 一 致 。 


Figure No 1: Nonlinear Fit of model Model 
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15001 


PredictedY 
484.8572 
+ 产 
21.8495 


Residuals 了 
Close | 





3. nlpredci 函数 





可 利用 nlpredci 函数 计算 非 线性 模型 预测 值 的 置信 区 间 ， 

@ ypred =nlpredci(FUN, inputs, beta DJ 给 定 拟 合 参数 〈beta)、 残 差 (T) 和 
(J)， 返 回 预测 响应 。 输 入 是 非 线性 函数 中 独立 变量 的 数值 矩阵 。 

@ [ypred, deltal = nlpredci(FUN, inputs, beta, 7 了 还 返回 参数 delta, 月 





乘 预测 的 置信 区 间 。 对 于 Fr 的 长 度 大 于 beta 的 长 度 ， 且 本 为 列 满 秩 和 矩阵 的 系统 ， 
计算 是 有 效 的 。 区 间 [ypred-delta, ypred+delta] 为 指定 输入 值 处 函数 真 值 的 95 色 异步 置信 区 间 。 
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， 并 确定 向 量 名 称 为 默认 的 beta， 输 出 拟 
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图 5-2 ”多 变量 的 非 线性 拟 合 










































































其 调用 格式 如 下 : 
攻 可 比 矩 阵 
日 于 计算 非 线性 最 小 二 
置信 区 间 的 
































@ ypred = nlpredci(FUN, inputs, beta, np 村 alpha,'simopt, predopt) 控制 置信 区 间 的 类 型 。 


























置信 水 平 为 100(1-alpha)%。 对 于 同步 区 间 ，'simopt' 设 为 'on'。 对 于 异步 区 间 ， 则 设 为 "off( 默 认 














选项 )。 对 于 输入 处 的 函数 置信 区 间 ，'predopt 设 为 'curve'( 默 认 选 项 )。 对 于 新 的 响应 值 ， 则 设 


为 'observation'。 


nlpredci 函数 用 nlinfit 函数 的 输出 作为 输入 。 





【 例 5.5】 
问 的 一 半 宽 度 。 


继续 使 用 nlinfit 函数 的 实例 ， 








本 





























和 和 定 [100 300 80] 处 的 预测 函数 值 和 它 的 置信 区 





。 7T3。 


oadq reaction 








[petarresidqs，J]l = nlinfit (zeactantsrtzrater ahoudenyrbeta) ， 
[yprzea aelta]l = nlpredqci (ahougeny,， [100 300 80]，betartesidqsrJ) 
ypPred = 
13 
qelta = 
1.4277 
4. nlparci 函数 
利用 nlparci 函数 计算 非 线 性 模型 中 参数 估计 值 的 置信 区 间 。 





e@ nlparci(beta, mm 了 给 定 拟 合 参数 (beta)、 残 差 CT) 和 解 处 的 雅 可 比 和 矩阵 (JJ)， 返 回 非 


线性 最 小 


二 乘 参数 估计 (beta) 的 95 色 置信 区 间 ci。 当 (J) 的 行 数 大 于 (beta) 的 长 度 时 ， 


























表 



































信 区 间 的 计算 是 有 效 的 。 
nlparci 函数 使 用 nlinfit 函数 的 输出 作为 输入 。 
【 例 S-6】 继续 使 用 nlinfit 函数 的 例子 : 

















oadq reaction 
[petarresidqs，J] = nlinfit (zeactantsrrater 'houden' ybeta) 
ci = nlparci(betarresidqsJ) 


已 二 一 王 
-1.0798 3.3445 
-0.0524 0.1689 
-0.0437 ”0.1145 
-0.0891 0.2941 
-1.1719 3.7321 
5. nnls 函数 


























可 利用 nnls 函数 进行 非 负 最 小 二 乘 计算 ， 其 调用 格式 如 下 : 


@@ 又 一 











nnls(A, b) 在 最 小 二 乘 意义 上 求解 方程 组 4x = 5， 约束 条 件 为 解 向 量 包 含 非 负 元 素 : 





阁 > 0,j = 1 2,.…，m。 


@ 又 一 


@ [X 











nnls(A, b, toD 求解 方程 组 并 指定 容 限 tol。 默 认 时 ，tol 为 


max (Size(A) ) xnorm(A， 1)*xeps 








,WwW]=nnls(A,b) 还 返回 二 重 向 量 w， 其 中 当 辣 =0 时 ，w>0; 当 和 >0 时 ，wi<0。 
@ [X， 





w]= nnls(A, b,tol) 求解 方程 组 ， 返 回 二 重 向量 w， 指 定 容 限 tol。 











【 例 $S-7】 对 于 一 个 4X2 的 问题 ， 比 较 无 约束 最 小 二 乘 解 与 nnls 函数 的 解 : 


。 7T4。 


0 
0.0372 0.2869 
0.6861 0.7071 
0.6233 0.6245 
0.6344 0.6170 
b = 
0.8587 
0.1781 
0.0747 
0.8405 


[ANAb nnls(Avb)] = 
三 2962 0 
3.1108 0.6929 

[norm(Ax (a\b)-b) norm(Axnnls(arb)-b)] = 
0.6674 0.9118 


nnls 函数 的 解 拟 合 程度 不 是 很 好 ， 但 没有 负 的 成 分 。 











5.2 ”决策 树 











在 做 非 线 性 最 小 二 乘 分 析 时 , 我 们 假设 已 知 自 变量 和 应 变量 之 间 的 关系 式 。 现 在 假设 不 
知道 它们 之 间 的 关系 式 ， 而 且 不 愿意 用 线性 模型 去 拟 合 它们 之 间 的 关系 ,就 需要 采用 一 种 非 
参数 类 型 的 回归 拟 合 方法 。 基 于 “ 树 ” 的 方法 是 其 中 之 一 。 一 个 决策 树 由 一 系列 可 以 用 “是 ” 
或 “不 是 ”来 回答 的 问题 加 上 一 系列 拟 合 响应 值 组 成 。 每 个 问题 询问 自 变量 是 否 满足 给 定 的 
条 件 。 自 变量 可 以 是 连续 的 ， 也 可 以 是 离散 的 ， 这 取决 于 问题 的 答案 。 根 据 回答 的 结果 ， 要 
么 进入 下 一 个 问题 〈 不 满足 条 件 时 )， 要 么 得 到 一 个 拟 合 响应 值 〈 满 足 条 件 时 )。 

MATILAB 统计 工具 箱 提 供 了 进行 决策 分 析 的 函数 。 下 面 结 合 MATLAB 上 自 带 的 例子 进行 




































































































































































介 绢 



































在 本 例 中 ， 用 决策 树 拟 合 carsmall 数据 集中 的 变量 。 这 里 采用 一 个 连续 的 自 变量 〈car 
weight) 和 一 个 离散 的 自 变量 (model year)， 目 的 是 将 MPG 作为 car weight 和 model year 的 

首先 装载 数据 ， 然 后 创建 自 变 量 值 的 矩阵 (x) 和 响应 变量 向 量 (y)。 把 model year 列 指 
定 为 分 类 变量 ， 拟 合 决策 树 。 在 本 数据 集中 ， 有 来 源 于 3 个 不 同型 号 、 年 份 的 小 汽车 ， 分 别 


是 1970，1976 和 1982 年 。 


oadq carsmal1 

X = [Weightv， Moadel_Year]; 

Yy = MPG'; 

L 一 七 eefit (xyr'catidqx'"y2) 7 




























































































reeadisp (tname' rr "YE ) 7 
现在 有 一 辆 重 3000 磅 的 1982 年 型 小 汽车 ， 试 用 本 模型 确定 预测 变量 mileage《〈 哩 数 ) 
的 值 。 如 图 5-3 所 示 ， 从 顶层 节点 开始 ， 重 量 小 于 阔 值 3085.5， 所 以 选择 左 侧 的 分 文 。 型 号 
不 是 1970 年 ， 也 不 是 1976 年 ， 所 以 选择 右边 的 分 支 。 继 续 向 下 移动 ， 直 到 到 达 给 出 预测 值 
的 终 节 点 。 本 例 中 ， 预 测 值 为 38 里 每 加 仓 。 可 以 用 treeval 函数 找到 任何 系列 的 自 变 量 值 的 
拟 合 值 。 
廿 eeVal (七 ， [3000 82]) 


38 
使 用 类 似 于 这 种 具有 很 多 分 文 的 树 有 一 个 缺点 ， 即 它 可 能 对 当前 数据 拟 合 得 很 好 ， 对 新 
数据 却 不 一 定 能 准确 拟 合 。 它 的 某 些 下 级 分 支 可 能 较 强 地 受到 异常 值 和 其 他 因素 的 影响 。 如 
果 可 能 的 话 ， 我 们 宁愿 找到 一 种 简单 的 树 结 构 ， 避 免 “overfitting 〈 过 拟 合 )” 问 题 。 下 面 通 
过 交叉 验证 〈cross-validation ) 来 估计 最 好 的 树 的 大 小 。 首 先 ， 为 一 系列 更 简单 的 树 和 本 树 给 
出 一 个 剩余 方差 的 “resubstitution 〈 重 替换 )” 估 计 ， 并 在 图 中 用 蓝 线 绘图 。 本 估计 可 能 低估 
了 真实 的 剩余 方差 。 然 后 ， 做 相同 对 象 的 “cross-validation” 估 计 并 在 蓝 线 上 方 用 红线 绘图 。 


。 7S。 
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交叉 验证 过 程 还 提供 了 一 个 剪 枝 水 平 的 估计 ， 以 获得 树 的 最 佳 大 小 。 


人 义 





图 5-3 ”根据 示例 数据 得 到 的 决策 树 


[cyvsrntn] = 七 Teetest (七 ， "esSub ' ) ; 
[c2vs2vn2yrbest] = 七 Teetest (七 ， Cross'y7XrY) ，; 
记 工 GE (PrGy 了 = 7 2FG27 工 =17 2 人 (Pestd+1) re2 (best+L) 7 mo7) 7 


XJlLabel ('Number of terminal noqes') 
ylLabel('Residqual variance') 
Legendq ('Resubstitution error'yr Cross-validqation error'yr 'Estimatedq best 
tree Size') 
Dest 
pest = 
10 


生成 的 图 形 如 图 $-4 所 示 。 


一 一 Resubstitution error 
一 一 Cross-validation error 
马 “Estimated best tree Size 





图 5-4 ”估计 树 的 最 佳 大 小 


se。 TO。 





最 好 的 树 是 那个 剩余 方差 沿 交叉 验证 线 与 最 小 值 相 比 ， 向 上 不 超过 一 个 标准 差 的 树 。 本 
例 中 ， 剩 余 方差 正好 超过 了 14。 和 输出 best 的 值 从 0 开始 《表示 没有 剪 枝 )， 所 以 给 它 加 1， 
作为 编号 输入 到 其 他 输出 变量 中 。 

c2 (best+1l) 
0 


使 用 输出 best 创建 一 个 更 小 的 树 ， 它 达到 了 我 们 估计 的 最 佳 大 小 。 


t0 = 七 eePprune (t /Level'rbest) ; 
廿 eedqisp (to 'name'yr{IWLt' "YE 1) ) 


生成 的 更 小 的 树 如 图 5$-5 所 示 。 
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Rile Tools Tree 由 indow Help 


| 全 | 中 吕 











图 5-5 更 小 的 树 

















现在 绘 原始 数据 的 图 , 并 履 盖 通过 本 树 获 得 的 拟 合 值 。 注意, 本 树 不 区 分 1970 年 或 1976 
年 的 车 ， 所 以 ， 创 建 一 个 包含 1976 年 车 的 拟 合 值 的 向 量 〈yold) 和 1982 年 车 拟 合 值 的 向 量 
(ynew)。1970 年 车 与 1976 年 车 具有 相同 的 拟 合 值 。 
xXX = (1500:20:5000) 7; 


ynew = 七 TeeVal (0O，[xx 82xones (Si1ze(XX) )] ) 
























































Yold = 七 eeVal (七 0，[XX 76xones (Si1ze(XX) )] ) 
9scatter (Weight， MPG， Mode1l_Year 'rgb'，'osXx'")， 
hold on; P1Lot (Xxryold 'b:'， Xxrynewr 'z--")) holdq off 


生成 的 散 点 图 如 图 5-6 所 示 。 

tree 函数 族 (treedisp ，treefit，treeprune，treetest 和 treeval) 还 可 以 接受 一 个 分 类 响 
应 变量 。 此 时 , 树 的 拟 合 值 是 具有 最 高 预测 概率 的 类 。 该 概率 是 预测 值 落 在 给 定 节 点 上 的 
概率 。 









































e。 7TT。 





图 5-6 WeightMPG 散 点 图 


es。 7T8。 


第 6 章 假设 检验 























运用 一 定 的 统计 方法 进行 数据 分 析 时 ， 常 常 要 求 数据 满足 
齐 性 、 独 立 性 等 。 数 据 是 否 满足 假设 ， 需 要 检验 。 












































需要 提出 关于 总 体 的 假设 。 假 设 是 否 合理 ， 需 要 检验 。 
假设 检验 中 有 几 个 概念 需要 掌握 。 


1， 原 假设 〈 零 假设 )、 备 择 假 设 


























定 的 条 件 ， 如 正 态 性 、 方 差 


在 总 体 分 布 函数 完全 未 知 或 上 只 知 分 布 形式 ， 但 不 知 其 参数 时 ， 为 了 推断 总 体 的 某 些 性 质 ， 


假设 现在 在 显著 性 水 平 w 下 ， 检 验 总 体 均 值 4 是 否 等 于 样本 均值 wo， 即 检验 假设 


已 0: 4L= 局 :AL 天 [0 
则 称 防 为 原 假 设 〈 或 零 假设 )， 称 为 备 择 假 设 。 


2.， 拒绝 域 、 临 界 点 


当 检验 统计 量 取 某 个 区 域 中 的 值 时 ， 拒 绝 原 假 设 ， 则 称 该 取 值 区 域 为 拒绝 域 ， 称 拒绝 





的 边界 点 为 临界 点 。 


3. 第 1 类 错误 、 第 2 类 错误 



































鞍 








当 零 假设 实际 上 为 真 ， 却 拒绝 零 假 设 时 所 犯 的 错误 称 为 “ 弃 真 ”错误 ， 或 第 1 类 错误 ; 





当 零 假设 实际 上 不 为 真 ， 却 接受 零 假设 时 所 犯 的 错误 称 为 “ 取 伪 ” 错误， 或 第 2 类 错误 。 


4. 双边 检验 、 单 边 检 验 








对 于 上 面 的 假设 问题 ， 如 果 备 择 假设 表示 /可 能 大 于 4， 也 可 
为 双边 检验 ;如 果 备 择 假设 表示 /可 能 大 于 和， 或 可 能 小 于 /4o， 则 


6.1 单个 样本 的 t 检验 
6.1.1 基本 数学 原理 




















能 小 于 4， 则 称 这 种 假设 检验 
称 这 种 假设 检验 为 单 边 检验 。 

















[检验 是 用 小 样本 检验 总 体 参 数 ， 特 点 是 在 均 方 差 不 知道 的 情况 下 ， 可 以 检验 样本 平均 数 











的 显著 性 。 




















对 于 单个 正 态 总 体 并 且 方 差 未 知 的 情况 ， 用 下 面 的 统计 量 来 检验 其 平均 数 的 显著 性 〈 假 




















设 样本 均值 与 总 体 均值 相等 ， 即 /=)。 
7 万 芋 一 A 
必 


式 中 ，8 为 样本 的 方差 ，X 为 样本 均值 ，Ao 为 总 体 均值 ，- 为 相 
当 原 假设 成 立时 ， 上 面 的 统计 量 应 该 服从 和 目 由 度 为 mw-1 的 t 


6.1.2 ”有 郑 数 介 绍 
j ttest 函数 进行 样本 均值 的 { 检 验 ， 其 调用 格式 为 : 














































































































本 大 小 。 
分 布 。 


。7T9。 





SN 





上 进行 5 检验 ， 以 确定 在 标准 差 未 知 的 情况 下 取 自 正 态 





e@ ttest(x,m) 在 0.05 的 显著 性 水 
分 布 的 样本 的 均值 是 否 为 m。 
e@ h = ttest(xmalpha) 给 出 显著 性 水 平 的 控制 参数 alpha。 例 如 ， 当 alpha = 0.01 时 ,如 果 
h=1， 则 在 0.01 的 显著 性 水 平 上 拒绝 零 假 设 ; 知 i=0， 则 不 能 在 该 水 平 上 拒绝 零 假 设 。 
@ [h,sig,ci] = ttest(xm,alpha,tai) 允许 指定 是 进行 单 侧 检验 还 是 进行 双 侧 检验 。 tail 可 以 有 
下 面 3 个 取 值 : 
tail = 0 (为 默认 设置 ) 指 定 备 择 假设 元 4 。 
tail=1 指定 备 择 假设 邯 > 4。 
tail = -1 指定 备 择 假设 立 < w。 
sig 为 与 { 统 计量 有 关 的 疡 值 。sig 为 零 假设 为 -rw 时 的 观测 值 大 于 或 等 于 的 概率 。 
ci 为 均值 真 值 的 1-alpha 置信 区 间 。 


6.1.3 ”应 用 实例 
【 例 6-1】 ” 测 得 一 批 钢 件 的 20 个 样品 的 届 服 点 〈 单 位 : Thmm ) 为 : 


4.98 5.11 5.20 5.11 5.00 5.61 4.88 5.27 5.38 5.20 
5.46 5.27 5.23 4.96 5.35 5.15 5.35 4.77 5.33 5.54 
并 且 假 设 屈服 点 服从 正 态 分 布 。 已 知 总 体 均值 为 5.20， 试 对 该 样本 的 数据 进行 均值 检验 。 
假设 该 样本 的 均值 与 总 体 均值 之 间 没 有 显著 差别 。 
x=[4.98 5.11 5.20 5.11 5.00 5.61 4.88 5.27 5.38 5.20 5.46 5.27 5.23 4.96... 


5535 5 下 5 .5535. .435377 :555375.54] 7 
[hvsigvci]l = ttest (Xr0) 
































































































































































































































0 
二 
AQ 
口 | 必 


5 小 952 5.3098 
户 = 1， 拒 绝 零 假 设 ， 认 为 该 样本 的 均值 与 总 体 均 值 之 间 有 显著 差异 。 显 著 性 水 平 为 0， 
表示 在 100 次 试验 中 ， 如 果 样 本 均值 等 于 总 体 均 值 ， 则 7 值 大 于 或 等 于 总 体 均值 的 次 数 为 0 
次 ， 它 小 于 0.03， 同 样 支持 前 面 的 结论 。 均 值 的 93$% 置 信 区 间 为 [5.1052 S$.3098] 。 


6.2 ”两 个 样本 的 t 检验 


6.2.1 基本 数学 原理 

进行 两 个 独立 正 态 总 体 下 样本 均值 的 比较 时 ， 根 据 方差 齐 与 不 齐 两 种 情况 ， 应 用 不 同 的 
统计 量 进行 检验 。 

方差 不 齐 时 ， 检 验 统计 量 为 














































































































和 -7 


全 
117 寻 


，X 和 了 表示 样本 1 和 样本 2 的 均值 ;8S: 和 5? 为 样本 1 和 样本 2 的 方差 ; mm 和 壮 为 样本 


了 一 











式 








e。 80。 





1 和 样本 2 的 数据 个 数 。 
方差 齐 时 ， 检 验 统计 量 为 





和 -了 
三 
1 
人 5 
，Sw 为 两 个 样本 的 标准 差 ， 它 是 样本 1 和 样本 2 的 方差 的 加 权 平 均值 的 平方 村 
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1 十 7 十 1 



































式 



































当 两 个 总 体 的 均值 差异 不 显著 时 ， 该 统计 量 应 服从 自由 度 为 w+n-2 的 1 分 布 。 
6.2.2 ”有 关 函 数 介 
ttest2 函数 对 两 个 样本 的 均值 差异 进行 1 检验 ， 其 调用 格式 为 : 












































e h=ttes2(x y) 假设 x 和 y 为 取 自 服从 正 态 分 布 的 两 个 样本 。 在 它们 的 标准 差 未 知 但 相 








等 时 检验 它们 的 均值 是 否 相 等 。 当 /=1 时 ， 可 以 在 0.05 的 水 平 上 拒绝 零 假 设 ; 当 /=0 
该 水 平 上 接受 零 假 设 。 























时 ， 在 


@ [h, significance, ci] = ttest2(x, y alpha) 给 出 显著 性 水 平 的 控制 参数 alpha。 例 如 , 当 alpha 
= 0.01 时 ,如 果 /=1， 则 在 0.01 的 显著 性 水 平 上 拒绝 零 假设 ; 若 =0， 则 不 能 在 该 水 平 上 拒绝 
























































零 假 设 。 此 处 ，ci 为 均值 差异 真 值 的 100(1-alpha)% 置 信 区 间 。significance 参数 是 与 { 











统计 量 








相关 的 疡 值 。 它 是 零 假 设 为 x 与 y 的 均值 相等 时 了 的 测量 值 相等 或 更 大 的 概率 。ci 为 均值 差 














和 本 


异 真 值 的 1-alpha 置信 








区 间 。 




















@ ttest2(x, y alpha, taiD) 允许 指定 进行 单 侧 检 验 或 双 侧 检验 。tail 可 以 有 下 面 3 个 取 值 : 
































tail = 0 (默认 设置 ) 指定 备 择 假设 艺 zA 
tail=1 指定 备 择 假设 过 > A; 
tail= -1 指定 备 择 假设 元 < /w 。 


6.2.3 ”应 用 实例 












































【 例 6-2】〗】 对 两 种 不 同 的 水 稻 品 种 A，B 分 别 统计 了 8 个 地 区 的 单位 面积 产量 〈 单 位 : kg)。 

















品种 A 86 87 56 93 84 93 75 79 
品种 B 80 79 58 91 77 82 76 66 
要 求 检验 两 个 水 稻 品 种 的 单位 面积 产量 之 间 是 否 有 显著 差异 。 


Xx=[86 87 56 93 84 93 75 79]:; 
Yy=[80 79 58 91 77 82 76 66]:; 
[hvsignificancerci]l = ttest2 (XrY) 
节 i :三 

0 
Significance = 

053393 
Ci = 

-6.4236 17.4236 
































岂 = 0， 表 示 不 能 拒绝 零 假设 ， 认 为 两 种 水 稻 品 种 的 单位 面积 产量 之 间 没 有 显著 差 

















蕊 
才 。 业 


























著 性 水 平 significance=0.3393, 表示 在 100 次 试验 中 , 如 果 两 种 水 稻 品 种 的 单位 面积 产量 





和 相等 


。 81。 





























则 约 有 34 次 t 统 计量 大 于 或 等 于 均值 莽 。 均 值 莽 的 93% 置 信 区 间 为 [-6.4236 ”17.4236]。 




















6.3 2z 检验 














2Z 检验 在 方差 已 知 的 情况 下 检验 数据 是 否 服从 给 定 均 值 的 正 态 分 布 。 用 ztest 函数 在 给 定 
方差 的 条 件 下 进行 均值 检验 ， 其 调用 格式 为 ; 
@ ztest(x, m， sigma) 在 0.05 的 水 平 上 进行 检验 ， 以 确定 服从 正 态 分 布 的 样本 的 均值 是 
否 为 mm， 标准 差 是 否 为 sigma。 
e@ h = ztest(x, m, sigma, alpha) 给 出 显著 性 水 平 控制 参数 alpha。 例 如 ， 若 alpha = 0.01， 则 
当 结 果 i=1 时 ,可 以 在 0.01 的 显著 性 水 平 上 拒绝 零 假 设 。 若 户 = 0， 则 不 能 在 该 水 平 上 拒绝 零 
假设 。 
@ [h, sig, ci] = ztest(x, m, sigma, alpha, taiD 允许 指定 进行 单 侧 检验 或 双 侧 检验 。tail 参数 
可 以 有 下 面 几 个 取 值 : 
tail = 0 (默认 设置 ) 指定 备 择 假设 Xz 上 w 。 
tail=1 指定 备 择 假设 过 > w。 
tail= -1 指定 备 择 假设 立 <w 。 


sig 为 与 z 统计 量 相关 的 P 值 ，z= 二 上 。sig 是 零 假 设 为 zu 时 ，z 的 观测 值 大 于 或 等 
CO 


于 A 的 概率 。ci 为 均值 真 值 的 1-alpha 置信 区 间 。 
【 例 6-3】 某 批 矿砂 的 5 个 样品 中 的 镍 含量 ， 经 测定 为 〈 允 ) 
3.23 3.27 3.24 3.26 3.24 
设 测定 值 总 体 服 从 正 态 分 布 ， 方 差 为 0.04， 问 在 0.01 的 水 平 上 能 和 否 接受 假设 。 这 批 矿砂 
的 镍 含量 的 均值 为 3.25。 
x=[3.25 3.27 3.24 3.26 3.24]:; 
[hvsigvci]l = ztest (xX3.257，0.04，0.01) 





























































































































































































































0 
Sid = 
0.9110 


352059 35298 
jh=0， sig>0.01， 所 以 接受 零 假 设 ， 认 为 在 0.01 的 水 平 上 可 以 认为 这 批 矿砂 的 镍 含量 的 均 
值 为 3.25。 
【 例 6-4】 下 面 列 出 的 是 某 工 广 随机 选取 的 20 只 部 件 的 装配 时 间 〈 分 ): 
9.8 104 10.6 9%.6 97 9%9 109 11.1 9.6 10.2 
10.3 9.6 9.9 11.2 10.6 98 10.5 10.1 10.5 9.7 
设 装配 时 间 的 总 体 服 从 正 态 分 布 ， 方差 为 0.4, 是 否 可 以 认为 装配 时 间 的 均值 在 0.05 的 水 
平 上 显著 地 大 于 10。 


天 = [9.8- 二 0.4 106 9.6 907 99 059 11926 二 0..25 
二 003 ”93077959 1 本 0567 958 -上 上 055 二 0 1035- 9 


多 由 于 是 单 侧 检 验 ， 需 要 指定 tail 值 。 


[hvsigvci]l = ztest (xx 10， 0.4， 0.05v1) 
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工 
Sig = 
0.0127 
10.0529 InE 
检验 结果 显示 ，Hp=l, sig < 0.05， 所 以 # 
的 水 平 上 显著 大 于 10。 


























E 绝 零 假 设 ， 认 为 不 可 以 认为 装配 时 间 的 均值 在 0.05 
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进行 数据 分 析 时 ， 
为 了 进一步 研究 








辽 样 
络 ， 提 供 




















7.1 


7.1.1 


的 样本 偶 度 和 峰 度 。 对 于 正 态 分 布 数据 ， 
定 样 本 偏 度 和 峰 度 是 否 与 它们 的 期 望 值 相差 较 远 。 
用 于 小 样本 的 检验 。 对 于 小 样本 ， 月 











检验 











Jarque-Bera 检验 不 能 


7.1.2 ”有 关 函 


可 用 jbtest 函数 进行 Jarque-Bera 检验 ， 测 试 数据 对 正 
@ 于 =jbtest(X) 对 输入 数据 向 量 
服从 正 态 分 布 的 假设 ， 则 天 1; 


本 中 裂 际 走向 、 
进一步 研究 的 基础 。 

常用 的 分 布 检验 方法 有 了 
验 等 ) 和 图 示 法 〈 包 括 q-q 图 、 


第 7 章 
































长 度 、 帘 





























p-p 图 、 





Jarque-Bera 检验 


基本 数学 原理 
Jarque-Bera 检验 评价 闷 服从 未 知 均值 


岩 体 的 结构 ， 进 行 均 质 区 域 的 划分 ， 
人 员 进 行 野外 裂隙 测量 以 后 ， 利 用 取得 的 样本 进行 总 体 的 裂隙 网 络 模拟 。 
度 、 间 距 等 参数 服从 什么 样 的 分 布 ， 然 后 利用 对 应 分 布 来 生成 网 
常用 的 做 法 是 假设 裂 际 参 数 服从 某 种 分 布 ， 然 后 进行 检验 。 

参数 法 〈 如 卡 方 优 度 检验 、Kolmogorov-Smirnov 检验 、 符 号 检 
直方 图 ) 等 。 


分 布 的 检验 


许多 情况 下 首先 要 假设 数据 服从 一 定形 式 的 分 布 。 例 如 工程 地 质 学 中 ， 
下 水 渗流 和 岩 体 力学 参数 ， 丰 

















并 提供 地 

















多 
该 方法 就 需要 研究 烈 















































数 介 














和 方差 的 正 态 分 布 的 假设 














该 检验 基于 马 


是 否 成 立 。 








样本 侦 度 接近 于 0， 样 本 峰 度 接近 于 3。Jarque-Bera 








态 分 布 的 拟 合 程度 ， 其 
旦 下 进行 Jarque-Bera 检验 ， 返回 检验 结果 万。 和 
否则 瑟 0。 如 果 检 验 在 $% 的 水 平 上 显著 ， 则 拒绝 假设 。 


日 Lilliefors 检验 比较 合适 








周 用 格式 为 : 
果 拒 绝 已 



































@ 了 = jbtest(X, alpha) 在 100*alpha% 的 水 平 上 进行 Jarque-Bera 检验 ， 而 不 是 在 5 多 的 水 











平 上 。 








【 例 7-1]】 


中 alpha 必须 界 于 0 和 工 之 间 。 

@ [HPJBSTAT CV] = jbtest(X, alpha) 返回 3 个 其 他 输出 。 
检验 的 统计 量 ，CYV 为 确定 是 否 拒绝 零 假 设 的 临界 值 。 
否 服从 正 态 分 布 。 





检验 汽车 重量 数据 是 














oadq carsmal1l 


[hvPpr 可 ] 


村 :二 


P = 


]j = 


疡 值 为 2.67%， 所 以 拒绝 数据 服从 正 态 
仍然 在 5 多 的 水 平 上 有 具有 











布 ， 但 





84。 


= Jjpbtest (Weidght) 


工 


0.026718 


7.2448 

















忆 , 
了 显著 差异 。 















































分 布 的 零 假 设 。 











P 为 检验 的 疡 值 ，J 了 STAT 为 


分 布 更 接近 正 态 分 


= Jjpbtest (LIog (Weight) ) 


[hvPyr 本 ] 
和 
工 
Pb = 
0.043474 
j = 
6523 业 2 


7.1.3 应 用 实例 


下 面 列 出 了 84 个 伊 特 拉 斯 坎 〈Etruscan ) 
试 检 验 这 些 数据 是 否 处 于 正 态 分 布 。 


【 例 7-2】 


1 工 41 
150 
143 
145 
148 
148 
150 
142 
140 





在 命令 窗口 
X= [141 


148 
140 
141 
二 3 
154 
135 
132 
149 
137 








15 
14 
14 
14 
14 
15 
14 
140 


NE 0 





132 138 
147 148 
144 144 
147 146 
1 3 二 39 
148 152 
142 142 
142 137 
152 145 


输入 下 面 的 命令 行进 行 检验 ; 
138 


148 132 
140 147 
141 144 
135 147 
154 137 
135 148 
132 1142 
149 42 
开 3.7… 和 52 











[H,PvJBSTAT,，CV] 


JBSTAT 


CV 


FE0, p>0.3， 所 以 接受 零 假 设 ， 认 为 


0.7610 


0.5461 


8345 





154 
144 
126 
工 41 
143 
143 
143 
134 





工 42 
150 
140 
136 
140 
144 
153 
144 











145]， 
Jjpbtest (X) 











154 
144 
126 
工 41 
143 
143 
143 
134 


150 
工 49 
144 
140 
I 工 31 
工 41 
工 49 
146 


工 42 
150 
140 
136 
140 
144 
153 
144 








146 
145 
工 42 
146 
143 
143 
146 
工 47 


150 
14 
14 
14 
13 
14 
14 
14 


ONG 凡 必 口 心 





业 35 
工 49 
工 41 
工 42 
工 41 
工 47 
工 49 
140 


146 
14 
14 
14 
14 
14 
14 
14 


~OOwwmam 





F 面 的 数据 服从 了 





人 男子 的 头颅 的 最 大 宽度 (mm )， 


158 
158 
140 
1 工 37 
工 49 
146 
二 38 
工 42 


业 5S 
14 
14 
14 
14 
14 
14 
14 


0 








绝 零 假 设 的 临界 值 为 $5.9915， 检 验 统计 量 的 值 比 临界 值 小 。 





























7.2 单 样本 的 KoImogorov-Smirnov 检验 


7.2.1 基本 数学 原理 


该 检验 为 拟 合 优 度 型 检验 ， 可 以 检验 样本 数据 是 否 服从 指定 的 悍 


8. 
工 28.. 
工 40.… 
8 
工 49.. 
工 46.. 
工 38.. 
工 42.… 


E 态 分 布 。 检 验 统 计量 为 0.3461， 拒 

















论 分 布 。 假 设 FoGo) 是 一 


。 8S。 





已 知 的 分 布 函数 ， 玉 9 是 对 未 知 的 总 体 分 布 函数 Fo 的 一 个 较 优 的 估计 。 取 检验 统计 量 
D=max|Fa(Cx)-EoGCo]| 
则 样本 数据 服从 指定 分 布 “ 即 FoD=FoCoO) 时 , 的 观测 值 应 该 较 小 。 如 果 的 观测 值 较 
大 ， 则 零 假 设 不 成 立 。 


7.2.2 ”有 关 函 数 介绍 


j kstest 函数 进行 单 样本 分 布 的 Kolmogorov-Smirnov 检验 ， 其 调用 格式 为 : 

@ H = kstest(X) 进行 Kolmogorov-Smirnoyv 检验 , 确定 数据 向 量 X 中 的 值 是 否 服 从 标准 正 
态 分 布 。 零 假设 为 X 服从 标准 正 态 分 布 。 如 果 拒 绝 零 假 设 ， 则 天 1; 否则 太 0。 如 果 检 验 在 
5$ 多 的 水 平 上 显著 ， 则 拒绝 零 假 设 。 

kstest 函数 将 所 有 > 值 中 的 最 大 差异 作为 它 的 检验 统计 量 。 在 数学 上 ， 它 可 以 写成 : 

max(| 天 xz) 一 CC) 
式 中 ，F(Oo 为 和 的 值 小 于 或 等 于 x 的 比例 ，G(Co 为 寺 处 的 标准 正 态 累 加 分 布 函数 。 

@ 有 =kstest(X, cd 比较 和 的 分 布 与 由 两 列 矩 阵 cdf 定义 的 假设 分 布 。 第 1 列 包含 一 系列 
可 能 的 x 值 ， 第 2 列 包 含 对 应 的 假设 累加 分 布 函 数值 。 如 果 可 能 ， 应 该 定义 累加 分 布 函数 ， 
使 得 第 1 列 包 含 和 中 的 值 。 如 果 中 的 值 没 有 在 累加 分 布 函 数 的 第 1 列 被 发 现 ， 则 kstest 函 
数 将 通过 内 插 进 行 近 似 。X 中 的 所 有 值 必须 位 于 累加 分 布 函数 第 1 列 的 最 大 值 和 最 小 值 之 间 。 
如 果 第 2 个 变量 为 空 《cdf=[])， 则 kstest 函数 使 用 标准 正 态 分 布 ， 怠 像 没 有 第 2 个 变量 一 样 。 

Kolmogorov-Smirnov 检验 需要 预先 给 定 累加 分 布 函数 。 如 果 累 加 分 布 函数 是 从 数据 估计 
得 到 的 , 则 该 检验 不 够 精确 。 在 没有 指定 参数 的 情况 下 检验 数据 是 否 服从 正 态 分 布 ,用 Lilliefors 
检验 效果 更 佳 。 

@ H = kstest(X, cdf, alpha, taiD) 指定 显著 性 水 平 alpha 和 备 择 假设 的 代码 tail 如 果 tail=0 

《默认 选项 ), 则 kstest 进行 双边 检验 正 关 G ; 如 果 tail = -1, 则 备 择 假设 为 已 <G ,如 果 tail=1， 
则 备 择 假设 为 已 > G 。 检 验 统计 量 的 形式 取决 于 tail 的 值 : 
tail = 0: max(|FOo)-CCoD 有 ) 
tail = -1: max( CO) 一 忆 (xz)) 
tail = 1: max(FOo)-CCoD 有 ) 

@ [H P KSSTAT，CV] = kstest(X，cdf，alpha，taiD) 返回 观测 的 P 值 P、 观 测 的 
Kolmogorov-Smirnov 统计 量 KSSTAT 和 决定 KSSTAT 是 否 显著 的 临界 值 CV。 如 果 CV 的 返 
回 值 为 NaN， 则 kstest 函数 根据 假设 公式 计算 P 值 ， 而 不 是 通过 比较 KSSTAT 与 临界 值 来 确 
定 显 彰 性。 


7.2.3 ”应 用 实例 
【 例 7-3】 现在 生成 一 些 等 间隔 的 数字 ， 并 进行 Kolmogorov-Smirnov 检验 ， 看 它们 拟 合 











































































































































































































































































































































































































正 态 分 布 的 程度 。 
区 三 -一 2 和 
X 一 
一 2 一 0 工 2 3 4 
[hv Prkvc]l = kstest (x， []，0.0570) 
仁 ' 滞 


es。 880。 


圳 天 

0.13632 
K = 

0.41277 
C = 

0.48342 

















尽管 这 些 数据 看 起 来 不 服从 正 态 分 布 ， 但 由 于 z=0.13632， 远 大 于 0.05， 所 以 接受 数值 服 
从 标准 正 态 分 布 的 零 假 设 。 
为 了 理解 该 检验 ， 现 在 生成 一 个 经 验 累加 分 布 函数 ， 并 将 理论 正 态 分布 曲 线 登 加 在 上 面 。 
天 天 三 一 下 
cdqfpPp1lot (X) 
holdq on 
P1Lot (XXxrnormcadf (XXX) ，"L 一 一 ) 


生成 的 图 形 如 图 7-1 所 示 。 











Empirical CDF 





























图 7-1 经 验 累加 分 布 函数 图 司 加 理论 正 态 分 布 曲 线 

Kolmogorov-Smirnov 检验 统计 量 为 这 些 曲线 之 间 的 最 大 差异 。 图 7-1 中 最 大 差异 为 
0.41277， 发 生 在 接近 x = 1.0 的 地 方 。 该 处 经 验 曲线 的 值 为 7， 可 以 很 方便 地 算出 此 处 的 曲 
线 兰 值 。 






































normcdqf (1) - 37/7 
ans 一 
0.41277 


还 可 以 进行 单 侧 检 验 。 下 面 设置 tail = -1 然后 进行 计算 。 


[hv pvk]l = kstest (X，[]， .05，-1) 




















hn = 
0 
Pb = 
0.068181 
K = 


。 87。 


0.41277 
检验 统计 量 与 前 面 的 相同 ， 因 为 都 是 在 x= 1.0 处 ， 但 单 侧 检 验 的 疡 值 比 前 面 的 小 。 如 果 
进行 另 一 侧 的 检验 ， 令 好 -1.0， 会 发 现 检验 统计 量 改变 了 ， 差 异 最 大 值 位 于 x = -1.0 附近 。 


[hvPrk]l = kstest (xx []，0.05v1) 







































































hh = 
0 
Pb = 
0.77533 
K = 
0.12706 
2/7 - normcqf (-1) 
ans = 
0.12706 





【 例 7-4】 现在 生成 服从 威 布 尔 分 布 的 随机 数 ， 并 检验 威 布尔 分 布 和 指数 分 布 。 
X = welibrnad(1v，2v， 100,，1); 
KSstest (X [X welipbpcqf (xyr1v2)]) 
ans 一 
0 
KStest (X [X expcqf (xx 1)]) 
ans 一 
王 


可 见 ， 当 检验 威 布 尔 分 布 时 ，ans=0; 当 检 验 指数 分 布 时 ，ans=1。 所 以 原 数 据 服从 威 布尔 
分 布 ， 而 不 服从 指数 分 布 。 
【 例 7-5】 在 一 大 批 相同 型 号 的 
用 寿命 〈 单 位 : 小 时 ) 为 
420 500 920 1380 1510 
1650 1760 2100 2320 2350 
试问 电子 元 件 的 寿命 是 否 服从 均值 为 1500 小 时 的 指数 分 布 ? 
Xx=[420 500 920 1380 1510 1650 1760 2100 2320 2350] "7 
KStest (X，， [xx expcdf (X， 1500) ]) 


ans 三 
0 


所 以 ， 接 受 原 假设 ， 认 为 电子 元 件 的 寿命 服从 均值 为 1500 小 时 的 指数 分 布 。 

















包子 元 件 中 随机 地 抽取 10 上 只 做 寿命 试验 , 测 得 它们 的 使 












































7.3 ”两 个 样本 的 KolImogorov-Smirnov 检验 


7.3.1 基本 数学 原理 


该 检验 可 用 来 检验 两 个 独立 样本 是 否 取 自 同一 总 体 。 进 行 检 验 时 ， 对 每 个 观察 样本 做 累 
并 对 分 布 采 用 相同 的 间隔 。 对 于 每 个 间隔 。 将 两 个 阶梯 函数 相 减 ， 并 着 重 分 析 
观测 值 的 差 值 中 间 的 最 大 者 。 

对 于 单 尾 检验 ， 令 
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D=max[LPoaCoO-E20o0]， 
对 于 双 尾 检验 ， 令 


e。 88。 


D=max|PaiCoO 一 PaCo| 

其 中 ，PaC0 和 PC90 分 别 为 两 个 样本 的 观测 累积 阶梯 函数 。 如 果 姜 较 小 , 则 可 以 认为 两 个 
样本 取 自 同一 个 总 体 ; 如 果 刀 较 大 ,大 到 一 定 程 度 ， 则 可 以 认为 两 个 样本 并 不 是 取 自 同 
总 体 。 
7.3.2 ”有 关 函 数 介 绍 
j kstest2 函数 进行 Kolmogorov-Smirnov 检验 , 比较 两 个 样本 之 间 的 分 布 , 其 调用 格式 为 : 

@ 了 = kstest2(X1, X2) 进行 双 样 本 Kolmogorov-Smirnov 检验 ， 比 较 两 个 数据 向 量 XI1 和 
X2 中 值 的 分 布 。 该 检验 的 零 假 设 为 XI1 和 X2 具有 相同 的 连续 分 布 。 备 择 假设 为 它们 具有 不 
同 的 连续 分 布 。 如 果 分 布 相 同 ， 则 天 1; 否则 玫 0。 如 果 检 验 在 5 多 的 水 平 上 显著 ， 则 拒绝 假 


设 。 

















































































































对 于 每 个 潜在 的 x 值 , Kolmogorov-Smirnoy 检验 对 XI1 的 值 小 于 x* 的 比例 和 X2 的 值 小 于 
2X 的 比例 之 间 进 行 比较 。kstest2 天 数 使 用 所 有 x 值 中 的 最 大 差异 作为 它 的 检验 统计 量 。 在 数 
学 上 ， 它 可 以 写作 






























































max(| 天 ICx) 一 天 2(00)|) 
式 中 ，E1 为 XI 的 值 小 于 或 等 于 x 的 比例 ， 瑟 为 X2 的 值 小 于 或 等 于 x 的 比例 。 

@ H = kstest2(X1X2,alpha,taiD) 指定 显著 性 水 平 alpha 和 备 择 假设 的 代码 tail. 如 果 tail= 0 
《默认 选项 )， 则 kstest 进行 双边 检验 丽 #F2; 如 果 tail = -1， 则 备 择 假设 为 机 < 天 2 ;如果 
tail=1， 则 备 择 假 设 为 Fl > F2 。 检 验 统 计量 的 形式 取决 于 tail 的 值 : 

tail = 0: max( El) 一 天 2(00)) 

tail = -1 max( 天 2(O 一 天) 

tail = 1: max( 人 El) 一 天 2(00)) 

@ [H P KSSTAT，CV] = kstest2(X，cdf，alpha， taiD) 还 返回 观测 的 P 值 PP、 观 测 的 
Kolmosgorov-Smirnov 统计 量 KSSTAT 和 决定 KSSTAT 是 否 显著 的 临界 值 CV。 如 果 CV 的 返 
回 值 为 NaN， 则 kstest 函数 根据 假设 公式 计算 p 值 ， 而 不 是 通过 比较 KSSTAT 与 临界 值 来 确 
定 显著 性 。 


7.3.3 ”应 用 实例 
【 例 7-6】 现在 比较 等 间隔 小 样本 与 服从 正 态 分 布 的 大 样本 。 























































































































人 
Yy = Fanqn(20，1)，; 
[hvPrk]l = kstest2 (Xry) 
h = 

下 
下 二 

0.0403 
K = 

0.5714 

















从 计算 结果 可 以 看 出 , 二 者 的 分 布 差异 在 $ 多 的 水 平 上 是 显著 的 。 为 了 使 显示 差异 可 视 化 ， 
下 面 将 两 个 经 验 累 加 分 布 函数 琶 加 到 图 中 。Kolmogorov-Smirnov 统计 量 为 这 些 函数 之 间 的 最 
大 差异 。 改 变 某 条 曲线 的 颜色 和 线 型 以 后 ， 将 发 现 最 大 差异 位 于 xz = 1.9 附近 。 
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cdfp1lot (X) 

hold on 

cdqfplot (y) 

hh = findqobj(gca "type'，'1Line') 7 

Set (hn(1)，'1Linestyle' :rcolor'y rz') 
1 -3/7 

ans 一 

0.5714 





Empirical CDF 
攻 江 
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7-2 ”和 麦 加 两 个 经 验 累 加 分 布 函数 图 











【 例 7-7】 Lepley 曾 把 10 名 7 年 级 学 生 和 10 名 11 年 级 学 生 的 系统 学 习作 过 比较 。 他 假 
设 ， 在 学 习 同 一 个 课程 时 ， 较 年 轻 的 7 年 级 学 生 记 住 先 前 学 的 材料 比 11 年 级 学 生 要 差 一 些 。 
为 检验 此 假设 ， 他 将 两 个 组 在 该 课程 中 学 过 的 材料 的 前 一 半 所 犯错 误 的 百分比 进行 比较 ， 得 
到 如 下 数据 : 









































7 年 级 学 生 39.1 41.2 45.2 46.2 48.4 48.7 55.0 40.6 52.1 47.2 
年 级 学 生 35.2 39.2 40.9 38.1 34.4 29.1 41.8 24.3 32.4 32.6 








区 
由 





假设 7 年 级 学 生 犯 错误 的 百分比 比 11 年 级 学 生 的 要 高 一 些 。 


2 





X=[39.1 41.2 45.2 46.2 48.4 48.7 55.0 40.6 52.1 47.2] 7 
y=[35.2 39.2 40.9 38.1 34.4 29.1 41.8 24.3 32.4 32.6] "7 





























于 采用 单 侧 检 验 ， 需 要 指定 tail 值 。 


[hvpPprk]l = kstest2 (xryr0.05 1) 








Ph= 

0 
而 拓 

工 
K = 

0 


jp=0，p>0.05， 所 以 接受 零 假 设 ， 认 为 7 年 级 学 生 犯 错误 的 百分比 比 11 年 级 学 生 的 要 高 
一 些 ， 即 较 年 轻 的 7 年 级 学 生 记 住 先 前 学 的 材料 的 能 力 比 11 年 级 学 生 要 差 一 些 。 


e。 90。 

















7.4 Liliefors 检验 


7.4.1 基本 数学 原理 


Lilliefors 检验 评价 样本 X 服从 均值 和 方差 未 知 的 正 态 分 布 的 零 假 设 是 否 成 立 ， 对 应 的 备 
择 假设 为 和 不 服从 正 态 分 布 。 本 检验 比较 X 的 经 验 分 布 与 具有 相同 均值 和 方差 的 正 态 分 布 。 
它 近 似 于 Kolmogorov-Smirnoy 检验 ， 但 它 进 行 检验 时 ， 正 态 分 布 的 参数 是 从 对 的 估计 得 到 
的 ， 而 不 是 事先 指定 的 。 


7.4.2 ”有 关 函 数 介绍 


用 lillietest 函数 进行 正 态 分 布 的 Lilliefors 检验 ， 其 调用 格式 为 : 

e@ 了 H=lillietestCX) 对 输入 数据 向 量 不 进行 Lilliefors 检验 ， 返 回 假设 检验 的 结果 也。 如 果 
拒绝 不 服从 正 态 分 布 的 零 假 设 ， 则 大 1; 否则 三 0。 如 果 检 验 在 5% 的 水 平 上 显著 ， 则 拒绝 假 
设 。 

eH=llilietest(X alpha) 在 100*alpha% 的 水 平 上 ， 而 不 是 在 5 多 的 水 平 上 进行 Lilliefors 
检验 。alpha 必须 在 0.1 和 0.2 之 间 。 

e@ [HPLSTAT CV]=lillietest(X, alpha) 返回 3 个 其 他 输出 。P 为 检验 的 疡 值 ， 通 过 在 一 
系列 由 Lilliefors 创建 的 表 中 进行 插值 得 到 。LSTAT 为 检验 统计 量 的 值 。CV 为 确定 是 和 否 拒绝 
零 假 设 的 临界 值 。 如 果 LSTAT 的 值 位 于 Lilliefors 表 之 外 ， 则 了 中 返回 NaN 〈 空 值 ),， 但 开 显 
示 是 否 拒绝 假设 。 


7.4.3 ”应 用 举例 
【 例 7-8】 下 面 利用 carsmall 数据 检验 汽车 的 重 


oadq carsmal1 
[hnPlcl= 1111ietest(NWeight)， 
[hn P1Lcl] 
ans 一 
1.0000 0.0232 0.1032 0.0886 


Lilliefors 检验 的 统计 量 为 0.10317， 比 5 多 水平 检验 的 临界 值 0.0886 大 ， 所 以 拒绝 正 态 分 
布 的 假设 。 实 际 上 ， 本 检验 的 疡 值 接近 于 0.02。 
下 面 用 直方 图 显示 分 布 。 7-3 中 可 以 看 出 ， 直 方 图 从 2250 顶点 处 向 右 偏 竹 ， 频 率 向 
左 侧 急剧 下 降 ， 但 在 右 侧 则 是 缓慢 下 降 的 。 

hist(NWeight) 

有 时 对 变量 进行 转换 可 使 分 布 更 加 接近 正 态 。 利 用 对 数 转换 ， 可 使 向 右 侧 的 偏 斜 更 小 。 

[hnPlcl= 1i11ietest(LIog(NWeight)) 


总 于 及 二 
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0 0.13481 0.077924 0.0886 


现在 值 接近 于 0.13， 所 以 不 必 拒 绝 零 假 设 。 
利用 转换 以 后 的 数据 绘 直方 图 : 


hist(LIog(NWeight) ) 


























。 91]1。 





图 7-3 直方 图 





生成 的 图 形 如 图 7-4 所 示 。 





图 7-4 转换 数据 以 后 生成 的 直方 图 


【 例 7-9】 ”如果 一 个 矩形 的 宽度 和 长 度 的 比 接近 0.618， 则 称 为 黄金 矩形 。 这 种 斥 寸 的 矩 
形 使 人 们 看 上 去 有 良好 的 感觉 ， 现 代 的 建筑 构件 、 工 艺 品 等 都 采用 黄金 矩形 。 下 面 列 出 某 工 
亏 品 工 广 随机 取 的 20 个 矩形 的 宽度 与 长 度 的 比值 ,检验 该 工厂 生产 的 矩形 的 宽度 与 长 度 的 比 
值 是 否 服从 正 态 分 布 。 


0.693 0.749 0.654 0.670 0.662 0.672 0.615 0.606 0.690 0.628 
0.668 0.611 0.606 0.609 0.601 0.553 0.570 0.844 0.576 0.933 


在 命令 窗口 中 输入 下 面 的 命令 行 : 


Xx=[0.693 0.749 0.654 0.670 0.662 0.672 0.615 0.606 0.690 0.628... 
0.668 0.611 0.606 0.609 0.601 0.553 0.570 0.844 0.576 0.933] 
[hnPlcl= 1i111ietest(x) 7 


。92 。 


入 
Pb = 
0.0279 
1 = 
0.2127 
C = 
0.1900 





j=1，Pp<0.05， 所 以 拒绝 零 假设 ， 认 为 上 面 的 数据 不 服从 正 态 分 布 。 检 验 统计 量 =0.2127， 
拒绝 零 假 设 的 临界 值 等 于 0.190， 所 以 检验 统计 量 的 值 比 临界 值 大 ， 同 样 拒 绝 零 假 设 。 
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第 8 章 ，” 非 参数 检验 


非 参数 方法 可 以 广泛 应 用 于 社会 科学 、 行 为 科学 、 生 物 科 学 和 数理 科学 等 研究 领域 。 与 
参数 方法 相 比 ， 它 共有 分 布 自 由 、 可 用 于 按 数值 意义 讲 并 不 严格 但 有 一 定 等 级 顺序 的 资料 的 
分 析 以 及 计算 简单 三 大 优点 。 






















































































8.1 Kruskal-Wallis 检验 


8.1.1 基本 数学 原理 


该 检验 用 来 检验 大 个 独立 样本 是 否 来 自 不 同 总 体 ， 若 这 大 个 样本 服从 相同 分 布 ， 则 在 样 

本 容量 不 太 小 的 情况 下 ， 下 面 的 统计 量 鼠 服从 自由 度 二 1 的 入 分 布 : 
12 刀 民 

= 十 岂 ee 
式 中 ,，K 为 样本 数 ， 旋 为 第 六 个 样本 中 的 案例 数 ，N 为 所 有 样本 的 案例 数 之 和 ， 玉 为 第 7 个 样 
本 《〈 列 ) 中 的 秩 和 。 
该 法 是 Mann-Whitney U 检验 的 推广 ， 它 不 要 求 数 据 服 从 正 态 分 布 ， 因 而 在 一 定 情况 下 可 
以 代替 下 检验 。 


8.1.2 有关 函数 介 


可 用 kruskalwallis 函数 进行 单 因素 方差 分 析 的 Kruskal-Wallis 非 参 数 检验 ， 其 调用 格 
式 为 : 

e@ p=kruskalwallisCX) 进行 KKruskal-Wallis 检验 ， 比 较 闫 X 关 和 矩阵 不 的 列 均值 ， 其 中 ， 每 
一 列 代表 一 个 独立 样本 ， 包 含 普 个 相互 独立 的 观测 值 。Kruskal-Wallis 检验 是 典型 单 因 素 方差 
分 析 的 非 参 数 版 本 。 该 函数 返回 闷 中 的 所 有 样本 取 自 相同 总 体 〈 或 取 自 具有 相同 均值 的 不 同 
总 体 ) 的 零 假 设 的 概率 。 

如 果 疡 值 接近 于 0,， 则 可 以 怀疑 零 假 设 ， 认 为 至 少 有 一 个 样本 均值 与 其 他 样本 均值 之 间 有 
显著 差异 。 临 界 值 值 的 选择 决定 结果 是 和 否 “ 统 计 上 显著 ” 该 值 的 大 小 由 用 户 朋 友 给 定 。 一 
般 认 为 疡 值 小 于 0.05 或 0.01 时 ， 结 果 是 显著 的 。 

kruskalwallis 函数 显示 两 个 图 。 第 1 个 图 是 标准 方差 
分 析 表 ， 使 用 数据 的 秩 而 不 是 值 进行 计算 〈 见 表 8-1)。 
秩 通过 对 数据 从 小 到 大 进行 排序 来 获得 , 并 按 这 个 顺序 设 
置 数值 索引 号 。 
方差 分 析 表 的 入 口 是 一 般 平 方 和 、 自 由 度 和 其 他 秩 的 
计算 量 。 忆 统 计量 一 般 用 卡 方 统计 量 代 替 。P 值 衡量 卡 方 
统计 量 的 显著 性 。 

第 2 个 图 显示 束 的 每 一 列 的 箱 形 图 。 







































































































































































































































































表 8-1 小 样本 的 秩 表 


















































































































































es。 94。 





@ p=kruskalwallis(X, group) 当 X 为 矩阵 时 ， 对 于 X 中 样本 的 箱 形 图 , 用 group〔〈 一 个 字 


符 数组 或 单元 数组 ) ! 

















对 应 列 数据 的 标签 ， 





的 值 作为 标签 。group 中 的 每 一 行 包含 X ， 所 以 








group 的 长 度 必 须 与 和 中 列 的 个 数 相 同 。 
当 为 向 量 时 ，kruskalwallis 函数 对 X 中 的 样本 进行 Kruskal-Wallis 检验 。group 中 的 每 
































个 元 素 确定 X 具有 的 对 应 元 素 的 样本 ， 所 以 group 必须 与 X 具有 相同 的 长 度 。group ! 
的 标签 同样 用 于 标注 箱 形 图 。 

不 必 按 顺序 标注 样本 。 例 如 ， 如 果 X 包含 在 3 个 不 同 温 度 (-27C，65SC 和 110C) 上 得 
到 的 观测 值 ， 则 可 以 使 用 这 些 数值 作为 group 中 的 样本 标签 。 如 果 group 的 某 行 包含 一 个 空 的 
单元 或 空 的 字符 串 ， 则 X 





























证 








忽略 。 


@ p=kruskalwallisCX, group, displayopt) 当 'displayopt 设 置 为 on 时 , 激活 表 和 箱 形 医 
该 参数 设置 为 'off 时 ， 则 取消 显示 。 
@ [p, table] = kruskalwallis(.…) 在 单元 数组 表 中 返回 方差 分 析 表 〈 包 含 列 和 行 标签 )。( 可 


不 ; 














包含 
































以 在 Edit 菜单 ， 











@ [p,table, stats] = kruskalwallis(.….) 返 
@ Kruskal-Wallis 检验 对 所 有 样本 均值 相同 的 零 假 设 进行 评价 。 有 









































的 该 行 和 对 应 的 观测 值 被 忽略 。 输 入 | 





的 空 值 (NaN) 也 同样 被 














开 

















FS 








的 5 















































使 用 Copy Text 选项 来 将 方差 分 析 表 复制 为 文本 格式 。) 
回 stats 结构 ， 进 行 多 元 比较 检验 。 
时 进行 检验 ， 决 定 哪些 



























































均值 对 
此 类 检验 。 


:十 站 
、 
) 主 已: 











Kruskal-Wallis 检验 要 求 X 





显著 差异 是 很 可 取 的 。 通 过 提供 stats 结构 作为 输入 ， 可 以 使 用 multcompare 函数 进行 








中 数据 满足 下 面 一些 假 设 。 











) 除了 位 置 参数 可 能 不 同 ， 要 求 所 有 的 样本 具有 相同 的 连续 分 布 形式 ; 


@ 所 有 观测 值 相互 独立 ; 








典型 方差 分 析 对 分 布 的 要 求 比 第 一 个 条 件 更 高 一 要 求 样 本 总 体 服从 正 态 分 布 。 
8.1.3 应 用 实例 
































【 例 8-1】 ”用 anoval 函数 对 材料 强度 数据 进行 分 析 。3 种 不 同 合金 制 成 的 梁 的 强度 如 下 
所 示 : 
Strength = [82 86 79 83 84 85 86 871 74 82 78 75 76 77 79 
79- 了 7 8 82 79 
局 二 二 丰 区 二 半 辣 下 卫生 七 二 大 这 臣下 和 全 入 巷 直 元 下 有 人 天 三世 了 臣下 六 七 下 


这 一 次 我 们 试 着 进行 典型 方差 分 析 和 Kruskal-Wallis 方差 分 析 ， 忽 略 显 


了 人 二 站 于 业 下 天 二 二 下 六 间 下 二 大 辣 1 站 证 
"al2'r al2' al2'，， al2' al2'r al2 7 




















二 


验 都 





anoval (Strength alloyr "off') 


1.5264e-004 
KuUSkalwallis(strengthvalloyr 'off') 


QnsS 


ans 
0.0018 








尽管 根据 Kruskal-Wallis 检验 的 结果 ，3 种 合金 强度 差异 的 显著 性 要 稍 差 一 些 ， 但 7 


丙种 检 






































发 现 这 3 种 合金 的 强度 具有 显著 差异 。 一 种 很 : 
布 时 ， 典 型 方差 分 析 对 于 组 间 差 异 更 敏感 。 











型 的 情况 是 ， 当 数据 集 能 很 好 地 拟 合 正 





。 9S。 


为 了 理解 什么 时 候 使 用 非 参数 检验 更 合适 ， 现 在 看 看 当 数 据 不 服从 正 态 分 布 时 ， 检 验 如 
何 表现 。 用 一 个 异常 值 蔡 换 原 数 据 集中 的 一 个 数值 〈 将 强度 数据 中 的 第 20 个 数值 重新 定义 为 
120)， 然 后 进行 分 析 : 
Strength (20)=1201; 
anoval (Sttengthvalloyr "off') 





















































ans 王 

0.2501 
KuUSsSkalwallis (strengthvalloyr 'off') 
ans 王 

0.0060 


从 分 析 结 果 可 以 看 出 ， 典 型 方差 分 析 没 有 发 现 显著 差异 ， 但 非 参数 检验 过 程 发 现 了 。 这 
就 演示 了 非 参 数 过 程 的 一 个 特点 ， 即 对 于 较 小 的 样本 数据 ， 它 受 录 常 值 的 影响 较 小 。 




































































8.2 Friedman 检验 


8.2.1 基本 数学 原理 


该 法 检验 上 个 相关 样本 是 否 来 自 同 一 总 体 〈 是 否 有 显著 差异 )， 进 行 检验 时 ， 首 先 建立 一 

个 X 行 上 列 的 双向 表 ， 当 下 面 的 统计 量 近 似 服从 自由 度 为 二 1 的 x2 分 布 时 ， 认 为 秩 和 无 显著 
性 差异 ， 这 大 个 相关 样本 来 自 同一 总 体 ， 和 否则 香 定 零 假设 。 

2 本 

DC 3NCK+D 


式 中 ，N 为 行 数 ,， 大 为 列 数 ， 玉 为 第 六 列 的 秩 和 。 
8.2.2 ”有 关 函 数 介绍 


j friedman 函数 进行 二 因素 方差 分 析 的 Friedman 检验 ， 其 调用 格式 为 ; 

e@ p = friedman(X, reps) 进行 非 参 数 Friedman 检验 ， 比 较 X 的 列 均值 。Friedman 检验 与 
典型 二 因子 方差 分 析 相 似 ， 但 它 在 评价 可 能 的 行 效应 以 后 只 对 列 效应 进行 检验 。 它 不 检验 行 
效应 和 交互 效应 。 当 主要 研究 列 代表 的 数据 时 ， 最 好 使 用 Friedman 检验 。 

不 同 的 列 代 表 因 子 4 的 变化 。 不 同 的 行 代表 因子 如 的 变化 。 若 对 于 每 个 因子 的 组 合 ， 
一 个 以 上 的 观测 值 ， 则 输入 reps 表示 每 个 “单元 ”中 的 重复 测量 次 数 ， 它 必须 是 常数 。 

下 面 的 矩 阵 表 示 了 当 列 因子 4 有 3 个 水 平 ， 行 因子 如 有 两 个 水 平 ， 有 两 个 重复 测量 次 数 

(reps=2) 时 的 格式 。 脚 标 分 别 表示 行 、 列 和 重复 次 数 。 


XI11 Al21 XI31 
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XI12 XI21 Al31 


X211 221 。 屎 231 
X212 ”222 。 屎 232 
Friedman 检验 假设 模型 具有 下 面 的 形式 : 

X 尖 三 几 十 0 十 十 E 拓 


式 中 ，4 为 总 体位 置 参数 ，w 表 示 列 效应 ， 表示 行 效应 ，s 表 示 误 差 。 


s。 90。 

















该 检验 给 的 每 个 水 平 上 的 数据 评 秩 ， 检 验 4 的 不 同 水 平 。Friedman 检验 返回 的 己 1 
妥 设 可 疑 。 一 个 足够 小 的 疡 值 说 明 至 少 有 








零 假 设 的 疡 值 。 若 疡 值 接近 于 0， 则 认为 零 
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上 

















和 












































本 均值 与 其 他 列 样本 均值 之 间 有 显著 差异 ， 























子 4 有 主 效应 。 为 了 




















显著 "， 和 需要 确定 疡 值 。 该 值 


























Friedman 检验 还 生成 一 个 显示 方差 分 析 表 的 图 形 ， 
于 列 均值 之 间 存 在 差异 而 导致 的 变异 ; 由 
于 它 的 默认 值 1) 和 剩 下 的 不 能 解释 的 变异 性 。 






































方差 分 析 表 有 6 列 : 
第 1 列 显示 误差 来 源 ; 











第 2 列 显示 源 于 每 一 个 误差 来 源 的 3 
第 3 列 为 与 每 一 个 误差 来 源 相关 的 





用 户 朋 友 自 
































方 和 (SS ); 




















由 度 〈df); 














第 4 列 为 均值 平方 MS)， 它 是 误 关 平方 和 与 目 | 

















第 5$ 列 为 正统 计量 ， 它 是 均值 





















































价 所 有 列 效应 相等 的 假设 。 
8.2.3 ”应 用 实例 


【 例 8-2】 本 例 重 复 anova2 函数 的 例子 ， 应 用 Friedman 检验 。 
和 人 爆 玉米 花 方 法 的 数据 。popcorn 和 矩阵 的 列 为 品牌 (Gourmet、National 











方 和 的 比值 。 
第 6 列 为 玉 值 ， 它 是 已 的 函数 (fcdD。 当 环 增 加 
e@ p=friedman(X,reps,displayopt) 将 'displayopt 人 参数 设置 为 on' 时 , 激活 方差 分 析 表 的 显 
(默认 选项 ); 该 参数 设置 为 "o 邓 时 ， 则 取消 显示 。 
e@ [p,table] = friedman(.….) 在 数组 表格 中 返 
@ [p,table'stats] = friedman(.…) 返回 stats 结构 ， 用 于 进行 多 元 比较 检验 。Friedman 检验 评 








米花 方法 (Oil 和 Ain 。 该 研究 中 对 每 
示 在 装 爆 玉米 花 的 杯 上 。 


oad Popcorn 








Popcorn 
Popcorn = 
5.5000 4.5000 3 
5.5000 4.5000 4 
6.0000 4.0000 | 
6.5000 5.0000 4. 
7.0000 5.5000 5 
7.0000 5.0000 4 
P = friedqman (Popcorny 3) 
P = 


0.0010 


.5000 
.0000 
.0000 


0000 


.0000 
.5000 
























































加 方差 分 析 表 《包含 列 和 行 标签 )。 











重新 调用 爆 玉 米花 品牌 
和 Generic)， 行 为 爆 玉 
方法 爆 了 3 次 。 生 成 的 值 











个 品牌 的 爆 3 











D 值 等 于 0.001〈 很 小 )， 表 示 爆 3 


函数 的 结论 相 一 致 。 





Friedman 检验 表 如 图 8-1 所 示 。 可 参考 











米花 品 牌 对 爆 玉米 花 的 产 出 有 影响 。 该 结 























述 部 分 的 内 容 进行 阅读 。 











个 列 样 
决定 结果 是 否 是 “统计 上 
确定 。 一 般 地 ， 当 疡 值 小 于 0.05 或 0.01 时 ， 认 


它 将 秩 的 变异 性 分 为 两 部 分 或 三 部 分 : 
于 行 和 列 之 间 的 交互 作用 导致 的 变异 《〈 若 rteps 大 


示 











显 


论 与 anova2 


Figure No 1: Friedmnan” s Test - 口 |x| 
Eile Eqdit Yiew Insert Iools Vindow Help 


Frieqdman's ANOVA Tahle 
Chi-sd Prob>Chi-sd 


汉 49.875 3。.76 
0.0417 


12 1.3472 
17 





Testforcolumn effects afterrow effects are removed 





图 8-1 Friedman 方差 分 析 表 


8.3 ” 秩 和 检验 


8.3.1 基本 数学 原理 


秩 和 检验 可 检验 两 个 总 体 是 否 相 等 。 

设 (ZX 2 .…,Xa) 是 取 上 自 总 体 习 的 一 个 样本 ，( 矶 , 到 , .… 区) 是 取 自 总 体 了 的 一 个 样本 ， 
通过 比较 这 两 个 样本 的 大 小 来 比较 和 天 了 的 大 小 。 为 了 进行 比较 ， 首 先 将 两 个 样本 合 在 一 起 : 
人 
称 为 合 样本 。 它 的 秩 统计 量 记 为 Ri R2, ,Ron)。 当 关 1, 2, ., 太 时 ， 玉 表示 马 在 合 样本 

的 秩 ， 当 二 1 2, .于 时 ，Ro 表 示 苞 在 合 样本 中 的 秩 。Wilconxon 取 检 验 统 计量 


二 吉 
当 零 假设 成 立时 ，X 与 了 之 间 没 有 显著 差别 。 所 以 根据 样本 观测 值得 到 的 7 的 观测 值 
应 该 不 会 太 大 或 太 小 ; 如 果 上 + 太 大 或 太 小 ， 则 说 明 工 比 和 随机 地 小 或 随机 地 大 ， 拒 绝 零 假 设 。 


8.3.2 ”有 关 函 数 介绍 


用 ranksum 函数 进行 两 个 总 体 相 等 的 Wilcoxon 秩 和 检验 ， 其 调用 格式 为 : 

e@ p=Iranksum(x, y, alpha) 假设 x 和 y 为 取 自 相同 总 体 的 两 个 样本 ,对 它们 进行 秋 和 检验 ， 
返回 零 假 设 为 它们 相等 时 的 显著 性 概率 。x 和 y 为 向 量 ， 但 可 以 具有 不 同 的 长 度 ; 知 它 们 的 长 
度 不 相等 ， 则 x 必须 比 y 小 。alpha 是 必要 的 显著 性 水 平 ， 且 必须 为 0 和 1 之 间 的 标量 。 

@ [p,h] =ranksum(x, y alpha) 返回 假设 检验 的 结果 /7 若 x 和 y 没 有 显著 差异 , 则 瑚 为 0。 
若 它 们 有 显著 差异 ， 则 严 为 1。 

若 零 假设 为 真 ， 则 z 为 使 用 结果 与 使 用 数据 (x 和 y) 的 极端 程度 至 少 相 当 的 概率 。 若 忆 
于 0， 则 可 以 拒绝 零 假 设 。 

@ [p, h, stats] = ranksum(x, y, alpha) 返回 域 值 stats.ranksum， 其 值 等 于 秩 和 统计 量 。 对 于 
大 样本 而 言 ， 它 还 包含 stats.zval， 用 于 计算 疡 值 的 normal(Z) 统 计量 的 值 。 


8.3.3 ”应 用 举例 
【 例 8-3】 本 例 检验 用 poissrnd 函数 创建 的 两 个 样本 的 均值 是 否 相 等 。 


X = PoissrnQa(5v, 10v 1) ， 








也 






































Se 

































































| 





接近 












































y = poissrnadq(2v7， 20v1)， 
[Ph]l = zanksum(xryr0.05) 


es。 98。 


卫 


了 


0.0028 


下 


j=1,p<0.05， 所 以 拒绝 零 假 设 ， 认 为 两 个 样本 的 均值 不 相等 。 
【 例 8-4】 某 医 院外 科 用 两 种 手术 方法 治疗 情况 基本 相同 的 肝癌 患者 1 





机 方法 分 配 到 不 同 手术 组 。 每 例 手 术 后 生存 


月 数 有 否 闭 别 ? 





甲 法 2 3 5 6 
Z 法 378 8 





xX=[2 3.5 6 12]7 
y=[3 788 10 11]，; 





























12 


10 11 


[Ph]l = zanksum(xryr0.05) 
Pb = 

0.2727 
Ph = 


/=0,p>0.05， 所 以 接受 零 假 设 ， 认 为 两 种 手术 方法 的 术 后 生存 


8.4 符号 秩 检 验 
8.4.1 ”基本 数学 原理 





























1 例 。 患 者 采用 随 








月 数列 在 下 面 ， 试 比较 两 种 手术 方法 的 术 后 生存 














明 数 没有 显著 差别 。 














应 用 Wilcoxon 符号 秩 检验 法 进行 检验 时 ， 首 先 将 所 有 配对 数据 的 评分 差 按 绝对 值 大 小 评 


秩 ， 然 后 对 每 一 个 秩 附加 不 同 的 符号 ， 
的 评分 差 的 秩 。 如 果 两 个 相关 样本 等 价 〈 没 有 差别 )， 则 将 对 应 3 
分 别 求 和 以 后 ， 两 个 和 值 大 致 相等 。 



































负 





用 正 号 表示 来 自 正 的 评分 差 的 秩 ， 


























8.4.2” 关 函数 介绍 

















j Signrank 


函数 进行 吕 
e@ p = Signrank(x, y, alpha) 返 





P 值 相等 的 Wilcoxon 


符号 秩 检 验 ， 其 调用 格式 为 : 


























须 为 长 度 相 等 的 


则 天 为 0。 若 它 1 
若 零 假设 为 


问 量 。 




















alpha 为 必要 的 
e@ [p,h] = signrank(x, y alpha) 还 返回 假设 检验 的 结果 Rh。 若 x 和 y 的 中 
门 有 显著 差异 ， 则 疡 为 1。 

真 ， 则 疡 为 使 有 



































加 两 个 匹配 样本 x 和 y 的 中 值 相等 的 显著 ; 
显著 性 水 平 且 必须 为 界 于 0 和 1 之 间 


















































用 负 号 表示 来 
F 正 号 的 秩 和 对 应 于 负 号 的 秩 


的 标量 。 

















若 两 个 和 值 相 差 很 大 ， 则 两 个 样本 差异 较 大 。 


性 概率 。x 和 y 必 








值 没 有 显著 差异 ， 

















月 结 果 与 使 用 数据 (xz 和 ?y) 的 极端 程度 至 少 相当 的 概率 。 疡 根 



































据 反映 xz 和 y 的 对 应 元 素 之 间 的 差异 的 秩 值 进行 计算 。 若 己 接 近 于 0， 则 可 以 拒绝 零 假设 。 


@ [p, h, stats] = signrank(x, y, alpha) 还 返回 stats 结构 ， 包 含 字 段 stats.signedrank， 旧 


Ar 








们 二 








秩 统计 量 。 对 于 大 样本 ， 它 还 包含 stats.zval， 





8.4.3 ”应 用 实例 


【 例 8-5】 
相同 的 理 





本 例 检验 



































j DO 









































rmrnd 函数 生成 的 两 个 样本 的 均值 是 否 相 等 。 


论 均 值 和 不 同 的 标准 差 。 














值 为 














于 计算 产值 的 normal (Z) 值 。 








这 两 个 样本 具有 
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= normrna(0，1，20，1)，; 
Yy = normrnaq(0,， 27，20，1); 
[Ph]l = Signrank(xryr0.05) 
背 :三 
0.2568 
Ph = 
0 
由 于 p>0.05，j=0， 所 以 接受 原 假 设 ， 认 为 这 两 个 样本 的 均值 没有 显著 差异 。 
【 例 8-6】 经 两 种 处 理 方法 处 理 以 后 的 小 麦 ， 分 别 种 在 8 对 地 块 上 ， 收 成 如 下 : 
处 理 和 209 200 于 只 了 169 159 169 187 198 
处 理 B ”151 168 147 164 166 163 176 188 














假设 两 种 处 理 方法 没有 差异 。 


X=[209 200 177 169 159 169 187 198]:， 





y=[151 168 147 164 166 163 176 188]:; 
[Ph]l=signrank (xyr0.05) 
Pb = 
0.0313 
Ph = 
王 





j=1， 拒 绝 零 假设 ， 认 为 两 种 处 理 方法 在 0.05 的 水 平 上 存在 显著 差异 。 





8.5 ”符号 检验 
8.5.1 基本 数学 原理 








符号 检验 适用 于 局 





8 些 不 适合 用 定量 视 














上 量 而 能 将 每 一 对 的 两 个 成 员 互 相 分 出 等 级 的 问题 。 


进行 检验 时 ， 首 先 对 两 组 数据 进行 配对 和 评分 。 假 设 WA 和 Ns 为 配对 样本 内 样本 4 和 样本 妃 








的 训 


FF 分。 如果 NA>Ns 的 配对 数 与 Ne>N 的 配对 数 相等 ， 





观察 到 的 某 一 种 配对 数 过 少 ， 则 认为 两 个 样本 间 差 异 显著 。 


8.5 


























.2 ”有 关 函 数 介绍 
j signtest 函数 对 成 对 样本 进行 符号 检验 ， 其 调用 格式 为 : 

















e@ pD=signtest(x, y alpha) 返 加 




















在 本 例 中 ，signtest 函数 计 
日 必须 为 一 0 和 1 之 间 的 标量 。 











显著 性 





水 平 











则 瑚 为 0。 若 它们 有 显著 差异 ， 则 严 为 1。 
若 零 假 设 为 真 ， 则 疡 为 使 用 结果 与 使 用 数据 (xz 和 y) 的 极端 程度 至 少 相当 的 概率 。 
忆 根 据 反 映 x 和 的 对 应 元 素 之 间 的 差异 的 秩 值 进 行 计算 。 若 己 接 近 于 0， 则 可 以 拒绝 零 


假设 。 


| 





吕 























@ [p,h, stats] = signtest(x, y alpha) 返回 
对 于 大 样本 ， 它 还 包含 
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则 认为 两 个 相 





两 个 成 对 样本 x 和 y 的 中 值 相 等 的 显著 性 概率 .x 和 y 必须 
为 长 度 相等 的 向 量 。y 也 可 以 为 一 标量 。 
的 概率 。alpha 为 必要 的 
@ [p,h] = signtest(x, y, alpha) 还 返回 假设 检验 的 结果 刀 。 若 x 和 


代 ' 


2 








本 间 无 差异 。 如 果实 际 





x 的 中 值 与 常数 y 不 同 





y 的 中 值 没有 显著 差异 ， 





stats 结构 ， 包 含 域 值 stats.sign， 其 值 为 符号 统计 
stats.zval， 用 于 计算 疡 值 的 normal (Z) 值 。 


8.5.3 ”应 用 实例 


























【 例 8-7】 本 例 检验 用 normrmnd 函数 生成 的 两 个 样本 是 否 相等 。 这 两 个 样本 具有 相同 的 
里 论 均值 和 不 同 的 标准 差 。 


A 世 





X = normrnaq(0,，1v 20，1); 
Yy = normrnaq(0v2v 20，1)， 
[ph]l = Signtest (xyr0.05) 
b = 

0.8238 
Ph = 

0 


因为 p>0.0$, jp=0， 所 以 接受 原 假设 ， 认 为 这 两 个 样本 在 0.05 的 水 平 上 没有 显著 差异 。 
【 例 8-8】 在 一 成 对 实验 时 两 种 食物 喂养 的 猪 的 增 重 〈 磅 ) 数据 如 下 所 示 
饲料 R 25 30 28 34 23 25 27 35 30 28 32 29 30 

30 31 29 23 26 


饲料 B 19 32 21 34 19 25 25 31 31 26 30 25 29 
31 25 25 20 25 
假设 使 用 两 种 饲料 养 猪 的 效果 相同 。 
x=[25 30 28 34 23 25 27 35 30 28 32 29 30 30 31 29 23 26]; 
y=[19 32 21 34 19 25 25 31 31 26 30 25 29 31 25 25 20 25]; 
[Ph]l = Signtest (xyr0.05) 
pb = 
0.0213 
本 
1 


/=1，P<0.05， 拒 绝 零 假设 ， 认 为 两 种 饲料 养 猪 的 效果 在 0.05 的 水 平 上 有 显著 差 蜡 。 




















也 














v 
由 
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第 9 章 多 元 统计 


9.1 判别 分 析 














判别 分 析 在 生物 学 、 医 学 、 地 质 学、 石油 、 气 象 等 领域 得 到 较为 广泛 的 应 用 。 例 如 地 质 
人 员 需 要 根据 化 学 成 分 等 来 判别 采 到 的 矿石 属于 哪 一 种 矿 ， 气 象 工作 者 需要 根据 采集 到 的 数 
据 判断 近日 内 的 天 和 气 是 畏 、 是 阴 还 是 两 。 


9.1.1 基本 数学 原理 


判别 分 析 是 利用 原 有 的 分 类 信息 ， 得 到 体现 这 种 分 类 的 函数 关系 式 〈 称 之 为 判别 函数 ， 
一 般 是 与 分 类 相关 的 若干 个 指标 的 线性 关系 式 )， 然 后 利用 该 函数 去 判断 未 知 样品 属于 哪 一 
类 。 因 此 ， 这 是 一 个 学 习 和 预测 的 过 程 。 

常用 的 判别 分 析 方 法 有 距离 判别 法 、 费 鞭 尔 判 别 法 和 贝 叶 斯 法 等 。 根 据 处 理 变量 的 方式 
的 不 同 ， 又 可 以 分 为 典型 法 和 逐步 法 。 下 面 分 别 叙述 。 


1， 距离 判别 法 

距离 判别 法 有 欧 氏 距离 法 和 马 氏 距 离 法 等 。 欧 氏 距 离 法 比较 粗糙 ， 本 软件 中 采用 的 是 马 
氏 距 离 法 。 应 用 马 氏 距离 法 时 ， 首 先 要 计算 各 类 别 的 样本 指标 的 协 方差 矩阵 %， 然 后 利用 下 
式 计 算 马 氏 距 离 













































































































































































di =( 一 天 0) 一 TO 一 1 2 大 
该 法 没有 考虑 样本 指标 值 的 分 布 。 


2.， 费 歇 尔 判别 法 

该 法 以 费 鞭 尔 准 则 为 标准 评选 判别 函数 。 所 谓 费 歇 尔 准则 ， 指 的 是 较 优 的 判别 函数 应 该 
能 根据 待 判 对 象 的 ”个 指标 最 大 限度 地 将 它 押 属 的 类 与 其 他 类 区 分 开 来 。 一 般 应 用 中 多 采用 
线性 判别 函数 。 基 本 方法 是 首先 假定 判别 函数 〈 线 性 函数 )， 然 后 根据 已 知 信息 对 判别 函数 进 
行 训练 ， 得 到 函数 关系 式 中 的 系数 值 ， 从 而 最 终 确 定 判别 函数 。 该 法 有 时 会 使 误 判 次 数 增 加 ， 
但 由 于 采用 线性 判别 函数 ， 所 以 使 用 简便 。 


3.， 贝 叶 斯 判别 法 

贝 叶 斯 判别 法 是 一 种 概率 方法 。 它 的 好 处 是 可 以 充分 利用 先 验 信息 ， 可 以 考虑 专家 的 意 
见 。 应 用 该 法 需要 事先 假定 样本 指标 值 的 分 布 〈 如 多 元 正 态 分 布 等 )。 贝 叶 斯 判别 函数 的 表达 
式 如 下 所 示 :; 
















































































































































































下 (OO= 克 廊 CD 0D 0) 1 2， ,71 
式 中 ， 廊 Co ze …, 2) 表示 密度 函数 上 矿 在 待 判 对 象 的 个 指标 值 处 的 函数 值 。 当 
瑟 COO=maxFi(Oo) 1<j<77 


时 ， 认 为 x 属于 相应 类 中 的 任意 一 个 。 
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9.1.2 ”有 关 函 数 介 绍 


1. classify 函数 




















j classify 函数 进行 线性 判别 分 析 ， 其 调用 格式 如 下 ; 
@ class = classify(sample,training,group) 指定 sample 数据 的 每 一 行 到 训练 集 training 指定 
































的 一 个 类 中 。sample 和 training 必须 具有 相同 的 列 数 。group 向 量 包含 从 1 到 组 数 的 正 整 数 ， 


它 指明 训 


练 集中 的 每 一 行 属 于 那 一 个 类 。group 和 training 必须 具有 相同 的 行 数 。 该 函数 返回 



























































class, 它 是 一 个 与 sample 具有 相同 行 数 的 向 量 。class 的 每 一 个 元 素 指 定 sample 中 对 应 元 素 的 






































分 类 。 通 过 计算 sample 与 training 中 每 一 行 的 马 氏 距 离 ，Classify 函数 决定 sample 中 的 每 一 个 
行 属于 哪 一 个 分 类 。 
【 例 9-1】 











Joadq qiscrim 
Sample = Latings (1qx :) 7 
training = Latings (1:200，:) ， 
9 = group(1:200)， 
Class = Classify(samplertrainingrg9) 
first5 = ClLass(1:5) 
first5 = 
2 


[Ooitw 


2.mahal 函数 



































mahal 函数 计算 马 氏 距离 ， 其 格式 如 下 : 





e@ mahal(YX) 计算 X 和 矩阵 中 样本 至 Y 算 阵 中 每 一 个 点 〈 行 ) 的 马 氏 距离 。Y 的 列 数 必须 


等 于 X 的 列 数 ， 但 它们 的 行 数 可 以 不 同 。X 的 行 数 必须 大 于 列 数 。 












































马 氏 距离 是 一 个 源 于 空间 中 点 的 数据 集合 分 割 的 多 变量 度量 。 在 线性 判别 分 析 中 ， 它 是 











最 小 化 准 











则 。 














【 例 9-2】 计算 和 窍 阵 7 的 马 氏 距 离 ， 当 应 用 于 它 自 身 时 ， 可 以 找到 异常 值 。 























xz = mvnrnaqa([0 0]，[1 0.9;0.9 1]，100) ，; 
交工 99] 过 
Q mahal (rL) ; 
last6 = Q(96:101) 
ast6 = 

1.1036 
2.2353 
2.0219 
0 . 
于 有 


3876 
557 工 
5227381 











很 明显 ， 最 后 一 个 元 素 是 异常 值 。 
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9.1.3 ”应 用 综合 实例 



































































































































【 例 9-3】 我 国 山区 某 大 型 化 工厂, 在 广 区 及 邻近 地 区 挑选 有 代表 性 的 15 个 大 气 取样 点 ， 
每 日 4 次 同时 抽取 大 和 气 样品 ， 测 定 其 中 含有 的 6 种 气体 的 浓度 ， 前 后 共 4 天 ， 每 个 取样 点 每 
种 气体 实测 16 次 。 计 算 每 个 取样 点 每 种 气体 的 平均 浓度 ， 数 据 如 表 9-1 所 示 。 气 体 数据 对 应 
的 污染 地 区 分 类 如 表 中 最 后 一 列 所 示 。 现 有 两 个 取 自 该 地 区 的 4 个 气体 样本 ， 气 体 指标 如 表 
中 后 4 行 所 示 ， 试 判别 这 4 个 样品 的 污染 分 类 。 

表 9-1 ”大 气 样品 数据 表 


硫化 氧 


-氧化 硫 


环 氧气 琴 烷 





0.084 


0.031 


0.0081 





0.055 


0.100 


0.0220 





0.074 


0.041 


0.0071 





0.050 


0.110 


0.0250 





0.130 


0.079 


0.0580 





0.110 


0.070 


0.0500 





0.095 


0.058 


0.200 





0.090 


0.068 


0.220 





0.066 


0.029 


0.012 





0.076 


0.019 


0.010 





0.072 


0.020 


0.028 























.104 。 














令 窗 口 输入 下 面 的 命令 行 : 














training=[ 


.030 
.084 
.085 
.064 
.054 
.048 


0.056 0. 
0.040 
0.050 
0.045 
0.038 
0.030 
0 . 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


0 
0 
0 
0 
0 
034 0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


084 


.055 
.074 
.050 
.30 
. 工 0 
.095 
.090 
.066 
.076 
.072 
.065 
.089 


.031 
.100 
.041 
.1 工 0 
.079 
.070 
.058 
.068 
.029 
.019 
.020 
.022 
.062 


ep 站 症 生 vev 玫 op 二 生生 





和 


.038 
.110 
.048 
.100 
.170 
.160 
.160 
.180 
.320 
.300 
:7250 
.280 
.260 


和 





.008 
.022 
.007 
.025 
.058 
.050 
.200 
.220 
.012 
.010 
.028 
.021 
.038 


二 
0 
工 
0 
0 
0 


全 








.022 
.0073 
.020 
.0063 
.043 
.046 
.029 
.039 
.041 
.040 
.038 
.040 
.036 





0.045 0.092 0.072 0.200 0.035 0.032 

0.069 0.087 0.027 0.050 0.089 0.0211]， 
Group=[1 111122112222221]7; 
sample=[0.052 0.084 0.021 0.037 0.0071 0.022 

0.041 0.055 0.110 0.110 0.0210 0.0073 

0.030 0.112 0.072 0.160 0.056 0.021 

0.074 0.083 0.105 0.190 0.020 1.000]:; 
Class = Classify(samplertrainingr group) 


所 以 这 4 个 气体 样品 的 污染 地 区 分 类 分 别 为 第 1 类 、 第 1 类 、 第 2 类 和 第 2 类 . 

注意 : 对 于 样本 数据 的 每 一 种 分 类 ， 要 求 其 对 应 的 观测 案例 数 〈 即 training 的 行 数 ) 必须 
大 于 观测 的 变量 个 数 〈 即 training 的 列 数 )。 例 如 本 例 中 ， 变 量 个 数 为 6， 则 对 应 于 第 1 类 和 
第 2 类 的 观测 案例 数 必 须 大 于 6， 否则 将 出 错 。 


9.2 ”系统 聚 类 分 析 













































































在 实际 工作 中 ， 我 们 经 常会 遇 到 样品 或 指标 的 分 类 问题 。 根 据 事 先是 否 已 经 建立 类 别 ， 
分 类 问题 又 可 以 分 为 判别 分 析 和 聚 类 分 析 。 判 别 分 析 研 究 事先 已 经 建立 类 别 的 情况 ， 即 将 样 
品 或 指标 按 已 知 的 类 别 进行 归 类 。 聚 类 分 析 则 适用 于 事先 没有 分 类 的 情况 ， 即 如 何 将 样品 或 
旧 标 进行 分 类 的 问题 。 这 里 主要 介绍 聚 类 分 析 。 聚 类 分 析 包 含 的 内 容 很 广泛 ， 可 以 有 系统 聚 
类 法 、 动 态 聚 类 法 、 分 裂 法 、 最 优 分 割 法 、 模 糊 聚 类 法 、 图 论 聚 类 法 、 聚 类 预报 等 多 种 方法 。 


9.2.1 基本 数学 原理 


系统 聚 类 法 是 聚 类 分 析 中 应 用 最 为 广泛 的 一 种 方法 ， 它 的 基本 原理 是 : 首先 将 一 定数 量 
的 样品 或 指标 各 自 看 成 一 类 ， 然 后 根据 样品 《或 指标 ) 的 亲 玻 程度 ， 将 亲 玻 程度 最 高 的 两 类 
进行 合并 。 然 后 考虑 合并 后 的 类 与 其 他 类 之 间 的 亲 朴 程度 ， 再 进行 合并 。 重 复 这 一 过 程 ， 直 
至 将 所 有 的 样品 〈 或 指标 ) 合并 为 一 类 。 


1， 距离 和 相似 系数 
衡量 样品 或 指标 之 间 的 亲 下 程度 的 指标 有 两 种 ， 即 距离 和 相似 系数 。 距 离 是 将 每 个 样品 
看 成 是 严 个 变量 对 应 的 痛 维 空间 中 的 一 个 点 ， 然 后 在 该 空间 中 所 定义 的 ， 距 离 越 近 ， 则 亲密 
程度 越 高 。 相 似 系数 接近 于 1 或 -1 时 ， 认 为 样品 或 指标 之 间 的 性 质 比较 接近 ， 相 似 系数 接近 
于 0 时 ， 认 为 样品 或 指标 之 间 是 无 关 的 。 下 面 是 一 些 常 用 的 距离 和 相似 系数 及 其 定义 方法 。 


《1) 欧 氏 距离 
di = 六 Co -xD (人 了 = 12…, 门 
1=1 


d2 =( -xD 一) 













































































六 









































































































































































































































攻 


(2) 标准 化 欧 氏 距 ; 








[ 列 
下 


《3) 马 氏 距离 
。 105。 


= 人 一 JJVTCC 一 
(4) 布 洛克 上 距 ; 
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(5$) 切 比 雪夫 距离 


Qi (oo)=max| xx 一 X 关 | 人 了 =12…D 


《6) 明 可 夫 斯 基 距 离 
1/7 
-位 1 | 
六 1 


X， 一 邯 
注意 ， 当 P=1 时 ， 即 为 布 洛克 距离 ， 当 p=2 时 ， 为 欧 氏 距离 。 
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《8) 相关 系数 (相似 系数 ) 


广 . 一 
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ff (xs 一 元 )2].[ (xs 一 元 7)2]P0 
K=1 天 si 


2. 常用 的 聚 类 方法 
常用 的 聚 类 方法 主要 有 以 下 几 种 。 
(1) 最 短 距离 法 









































的 最 小 者 ， 即 


Do =mind 如 ECh，Xi <sC， 





(2) 最 长 距离 法 
与 最 短 距离 法 相反 ， 该 法 用 个 体 之 间 的 最 远 距 离 来 定义 类 与 类 之 间 的 距离 ， 即 











Di =maxfdu xsGiXr = 人 CI) 
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(3) 中 间距 离 法 

















该 法 在 定义 类 与 类 之 间 的 距离 时 ， 采 用 的 是 最 短 距 离 与 最 长 距离 之 间 的 中 间距 离 。 当 














该 算法 将 两 个 类 之 间 的 距离 定义 为 一 个 类 的 所 有 个 体 与 只 一 个 类 的 所 有 个 体 之 间 的 距 | 


以 " 

















两 类 GO 与 Gy 合并 成 新 类 G, 时 ， 任 一 类 G; 与 G, 之 间 的 距离 用 下 式 计 算 。 











式 中 ? 忆 i Di Don 分 别 为 Ci， Cnm， Cr 之 间 的 距离 。 
《4) 重心 法 
该 法 将 两 类 之 间 的 距离 定义 为 两 类 重心 之 间 的 距离 。 它 考虑 了 每 一 类 所 包含 的 相 








| 
ET 
EL 








品 数 ， 





每 一 类 重心 即 为 该 类 样品 的 均值 。 
。 106。 

















假设 类 Co 和 Gy 合并 成 C 以后， 它们 的 样本 数目 分 别 是 mw, mm 和 郊 =wz+ms。 则 C 与 其 他 





类 G 之 间 的 距离 为 


天 用 用 
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45) 离 差 平方 和 法 
































该 法 是 Ward 根据 方差 分 析 的 原理 得 到 的 。 如 果 分 类 比较 合理 ， 则 同类 样品 之 间 的 离 差 平 



































7117 十 用 7127 十 7 712; 十 用 








方 和 较 小 ， 类 与 类 之 间 的 离 差 平方 和 较 大 。 假 设 类 Cr" 与 类 Gy 合并 成 新 类 Cr， 则 C, 与 任 一 类 
G; 的 距离 递 推 公式 为 





利用 离 差 平方 和 分 类 的 效果 比较 好 ， 它 要 求 样 品 之 间 的 距离 必须 是 了 欧 氏 距离 。 





(6) 平均 联结 法 

















前 面 介绍 了 用 类 之 间 的 最 小 距离 、 最 大 距离 和 中 间距 离 等 联结 类 的 方法 ， 还 可 以 用 取 平 


















































平方 矩阵 ， 这 样 ， 和 天 阵 中 的 元 素 G 太 对 应 于 原始 数据 中 对 象 二 与 7 之 | 


可 以 是 下 面 字符 串 中 的 任意 一 个 : 
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， 数据 的 转换 























均 的 方法 联结 类 。 平 均 联 结 法 分 为 两 种 ， 即 组 间 平 均 联 结 法 和 组 内 平均 联结 法 。 
组 间 平 均 联 结 法 将 两 个 类 所 有 成 对 案例 〈 各 来 自 一 个 类 ) 间 的 平均 距离 作为 类 间距 离 ; 
要 求 该 距离 最 小 。 它 利用 了 两 个 类 中 所 有 成 对 案例 的 信息 。 
组 内 平均 联结 法 的 目的 则 是 要 使 产生 类 的 所 有 个 案 之 间 的 平均 距离 尽 可 能 地 小 。 




































































.，pdist 函数 
j pdist 函数 计算 观测 量 之 间 的 匹配 距离 ， 其 调用 格式 为 : 









































进行 聚 类 分 析 时 ， 各 变量 之 间 有 可 能 存在 不 同 量 纲 、 不 同 数量 级 的 情况 ， 因 此 存在 转换 
数据 的 必要 性 。 转 换 数 据 的 目的 是 使 这 些 变量 具有 可 比 性 。 常 用 的 数据 转换 方法 有 中 心 化 变 
换 、 极 差 正规 化 和 标准 化 等 。 


9.2.2 ”有 关 函 数 介 











@ Y=pdist(X) 计算 X 和 矩阵 中 配对 样本 的 欧 氏 距离 。X 为 一 到 X 半 的 矩阵 ， 可 以 看 做 大 小 


















































为 于 的 六 个 向 量 。 对 于 个 样本 组 成 的 数据 集合 ,将 有 (nr=-1D)Xza2 个 匹配 对 。.Y 为 长 度 (0m-1) 
X 712 的 向 量 ， 了 最 。 这 些 距 离 信 息 按 照 (1， 2)， (1， 3)， 9 
117)，.…，.….， (az-l 7 的 顺序 排列 。Y 也 常 称 为 相似 和 窍 阵 或 不 相似 矩阵 。 


(1，11)，(2，3)，.…，(2， 


为 了 节省 空间 和 计算 时 间 ，Y 用 向 量 的 格式 保存 。 但 可 以 用 squareform 函数 将 它 转化 为 











司 的 距离 。 


@ Y=pdist(X,metric) 使 用 metric 指 定 的 方法 计算 X 数据 窍 阵 中 对 象 之 间 的 距离 .metric' 





Euclid 一 一 人 距离 〈 默 认 选 项 ); 

准 化 欧 氏 距离 ; 

Mahal 一 一 避 必 距离 ; 

CityBlock 一 一 布 洛克 距离 ; 

'Minkowski 一 一 明 可 夫 斯 基 距 离 。 

@ Y=pdist(X,minkowski, p) 使 用 明 可 夫 斯 基 距 离 计算 X 数据 入 





























E 阵 吕 





对 象 之 间 的 距离 。p 
“107。 


为 明 可 夫 斯 基 距 离 计 算 过 程 ， 



























































的 早 次 ， 默 认 值 为 2。 


























【 例 9-4】 
X= [12; 13; 22; 31] 
X = 
于 2 
上 3 
2 2 
3 1 
Y = pdist (X "mahal ' ) 
Y 一 
2.3452 “2.0000 2.3452 1.2247 2.4495 “1.2247 
Y = pdist (X) 
于 ”到 
1.0000 1.0000 2.2361 1.4142 2.8284 1.4142 
Squareform(Y) 
aaTITS 一 一 
0 1.0000 1.0000 2.2361 
1.0000 0 1.4142 2.8284 
1.0000 4142 0 1.4142 
2.2361 2.8284 1.4142 0 
2. squareform 函数 
该 函数 将 pdist 函数 的 输出 重 定义 为 平方 矩阵 的 格式 。 调 用 格式 为 : 
e@ S = squareform(Y) 将 pdist 函数 返回 的 距离 信息 Y 重新 定义 为 平方 矩阵 的 格式 。 该 格 
式 中 ，SG, 旋 表示 原始 数据 中 关 观 测量 和 /7 观测 量 之 间 的 距离 。 
3. Linkage 函数 
利用 该 函数 创建 系统 聚 类 树 。 调 用 格式 为 : 
e。Z=linkage(Y) 使 用 最 短 距离 法 创建 一 个 系统 聚 类 树 。 输 入 矩阵 Y 为 pdist 函数 的 输出 ， 
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距离 向 量 ， 长 度 为 on-JD)Xzy2X1， 其 中 六 为 原始 数据 集合 中 的 对 象 数 。 


jmethod' 参 数 指定 的 算法 计算 系统 聚 





@ 2Z = lnkage(Y'method) 








些 取 值 : 
























































single 一 一 最 短 距 离 法 〈 默 认 选 项 ); 


complete 一 一 最 长 距离 法 ; 
average 一 一 平均 距离 法 ; 

















centroid 一 一 重心 距离 法 ; 

ward 一 一 平方 和 递增 法 。 

输出 2 为 一 包含 聚 类 树 信 息 的 (mwm-1) X3 的 矩阵 。 聚 类 系统 的 时节 点 《没有 次 级 节点 的 
节点 ) 为 原始 数据 集合 中 的 对 象 ， 从 1 到 和 编号。 这些 叶 节 点 构成 了 聚 类 树 的 基础 。 基 于 这 
些 叶 节点 ， 可 以 建成 更 高 的 类 。 每 一 个 新 生成 的 类 对 应 于 2 中 的 第 行 ， 并 指定 指数 zz+i， 其 
中 兽 为 初始 叶 节 点 的 总 个 数 。 

列 1 和 列 2， 即 ZG, 1:2)， 包 含 组 成 新 类 的 配对 对 象 的 指数 。 该 新 类 指定 指数 值 m+i。 有 

71 一 个 更 高 的 类 对 应 于 系统 聚 类 树 的 内 节点 。 

第 3 列 ， 即 20 3)， 包 含 每 一 个 第 行 类 中 配对 对 象 之 间 对 应 的 联结 距离 。 


。 108。 



















































































类 树 。'method' 可 以 有 下 


























例如 ,考虑 一 个 有 30 个 初始 节点 的 个 案 。 若 由 联结 函数 组 成 的 第 十 个 类 连接 对 象 5 和 对 象 
7, 并 且 它 们 的 距离 是 1.5, 则 2 的 第 10 行将 包含 值 (3, 7, 1.3)。 该 新 组 成 的 类 将 有 指数 10+30=40。 
若 类 40 在 后 面 的 行 中 显示 了 ， 则 意味 着 新 构成 的 类 又 被 合并 到 某 个 更 高 的 类 中 去 了 。 

【 例 9-S】 


驻 





















































[3 江天 3 
Padist (和 ) ; 


了 
2 = 1inkage(y) 
乙 


2.0000 5.0000 0.2000 
3.0000 4.0000 0.5000 
8.0000 6.0000 0.5099 
1.0000 7.0000 0.7000 
1I1.0000 .0000 1 工 .2806 


号 
12.0000 10.0000 1.3454 


4. dendrogram 函数 

该 函数 输出 冰 柱 图 ， 其 调用 格式 为 : 

@ 有 = dendrogram(Z) 生成 系统 聚 类 树 Z 的 冰 柱 图 .Z 是 一 个 Cm-1)X3 的 矩阵 , 由 linkage 
函数 生成 ， 其 中 六 是 原始 数据 集合 中 的 对 象 个 数 。 

冰 柱 图 是 由 许多 倒置 的 U 形 线 连接 系统 聚 类 树 中 的 对 象 绘 成 。 除 了 Ward 连接 , 每 一 个 U 
的 高 度 代 表 两 个 相连 对 象 之 间 的 距离 。 输 出 了 是 一 个 表示 线 的 句柄 的 向 量 。 

@ 了 于 = dendrogram(Z, p) 生成 只 有 项 部 P 个 节点 的 冰 柱 图 。 默 认 时 ，dendrogram 函数 使 
用 30 作为 p 的 值 。 当 有 30 个 以 上 的 初始 节点 时 ， 冰 柱 图 将 显得 很 拥挤 。 设 置 p=0， 显 示 所 有 

@ [H,T] = dendrogram(.…) 创建 一 个 冰 柱 图 ( 见 图 9-1)， 返 回 一 个 大 小 为 柬 的 向 量 T， 其 
中 包含 了 原始 数据 集合 中 每 一 个 对 象 的 聚 类 个 数 。T 提供 了 到 达 没 有 在 聚 类 树 中 显示 的 节点 
《因为 它们 位 于 的 阔 值 以 下 ) 的 途径 。 例 如 ， 为 了 找到 哪个 对 象 包含 在 冰 柱 图 的 叶 节 点 上 
中 ， 使 用 find(T== 句 函数 进行 查找 。 叶 节点 为 冰 柱 图 底部 的 节点 ， 它 们 下 面 再 没有 其 他 节点 。 
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图 9-1 冰 柱 图 
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当 原 始 数据 ， 


【 例 9-6】 
zand ( 
XX 三 工 
Y= Pd 
2Z= 】 
[也 ，T 
finad( 


2 

















"seedq'y 12) ; 
ndq(100，2) 

了 加 七 (次 7 让 工 本 DG 
nkage (Y， "average ' ) ; 
] = qendqrogram(2) ; 
IT==20) 


20 
49 
62 
65 
73 
96 














的 对 象 少 于 己 个 时 ， 所 有 的 对 象 都 会 显示 在 冰 柱 图 中 。 

















该 输出 显示 冰 柱 图 中 的 第 20 个 时 节点 包含 原始 数据 点 20, 49, 62, 65,73 和 96。 














5. cophenet 函数 

利用 该 函数 计算 Cophenetic 相关 系数 。 其 调用 格式 如 下 : 

@ c = cophenet(Z, Y) 计算 cophenetic 相关 系数 。 该 系数 比较 由 linkage 函数 生成 民 中 的 距 
离 信息 和 由 pdist 函数 生成 的 YY 中 的 距离 信息 。Z 是 一 个 On-JD)X3 的 和 矩阵， 距离 信息 在 第 3 
列 中 ， 了 为 一 大 小 为 Oox-DXmy2 的 向 量 。 

例如 , 给 定 一 距离 为 了 的 一 组 对 象 {1.2,…mz} ,linkage 函数 生成 一 个 系统 聚 类 树 。cophenet 
函数 衡量 该 分 类 的 下 曲 程度 ， 表 示 数 据 与 该 分 类 结构 的 拟 合 程度 。 























同 算 沪 























Z(, 3) 与 了 之 间 的 cophenetic 相关 系数 定义 为 : 
2 2 (及 一 ) 念 CC 一 2 
人 二 机 二 (21 一 ZJ 






































输出 值 c 为 cophenet 相关 系数 。 该 值 的 大 小 越 接 近 于 1 越 好 。 该 度量 可 以 用 于 比较 用 不 
得 到 的 分 类 解 。 











式 中 : 万 为 了 

















对 象 ; 和 对 象 / 之 间 的 昌 


z 分 别 为 了 和 Z(, 3) 的 平均 值 。 


【 例 9-7]】 


zand ( 


"Seedq'y 12) ; 











E 离 ; Z 为 Z,3)， 


对 象 ; 和 对 象 /之 间 的 距离 ， > 和 


X= [randq(10，3)7;randq(10，3)+17;randq(10，3)+2]; 








Y = pqdist (X) ; 
2 = 1inkage(Y 'centroid' ) ; 
C = Cophenet (2vY) 
c = 
0.6985 
6. cluster 函数 
使 用 cluster 函数 ， 


@ cluster(Z, cutoff) 根据 linkage 函数 入 











民 据 linkage 函数 的 输出 创建 聚 类 ， 
成 的 系统 聚 类 树 乙 来 创建 聚 类 。Z 乙 是 一 个 COz-1) 久 








其 调用 格式 如 下 : 





3 抢 阵 。 其 中 六 为 原始 数据 中 观测 量 的 个 数 。cutoff 是 一 个 临界 值 ， 它 决定 cluster 函数 怎样 
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创建 聚 类 。cutoff 值 决 定 cluster 函数 怎样 去 解释 它 。 
当 0 < cutoff < 2 时 ，cutoff 可 以 解释 为 非 连 续 系数 的 阔 值 。 非 连续 系数 表示 系统 聚 类 树 
P 对 和 象 之 间 的 差异 程度 。 若 某 联 结 的 不 连续 系数 大 于 阔 值 ， 则 cluster 函数 将 此 联结 作为 聚 类 
组 的 边界 。 
当 cutoff >= 2 时 ，cuto 任 可 解释 为 聚 类 的 最 大 个 数 。 
@ cluster(Z，cutoff，depth) 创建 源 于 聚 类 树 2Z 的 聚 类 。depth 变量 指定 系统 聚 类 树 的 水 平 
数 ， 并 包含 在 不 连续 系数 的 计算 中 。 当 指定 depth 变量 以 后 ，cutoff 变量 将 一 直 被 解释 为 不 连 
续 系 数 的 浆 值 。 
flag 变量 覆盖 cutoff 变量 的 默认 意义 。 若 flag 为 inconsistent， 则 对 于 不 连续 系数 而 言 ， 
cuto 企 可 以 解释 为 门槛 值 。 着 flag 为 'clusters'， 则 cutoff 是 最 大 分 类 数 。 
输出 了 是 一 个 大 小 为 六 的 向 量 ， 其 大 小 与 每 一 对 象 的 分 类 数 相等 。 用 find(T==i 来 找 出 
哪 一 个 源 于 原始 数据 集合 的 对 象 包含 在 第 字 个 类 别 中 。 
【 例 9-8】 用 pdist 函数 计算 随机 数 矩 阵 中 项 目 之 间 的 距离 ， 然 后 用 linkage 函数 计算 基 
于 和 矩阵 的 聚 类 树 。linkage 函数 的 输出 传 给 cluster 函数 。cutoff 值 表示 希望 将 所 有 项 目 分 为 3 
类 。 本 例 用 find 函数 列 出 所 有 归 为 第 2 类 的 项 目 : 
randq('seedq'，0) ，; 
X= [randq(10，3); randq(10，3)+1; zandq(10，3)+2]7， 
党 Padqist (X) ; 
乙 工 inkage (了 Y) ; 
IT = cluster(27，3) ; 
finadq(I == 3) 
及 一 
1 
12 
3 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
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7. clusterqata 函数 

利用 该 函数 ， 根 据 数 据 创 建 分 类 ， 其 调用 格式 如 下 ; 

@ 工 = clusterdata(X, cutof 根 据 数据 算 阵 X 创建 分 类 。X 为 一 既 Xz 的 和 矩阵， 六 为 观测 量 
个 数 ,为 变量 个 数 。cutoff 为 一 阀 值 ,决定 cluster 函数 如 何 创建 分 类 ,cuto 企 的 值 决定 clusterdata 
如 何 解释 它 。 

当 0 < cutoff < 1 时 ，cutoff 可 以 解释 为 不 连续 系数 的 阔 值 ， 不 连续 系数 为 系统 聚 类 树 
中 对 象 的 差异 程度 ， 知 某 联结 的 不 连续 系数 大 于 阅 值 ， 则 cluster 函数 用 该 联结 作为 分 类 的 
界限 。 

当 cutoff >= 1 时 ，cutoff 解释 为 系统 聚 类 树 中 分 类 的 最 大 个 数 。 

输出 了 是 一 个 大 小 为 于 的 向 量 ， 其 大 小 与 每 一 对 象 的 分 类 数 相等 。 

@ T= clusterdata(X, cutoff) 与 下 面 的 命令 行 意义 相同 : 
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让 Padqist (Xeucliadq' ) 
2 = 1inkage(Y'single'")， 
T = cluster(2 cutoftf) ， 


【 例 9-9】 本 例 首 先 创 建 一 个 随机 数 样本 数据 集合 ， 然 后 用 clusterdata 函数 计算 数据 集 
合 中 不 同 项 目 之 间 的 距离 ， 并 创建 一 个 源 于 数据 集 的 系统 聚 类 树 。 最 后 ，clusterdata 函数 将 数 
据 集合 中 的 项 目 分 为 3 类 。 本 例 用 find 函数 列 出 所 有 归 为 第 2 类 的 项 目 。 

rand('seed'，12); 
X= [randqa(10，3); zanadq(10，3)+1.2; trandq(10，3)+2.5); 
T = Clusterdqata(Xy， 3) ， 
findq(T == 2) 
ans 一 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 












































8. inconsistent 函数 

该 函数 计算 聚 类 树 的 不 连续 系数 ， 其 调用 格式 如 下 : 

e@ Y= inconsistent(Z) 对 于 系统 聚 类 树 Z 的 每 个 联结 计算 不 连续 系数 , 其 中 乙 为 (nm-ID)X3 
的 矩阵 ， 由 linkage 函数 生成 。 不 连续 系数 通过 对 聚 类 树 中 每 个 联结 的 长 度 与 系统 聚 类 树 上 同 
一 水 平 的 其 他 联结 的 平均 长 度 进行 比较 来 识别 联结 。 该 系数 的 值 越 大 ， 则 由 对 应 联结 联系 的 
对 象 的 相似 性 越 差 。 

e@ Y=inconsistent(Z,d) 计算 系统 聚 类 树 Z 中 可 每 个 联结 至 深度 d 的 不 连续 系数 ， 其 中 ， 
d 为 整数 ， 表 示 计 算 中 包含 的 聚 类 树 的 水 平 数 。 默 认 时 ，d=2。 输 出 YY 为 Cn-DX4 的 矩阵 ， 具 
表 9-2 示 出 的 格式 。 
















































































































































































表 9-2 Y 和 矩阵 各 列 的 描述 


描 述 
计算 中 包含 的 所 有 联结 长 度 的 均值 





计算 中 包含 的 所 有 联结 的 标准 离 差 
计算 中 包含 的 联结 个 数 
不 连续 系数 




















对 于 每 个 联结 二 不 连续 系数 的 计算 为 
7(K, 4) =(z(k,3) -了 (KE,D)/7(K,2) 
对 于 叶 节 点 《没有 次 级 节点 的 节点 )， 不 连续 系数 设置 为 0。 
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【 例 9-10】 


randq('seed'yv12); 
X = zandq(107， 2)，; 


瑟瑟 -中 :KK 
1 


.0423 
. 工 406 
. 工 63 
.2101 
.2054 
党 了 4 人 
2336 
52308: 
.4610 


一 了 避 二 二 避 避 已 


= Padist (X) ; 
= 1inkage (Y，'Ccentroid' ) ; 


.1047 


.0886 
.1762 
“3.7 
.2109 
.3728 


人 


9.2.3 ”应 用 综合 实例 


【 例 9-11】 为 了 研究 | 











每 个 国家 4 项 指标 ， 原 始 数据 见 表 9-3。 试 用 























inconsistent (2y 3) 


基 1 愉 乓 和 才 


.0000 0 
.0000 0 
.0000 0.7071 
.0000 0 
.0000 0.6792 
.0000 0.6568 
.0000 0.6408 
.0000 0.7989 
.0000 0.8004 








此 界 各 国 森 林 、 草 原 次 





























该 数据 对 国 别 进行 聚 类 





表 9-3 ”原始 数据 表 
森林 面积 (万 公顷 ) | 森林 歼 兰 率 (90) 


林木 蓄积 量 ( 亿 立 方 米 ) 


分 析 。 


草原 面积 (万 公顷 ) 
















































































罗马 尼 亚 











保加利亚 



















































































资源 的 分 布 规律 ， 共 抽取 了 21 个 国家 的 数据 ， 
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MATLAB 提供 了 两 种 方法 进行 聚 类 分 析 。 

一 种 是 一 次 聚 类 。 它 的 优点 是 可 利用 clusterdata 函数 对 样本 数据 进行 一 次 聚 类 。 其 缺点 
是 可 供用 户 选 择 的 面 比 较 窗 ， 不 能 更 改 距 离 的 计算 方法 。 

另 一 种 是 分 步 聚 类 。 可 以 分 以 下 步骤 进行 分 步 聚 类 ; 

@ 找到 数据 集合 中 变量 两 两 之 间 的 相似 性 和 非 相 似 性 ， 用 pdist 函数 计算 变量 之 间 的 距 
















































































六 ; 
@ 用 1linkage 函数 定义 变量 之 间 的 连接 ; 
@@ 用 cophenetic 函数 评价 聚 类 信息 ; 
由 用 cluster 函数 创建 聚 类 。 
下 面 分 别 介绍 这 两 种 聚 类 方法 。 















































1.， 一 次 聚 类 
在 命令 窗口 输入 下 面 的 命令 行 
X=[11978 12.5 93 .5 31908 
28446 30 .4 202 .0 23754 
2501 67.2 24.8 58 
1028 28 .4 14.0 599 
210 8.6 二 2 呈 1147 
1458 26.7 16.0 1288 
635 2 汪 。 尘 3.6 514 
32613 325 了 192 .8 2385 
10700 1 工 39 二 Us 45190 
92000 41 .1 841.5 37370 
458 35.8 59 168 
868 27.8 11.4 405 
161 17.4 全 129 
929 3623 11.4 640 
634 26:7 二 芋 3 447 
385 34.7 2.5 200 
6748 20s5 2920 1200 
2180 84.0 过 证 1200 
1490 16.1 0.8 2090 
4850 24.6 32.6 7450 
57500 67.6 238 .0 15900]， 
IT = Clustetrdata(Xr0.9) 
RE 
工 
工 
2 
3 
5 
6 
3 
工 
工 
10 
4 
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可 见 MATILAB 将 数据 集合 分 为 10 类 。 调 整 


人 寻找 变量 之 | 
j pdist 函数 计算 
函数 计算 欧 氏 距离 ， 可 以 指定 一 利 
日 zscore 函数 ) 进行 标准 


Y=pPqdqist (X) 




















好 先 将 数据 〈 有 


革 


OO Or 


分 步 聚 类 








1 工 .0e+004* 


Columns 
1.8376 
Columns 
1.3344 
Columns 
3.3761 
Columns 
3.5888 
Columns 
3.6601 
Columns 
354621 
Columns 
0.1922 
Columns 
0.1677 
Columns 
7236 
Columns 
0.0715 
Columns 
0.1301 
Columns 
4.5275 
Columns 
0.0963 


ColLumns 


工 


. 工 50 


.6172 


.6135 


.4583 


.0202 


.1908 


9098 


.0251 


.561 


.8682 


.6538 





司 的 相似 性 
相似 性 








nrougn 7 


.3230 


hroughn 工 


.0212 


hrough 


hrough 


上 hrough 


hrough 


hrough 


hrough 


hrough 


hrough 


hrough 


hrough 


hrough 








hrough 


3 


4 





矩阵 或 非 相似 性 人 
| 或 多 种 选项 
化 。 





3169 


.3766 


.2233 


5 


.6854 


.8681 


:8 


z 双 于 2 二 


.0812 


.0986 


.7845 


.010 


. 工 972 











E 阵 。 有 多 种 方法 





水 


攻 cutoff 值 ， 将 有 不 同 的 分 类 。 


可 以 计算 距离 。 默 





认 时 用 pdist 


《参见 函数 部 分 的 内 容 )。 进 行 计 算 之 前 一 般 最 


3.2935 


3.3405 


3.1609 


3.6243 


35593V 


3520097 


9.6969 


0.4398 


0.0402 


0.0107 


5.8509 


0.0992 


0.1590 





2377 


3905 


.5476 


5 二 77 


60287 


.1570 


.2046 


. 工 86 


.1636 


.0422 


.1256 


. 工 019 


.7827 


下 面 的 代码 返回 变量 之 间 的 距离 信息 。 


.3380 
:3L63 
.8255 
.7829 
.6637 
2537 
.1670 
.2270 
.5628 
037577 
.0763 
.0880 


.9160 





3.6020 


3.3444 


3.5138 


6.4999 


3.1297 


0.1613 


0.2342 


0.7756 


9.8126 


0.5752 


3.2427 


0.0819 


0.1130 


“]13， 
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这 二 5 4.4864 9.7470 0.1502 0.1062 0.1739 0 
Columns 99 七 hrough 105 
0.1177 0.1528 055294 0.0730 0.0803 0.7034 5 
Columns 106 七 nroud 于 2 
20323 4.5796 9.8522 0.0389 0.0257 0.0611 0 
Columns 113 tnhrough 119 
0.0068 0.0402 0.6151 0 上 692 0 793 0.8116 5 
Columns 120 七 nroud 126 
4.8088 6.8929 3 人 2L32 3.1807 3.253 潮 3 7333 3 
Columns 127 七 hnzoud 133 
3.2303 2.5893 3.0457 3.1125 2.8222 2.8320 8 
Columns 134 七 nroud 140 
4.6172 455852 4.6277 4.5609 4.5861 4.6157 4 
Columns 141 七 nzoud 工 47 
4.4808 4.4073 3.8191 三 二 公主 9.8816 9.8347 9 
Columns 148 tnhroud 154 
9.8202 9.8548 9.8872 9.2611 956833 9.7147 9 
Columns 155 七 nzoud 二 6 于 
4.0640 0.0474 0.0300 0.0667 0.0330 0.0080 0 
Columns 162 thnzoud 168 
0.2008 0.2182 0.8504 9 了 7 0.0759 0.0243 0 
Columns 169 七 nroud 175 
0.0525 0.5934 053535 OA96 0.8093 5.8714 0 
Columns 176 七 nroud 182 
0.0570 0.0236 0.6674 0.2287 0.2369 0.8694 5 
Columns 183 丰 hnroud 189 
050353 0.0700 0.5846 05 工 372 0 0.7858 5 
Columns 190 七 nzoud 196 
0.0351 0.6160 05 王 了 2 651853 8 汪 了 3 5.8929 0 
Columns 197 七 nroud 203 
0.2056 0.2 工 89 0.8515 55592434 0.4568 0.55333 0 
Columns 204 七 nroud 210 
5.2838 0.1129 0.6797 5.7240 0.6326 5.7688 5 
为 了 便于 阅读 ， 可 以 用 squareform 函数 将 距离 向 量 转化 为 矩阵 : 
Squareform(Y) 
ans = 
T 工 .0e+004x 
Columns 工 七 rough 1 
0 1.8376 3.3230 3.3169 3.2935 3.2377 3.3380 3.6020 1.3344 8.0212 
1.8376 0 3.5138 3.5888 3.6172 3.5116 3.6243 2.1771 2.7829 6.4999 
3.3230 3.5138 0 0.1570 0.2537 0.1613 0.1922 3.0202 4.5871 9.6969 
3.3169 3.5888 0.1570 0 0.0985 0.0812 0.0402 3.1636 4.5628 9.8126 
3.2935 3.6172 0.2537 0.0985 0 0.1256 0.0763 3.2427 4.5275 9.8682 
3.2377 3.5116 0.1613 0.0812 0.1256 0 0.1130 3.1175 4.4864 9.7470 
3.3380 3.6243 0.1922 0.0402 0.0763 0.1130 0 3.2033 4.5796 9.8522 
3.6020 2.1771 3.0202 3.1636 3.2427 3.1175 3.2033 0 4.8088 6.8929 
1.3344 2.7829 4.5871 4.5628 4.5275 4.4864 4.5796 4.8088 0 8.1679 
8.0212 6.4999 9.6969 9.8126 9.8682 9.7470 9.8522 6.8929 8.1679 0 


.0837 


.7916 


.0320 


:8910 


.2038 


4iL679 


.4167 


.9106 


.2147 


.6374 


.0238 


.0923 


.9469 


.8593 


.6441 


.6532 


.3324 


3.3766 
3.6601 
0.2046 
0.0715 
0.1010 
0.1502 
0.0389 
3,.2232 
4.6172 
9.8816 



























































3.3766 3.6601 0.2046 0.0715 0.1010 0.1502 0.0389 3.2232 4.6172 9.8816 0 
3.3405 3.6135 0.1670 0.0251 0.0992 0.1062 0.0257 3.1807 4.5852 9.8347 0.0474 
3.3905 3.6854 0.2342 0.0986 0.1019 0.1739 0.0611 3.2531 4.6277 9.9106 0.0300 
3.3163 3.5937 0.1677 0.0107 0.0880 0.0837 0.0320 3.1733 4.5609 9.8202 0.0667 
3.3444 3.6287 0.1908 0.0422 0.0819 0.1177 0.0068 3.2038 4.5861 9.8548 0.0330 
3.3761 3.6637 0.2121 0.0757 0.0963 0.1528 0.0402 3.2303 4.6157 9.8872 0.0080 
3.1150 3.1297 0.4398 0.5752 0.6538 0.5291 0.6151 2.5893 4.4167 9.2611 0.6374 
3.2233 3.4621 0.1186 0.1301 0.1972 0.0730 0.1692 3.0457 4.4808 9.6833 0.2008 
3.1609 3.4583 0.2270 0.1561 0.1590 0.0803 0.1793 3.1125 4.4073 9.7147 0.2182 
2.5476 2.8681 0.7756 0.7845 0.7827 0.7034 0.8116 2.8222 3.8191 9.2147 0.8504 
4.8255 3.0097 5.7236 5.8509 5.9160 5.7916 5.8910 2.8320 5.5210 4.0640 5.9172 
Columns 12 thrzough 21 
3.3405 3.3905 3.3163 3.3444 3.3761 3.1150 3.2233 3.1609 2.5476 4.8255 
3.6135 3.6854 3.5937 3.6287 3.6637 3.1297 3.4621 3.4583 2.8681 3.0097 
0.1670 0.2342 0.1677 0.1908 0.2121 0.4398 0.1186 0.2270 0.7756 5.7236 
0.0251 0.0986 0.0107 0.0422 0.0757 0.5752 0.1301 0.1561 0.7845 5.8509 
0.0992 0.1019 0.0880 0.0819 0.0963 0.6538 0.1972 0.1590 0.7827 5.9160 
0.1062 0.1739 0.0837 0.1177 0.1528 0.5291 0.0730 0.0803 0.7034 5.7916 
0.0257 0.0611 0.0320 0.0068 0.0402 0.6151 0.1692 0.1793 0.8116 5.89101 
3 和 807 3 2531.3 汪 /3 2038 .352303…235589971 3.0457 浊 计 业 25 2822228320 
4.5852 4.6277 4.5609 4.5861 4.6157 4.4167 4.4808 4.4073 3.8191 5.5210 
9.8347 9.9106 9.8202 9.8548 9.8872 9.2611 9.6833 9.7147 9.2147 4.0640 
0.0474 0.0300 0.0667 0.0330 0.0080 0.6374 0.2008 0.2182 0.8504 5.9172 
0 0.0759 0.0243 0.0238 0.0525 0.5934 0.1535 0.1796 0.8093 5.8714 
0.0759 0 0.0923 0.0570 0.0236 0.6674 0.2287 0.2369 0.8694 5.9469 
0.0243 0.0923 0 0.0353 0.0700 0.5846 0.1372 0.1555 0.7858 5.8593 
0.0238 0.0570 0.0353 0 0.0351 0.6160 0.1721 0.1853 0.8174 5.8929 
0.0525 0.0236 0.0700 0.0351 0 0.6441 0.2056 0.2189 0.8515 5.9234 
0.5934 0.6674 0.5846 0.6160 0.6441 0 0.4568 0.5333 0.6532 5.2838 
0.1535 0.2287 0.1372 0.1721 0.2056 0.4568 0 0.1129 0.6797 5.7240 
0s1796.50522369 -0555. 0853 二 052189 0.53337 0 1H129- 05026326. -5.688 
0.8093 0.8694 0.7858 0.8174 0.8515 0.6532 0.6797 0.6326 0 5.3324 
5.8714 5.9469 5.8593 5.8929 5.9234 5.2838 5.7240 5.7688 5.3324 0 

《2) 定义 变量 之 间 的 连接 

数据 中 变量 之 间 的 近似 性 计算 出 来 以 后 ， 使 用 linkage 函数 就 可 以 决定 数据 集合 中 哪 一 些 

变量 可 以 归 入 到 某 类 中 。 该 函数 利用 pdist 函数 生成 的 距离 信息 ， 连 接 相 近 的 成 对 变量 形成 二 
































分 类 。linkage 函数 然后 将 新 生成 的 类 与 其 他 变量 相连 接生 成 更 大 的 类 ， 直 到 原始 数据 中 所 有 





的 变量 被 连接 到 系统 聚 类 树 中 。 





2=Inkadg 
0 





e(Y) 


1 .0e+004r* 
0.0007 


人 


.0011 
.0004 
.0023 
.0022 
.0024 








0 








.0015 
.0016 
.0014 
.0013 
.0012 
.0026 


0 





.0068 
.0080 
.0107 
.0236 
.0238 
.0243 








“由 re 


0.0027 0.0025 0.0330 
0.0006 0.0018 0.0730 
0.0028 0.0005 0.0763 
0.0029 0.0019 0.0803 
0.0030 0.0031 0.0812 
0.0003 0.0032 0.1186 
0.0033 0.0017 0.4398 
0.0034 0.0020 0.6326 
0.0001 0.0009 1.3344 
0.0036 0.0002 1.8376 
000DS3 汉 0.0008 全 : 汪 3 
0.0038 0.0035 2.5476 
0.0039 0.0021 2.8320 
0.0040 0.0010 4.0640 








输出 信息 中 ， 每 1 行 代 表 一 次 连接 ， 前 两 列 代表 连接 的 变量 ， 第 3 列 代 表 连 接 对 象 之 间 
的 距离 。 例 如 ， 首 先 国 家 7 和 国家 15 相连 接 ， 形 成 新 类 22， 它 们 之 间 的 距离 是 68;， 然后 国 
家 16 和 国家 11 相连 ， 形 成 新 类 23， 它 们 之 间 的 距离 为 80， 比 前 一 组 略 大 ; 接着 ， 国 家 4 和 
昨 家 14 相连 ， 形 成 新 类 24， 第 4 步 则 是 新 类 23 与 国家 13 相连 ， 形 成 新 类 25， 依 次 类 推 
后 新 类 40 和 国家 10 相连 ， 形 成 整个 系统 。 整 个 输出 信息 展示 了 聚 类 的 过 程 。 
(3) 评价 聚 类 信息 
连接 变量 生成 聚 类 树 以 后 ， 可 能 想 修 改 聚 类 树 或 希望 了 解 变量 连接 的 更 多 信息 。 下 面 分 
别 予 以 介绍 。 

G) 修改 聚 类 树 : 衡 量 通过 linkege 函数 生成 的 聚 类 信息 的 有 效 性 的 一 种 方法 是 将 它 与 pdist 
函数 生成 的 原始 相似 数据 对 比 。 如 果 有 效 ， 则 二 者 强 相 关 。cophenet 函数 比较 这 两 组 值 ， 并 
且 计算 它们 的 相关 性 ， 返 回 cophenetic 相关 系数 。 该 值 越 接近 于 1， 表 示 聚 类 效果 越 好 。 
可 以 通过 cophenetic 相关 系数 来 比较 用 不 同 距 离 计 算 方 法 或 聚 类 算法 对 同一 套数 据 得 到 
的 聚 类 结果 。 对 于 本 例 : 

C=Ccophenet (2vY) 
C = 
0.9393 

将 pdist 函数 中 距离 的 计算 方法 分 别 指定 为 “Mahal”%“SEuclid” 和 “CityBlock” 重新 计 
算 pdist 函数 以 后 ， 用 cophenet 函数 计算 ， 得 C 值 分 别 等 于 0.7486、0.8018 和 0.9291。 均 小 于 
距离 为 欧 氏 距离 时 的 计算 结果 ， 所 以 使 用 默认 设置 时 的 效果 最 佳 。 

@ 了 解 与 聚 类 连接 相关 的 更 多 信息 : 决定 数据 集合 中 聚 类 的 方法 之 一 是 比较 聚 类 树 中 每 
一 连接 的 长 度 与 相 邻 次 一 级 连接 的 长 度 。 如 果 二 者 相近 ， 则 表示 在 此 水 平 上 变量 之 间 是 相似 
的 ， 这 些 连 接 被 认为 具有 较 高 水 平 的 连续 性 ;如 果 二 者 不 相近 ， 则 表示 聚 类 树 中 变量 之 间 不 
相似 ， 称 为 该 连接 与 周围 是 不 连续 的 。cluster 函数 用 不 连续 性 的 度量 决定 在 哪里 对 数据 进行 
分 类 。 

下 面 的 命令 行 生 成 聚 类 树 : 


qendqrogram(2) 
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ans 王 
99.0009 
101.0009 
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102.0004 
103.0004 
104.0004 
105.0002 
106.0002 
107.0002 
108.0002 
109.0002 
110.0002 
111.0002 
112.0002 
113.0002 
114.0002 
115.0002 
116.0002 
117.0002 
118.0002 
119.0002 























次 序 。 该 图 可 以 与 linkage 函数 的 计算 结果 相对 应 。 
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图 9-2 ”本 问题 的 冰 柱 图 











系统 聚 类 树 中 每 一 个 连接 的 相对 连续 性 可 用 不 连续 必 
接 的 长 度 与 相 邻 连接 长 度 的 均值 。 若 该 变量 与 周围 变量 连续 ， 则 不 








二 
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系数 来 定 








反 。 


























-是 . 十: 
里 公 
连续 


图 9-2 中 纵 轴 为 变量 之 间 的 距离 ， 横 轴 为 聚 类 变量 。 聚 类 树 从 左 到 右 反 映 了 聚 类 的 先后 


达 ， 该 函数 比较 某 连 
性 系数 较 低 。 反 之 则 

















j inconsistent 函数 生成 聚 类 树 每 一 连接 的 不 连续 系数 表 。 该 函数 比较 每 一 连接 与 以 下 两 


个 水 平 的 连接 ， 称 为 比较 的 深度 。 用 该 函数 可 以 指定 其 他 深度 。 聚 类 树 底 部 的 对 象 称 为 叶 








点 ， 不 连续 系数 为 0。 
I=1inconsistent (2) 
过 
1.0e+004r* 
0.0068 0 0.0001 0 





。119。 
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.0080 
.0107 
.0158 
“9015 
.0196 
.0270 
.0730 
.0546 
.0766 
.0793 
40399 
:237.92 
.5362 
.3344 
.5860 
.0074 
.7858 
.6898 
.4480 
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计 | 


和 





中 所 包含 的 连接 数 ,第 
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让 








0 0.0001 

0 0.0001 
.0110 0.0002 
.0120 0.0002 
.0077 0.0003 
.0053 0.0003 

0 0.0001 
.0306 0.0002 
.0052 0.0002 
.0026 0.0003 
.0265 0.0002 
.2271 0.0002 
.1363 0.0002 

0 0.0001 
.3559 0.0002 
.2401 0.0002 
.0157 0.0003 
.2011 0.0002 
.8711 0.0002 





4 列 为 不 
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(4) 创建 聚 类 
创建 二 分 聚 类 树 以 后 ， 可 以 用 cluster 函数 将 系统 分 成 更 大 的 类 。 有 两 种 方式 创建 聚 类 : 


G 找到 原始 数据 集合 的 自然 分 界 : 如 果 月 























司 家 15 相连 ， 
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1 列 为 所 有 连接 长 度 的 均值 ， 





0 
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.0001 
.0001 
.0001 
.0001 
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.0001 
.0001 
.0001 
.0001 
.0001 
.0001 
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.0001 
.0001 
.0001 
.0001 
.0001 








第 2 列 为 所 有 连接 长 度 的 标准 差 ， 第 3 列 为 计 








连续 系数 。 该 输出 信息 可 以 与 lnkage 函数 的 输出 对 照 阅读 ， 
因为 二 者 均 为 叶 节 点 ， 所 以 不 连续 系数 为 0。 























明 cluster 函数 对 数据 进行 分 类 ， 指 定 一 个 不 连续 








系数 0.9 作为 cutoff 参数 值 ， 则 cluster 函数 将 所 有 变量 分 为 10 类 ， 如 下 所 示 。 


。 120。 
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[=ClLuster (27 


0 





6 
8 
9 

如 果 选 择 不 连续 系数 0.7 作为 cutoff 参数 的 值 ， 则 所 有 数据 分 为 16 类 。 


T=Ccluster (2，0.7) 























ts 


0 


上 上 上 
小 Fw 


二 3 
@ 通过 指定 类 数 进行 聚 类 : 如 果 将 所 有 变量 归 为 3 类 , 将 cutoff 参数 设置 为 3, 用 cluster 
函数 进行 分 类 。 


T=C1lustezr (27 3) 



































上 上 上 FF 
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9.3 K 均值 聚 类 





开 均 值 聚 类 与 系统 聚 类 有 所 区 别 。 进 行 玉 均值 聚 类 时 ， 函 数 kmeans 将 数据 中 的 观测 量 分 
成 玉 个 相互 排斥 的 类 ， 并 返回 一 个 指数 向 量 。 与 linkage 函数 所 使 用 的 系统 聚 类 方法 不 同 ， 
kmeans 函数 不 用 树 结构 描述 数据 中 的 组 ， 而 是 创建 单一 水 平 的 类 。 另 一 个 不 同 在 于 ， 玉 均值 
聚 类 使 用 实测 值 ， 而 不 是 它们 的 近似 值 。 

这 些 不 同意 味 着 kmeans 函数 对 于 大 量 数据 的 分 类 问题 更 合适 。kmeans 函数 认为 数据 ! 
的 每 个 观测 量 在 空间 中 有 一 个 位 置 。 它 通过 寻找 数据 之 间 的 一 种 关系 ， 即 每 一 类 中 的 对 象 过 
间 靠 得 尽 可 能 地 近 ， 类 与 类 之 间 的 对 象 离 得 尽 可 能 地 远 ， 从 而 能 更 容易 地 实现 类 的 划分 。 可 
以 从 $ 种 不 同 的 距离 度量 中 间 进 行 选择 ， 根 据 数 据 类 型 的 不 同 采 用 不 同 的 距离 。 在 划分 过 程 
中 ， 每 一 类 由 它 的 成 员 对 象 和 它 的 质心 或 中 心 定 义 。 每 一 类 的 质心 是 各 对 象 到 该 点 的 距离 之 
和 最 小 的 点 。 对 于 不 同 的 距离 度量 方法 ,kmeans 计算 质心 的 方法 也 不 同 。 对 于 所 有 分 类 ,kmeans 
使 用 一 种 欠 代 算法 ， 使 每 一 个 对 象 到 它 的 质心 的 距离 的 和 最 小 。 该 算法 在 各 类 之 间 移 动 对 象 ， 
直到 和 不 能 再 减 小 为 止 。 在 分 类 过 程 中 ， 可 以 通过 设置 一 些 可 选 参数 进行 更 多 的 控制 ， 包 括 
设 定 质心 的 初 值 和 迭代 的 最 大 次 数 等 。 

本 例 通 过 比较 将 一 套 四 维 数据 分 为 3 类 、4 类 和 5 类 的 结果 来 获得 可 能 的 分 类 结果 。 

注意 : 因为 本 例 中 的 每 一 个 部 分 按 顺 序 生 成 随机 数 ， 即 ， 在 设置 新 的 随机 数 种 子 的 情况 
下 ， 必 须 按 次 序 复 制 下 面 的 所 有 步骤 。 如 果 不 按 步 骤 进 行 ， 虽 然 结 果 一 致 ， 但 中 间 结 果 ， 如 
夺 代 次 数 或 轮 廊 图 的 次 序 可 能 会 不 同 。 
第 1 步 ， 装 载 数据 。 


oad kmeansdatay; 





































































































































































































































































































































































































Size(X) 
ans 王 
560 4 


尽管 这 些 数据 是 四 维 的 ， 很 难 可 视 化 ,但 通过 kmeans 函数 可 以 控 察 到 存在 于 它们 中 间 的 
分 组 结构 。 将 kmeans 函数 的 k 参数 设 为 3， 指定 将 数据 分 为 3 类 。 对 于 本 例 ， 指 定 用 城市 街 
区 的 距离 进行 度量 。 使 用 随机 选取 的 数据 点 的 重心 作为 初始 化 的 重心 。 
idx3 =kmeans(X,3,"distance', city ); 
要 知道 分 类 结果 的 合理 程度 ， 可 以 使 用 kmeans 函数 的 分 类 指数 输出 绘制 轮廓 图 。 轮 廓 图 
用 分 类 指数 显示 每 个 点 的 接近 程度 。 轮 廓 图 演示 某 类 中 的 每 个 点 与 相 邻 类 的 中 点 的 接近 程度 。 
该 度量 界 于 1 和 -1 之 间 。 等 于 +1 时 ， 表 示 点 与 相 邻 类 中 的 点 的 距离 很 还， 等 于 0 时 ， 表 示 该 
点 的 类 属 关 系 还 不 明确 ; 等 于 -1 时 ， 表 示 该 点 的 分 类 可 能 是 错误 的 。silhouette 函数 在 第 1 个 
输出 参数 中 返回 这 些 值 。 
[silh3,Ph] = Silhouette (X idqx3， City') 7 


XlLabel('Silhouette Value ') 
ylabel("ClLuster ') 
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生成 的 三 分 类 轮廓 图 如 图 9-3 所 示 。 





CIUster 





0 0.2 0.4 0.6 0.8 
Silhouette YalUue 


图 9-3 三 分 类 的 轮廓 图 


从 轮廓 图 中 可 以 看 出 ， 第 3 类 中 的 大 部 分 点 的 silouette 值 比 较 大 〈 大 于 0.6) 表示 该 类 在 
某 种 程度 上 区 分 于 相 邻 的 类 。 但 是 ， 第 2 类 包含 了 许多 具有 较 低 silhouette 值 的 点 ， 而 且 第 1 
类 包含 了 少数 几 个 具有 负 值 的 点 ， 表 示 这 两 个 类 的 区 分 不 是 很 好 。 

第 2 步 ， 确 定 正 确 的 分 类 个 数 。 

增加 分 类 个 数 , 看 kmeans 函数 能 否 找到 一 个 更 好 的 数据 分 类 。 这 次 ， 使 用 可 选 的 display" 
参数 来 打印 每 次 友 代 的 信息 。 


idqx4 = kmeans (Xr4，'qist'rrcity'，， display'v'iter')， 

















Iter Phase ”num Sum 
工 工 560 2897.56 
多 工 53 2736567 
3 工 50 2476.78 
4 工 102 1779.68 
避 工 与 1771 .1 
6 2 0 二 7 
6 iterations，total sum of qistances = 1771 .1 





注意 : kmeans 函数 重新 指定 类 间 的 点 并 重新 计算 类 的 重心 时 ， 距 离 的 总 和 随 迭 代 次 数 的 
增加 逐渐 减 小 。 在 本 例 中 ， 算 法 设置 在 第 2 阶段 没有 发 生 任何 改变 ， 表 示 经 过 5 次 友 代 以 后 ， 
第 1 阶段 已 经 达到 最 小 。 在 有 些 问 题 中 ， 第 1 阶段 不 会 达到 最 小 ， 但 第 2 阶段 总 会 达到 。 本 
解 的 轮廓 图 显示 四 分 类 比 前 面 的 三 分 类 效果 要 好 一 些 。 

[silh4h]l = silhouette (Xidqx4，'city" ) 
XlLabel('Silhouette Value') 
YLlLabel('ClLuster ') 


生成 四 分 类 的 轮廓 图 ， 如 图 9-4 所 示 。 
一 个 更 为 量化 的 方法 是 比较 两 个 分 类 的 silhouette 值 的 平均 值 。 


mean (si1h3) 









































ans 一 
0.52594 
mean (si1Lh4) 
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ans 一 
0.63997 


CIuster 
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图 9-4 ”四 分 类 轮廓 图 











最 后 ， 试 图 将 数据 分 成 5 类 。 
idqx5 = kmeans (Xr5 'dqistrvrrcity'r 'replLlicates'y5)， 
[silh5vh]l = Silhouette (Xidqx5，'city" )， 
XlLabel('!Silhouette Value ) 
YLlLabel('ClLuster ') 
mean (si1Lh5) 
ans 一 
0.52657 


生成 五 分 类 的 轮 廊 图 ， 如 图 9-5 所 示 。 





0 0.2 04 0.6 0.8 1 
Silhouette walue 


图 9-5 五 分 类 的 轮廓 图 


本 轮廓 图 显示 五 分 类 可 能 不 是 好 的 选择 , 因为 有 两 个 分 类 中 包含 了 silhouette 值 很 低 的 点 。 
在 不 知道 数据 到 底 要 分 成 儿 类 时 ， 在 一 定 范围 内 变换 k 值 进 行 试验 是 一 个 好 主意 。 象 许多 其 

















.124 。 


他 类 型 的 数值 最 小 化 一 样 ，kmeans 函数 的 解 经 常 取决 于 初 值 。 使 用 kmeans 函数 时 ， 























有 可 能 





会 获得 一 个 局 部 解 。 为 新 类 重新 指定 任何 一 个 点 时 ， 都 将 增 大 点 到 重心 距离 的 和 。 但 这 里 存 
在 一 个 更 好 的 解 ， 可 以 使 用 可 选项 replicates' 参 数 殉 服 这 个 问题 。 对 于 四 分 类 ， 指 定 5 个 


























replicates， 使 用 'display' 参 数 为 每 个 解 打印 出 距离 最 终 的 和 。 
[idqx4vcent4v sumadqist] = kmeans (Xr4， "distr'r city' ..。 


"qisPlay" final "zeplicates"y5); 


17 iterations，， total sum of qistances = 2303.36 
5 terations，，total sum of qistances = 1771.1 
6 iterations，total sum of qistances = 1771.1 
5 terations，total sum of qistances = 1771.1 
8 iterations，， total sum of qistances = 2303.36 











输出 表明 ， 即 使 对 于 这 个 相对 简单 的 问题 ， 非 全 局 最 小 化 问题 也 存在 。 这 5 个 replicates 
中 的 每 一 个 都 从 一 个 不 同 的 初始 重心 的 不 同 随机 选择 集 开 始 , 并 且 kmeans 函数 发 现 两 个 不 同 


















































的 局 部 最 小 解 。 但 是 , kmeans 函数 的 最 终结 果 是 所 有 replicates 中 具有 最 小 距离 总 和 的 忆 


ansS = 
工 77 工 . 江 


9.4 主 成 分 分 析 











色 一 个 。 














主 成 分 分 析 是 把 多 个 指标 化 为 少数 几 个 综合 指标 的 一 种 统计 分 析 方 法 。 在 多 变量 的 研究 



































中 ， 往 往 由 于 变量 个 数 太 多 ， 并 且 彼 此 之 间 存 在 一 定 的 相关 性 ， 使 得 所 观测 的 数据 在 一 定 程 

















度 上 反映 的 信息 有 所 重 从 。 利 用 主 成 分 分 析 则 可 以 将 这 一 问题 化 简 ， 即 通过 降 维 ， 找 到 几 个 
综合 因子 来 代表 原来 众多 的 变量 ， 使 这 些 综合 因子 能 尽 可 能 地 反映 原来 变量 的 信息 量 ， 而 且 












































彼此 之 间 互 不 相关 。 
9.4.1 ”有关 函数 介绍 


1. barttest 函数 
利用 该 函数 进行 Bartlett 维 数 检验 ， 其 调用 格式 如 下 : 








本 


























e@ ndim = barttest(x, alpha) 用 给 定 的 显著 性 概率 alpha， 返 回 维 数 ， 用 于 解释 x 数据 矩阵 









































的 非 随 机 变化 特征 。 维 数 由 一 系列 假设 检验 确定 。 假 设 ndim=1l 的 检验 是 检验 与 每 个 因子 一 起 
的 方差 是 否 相等 ，ndim=2 的 检验 则 检验 第 2 个 因子 至 最 后 一 个 因子 一 起 的 方差 是 否 相等 ， 依 















































@ [ndim, prob, chisquare] = barttest(x, alpha) 返回 维 数 ， 假 设 检验 的 显著 性 概率 和 与 检验 


相关 的 卡 方 值 。 
【 例 9-12 】 
X= mvnrnada([0 0]， [1 0.99;) 0.99 1]，20) ; 
xX(:7/3:4) = mvnrndq([0 0]， [1 0.99; 0.99 1]，20); 
(607 TCFEO 0] 并 二 人 902995 22097737 
[ndaim，， Prob] = barttest (X 0.05) 





ndqim = 
3 
Prob = 


23 党 


0 
0 
0 
0.5081 
0.6618 
1.0000 


2. pcacov 函数 





利用 该 函数 ， 使 用 协 方差 矩阵 进行 3 




















成 分 分 析 ， 




















工 














调用 格式 如 下 : 


@ [pc, latent, explained] = pcacov(X) 利用 协 方差 矩阵 X, 返回 主要 因子 pc、 协 方差 矩阵 X 








的 特征 值 latent、 观 测 杆 


中 




















【 例 9-13】 


Joad hald 


CoVX = cov (ingredients); 














每 一 个 特征 向 量 押 解释 的 总 方差 的 百分比 explained。 


[Pcvvazriancesrexplainedq] = Pcacov (COVXKX) 


PC 二 
0.0678 
0.6785 
-0.0290 
0 了 309 
Variances = 
5 十 757969 
67.4964 
12.4054 
0523AA2 
expP1lained = 
86.5974 
二 11528682 
2.0747 
0.0397 


3. pcares 函数 


-0.6460 
-0.0200 

0.7553 
-0.1085 


0.5673 
-0.5440 
0.4036 
-0.4684 


三 0.53062 
-0.4933 
=0<5156 
-0.4844 











利用 该 函数 计算 源 于 主 成 分 分 析 的 残 差 ， 其 调用 格式 如 下 : 


@ pcares(X, ndim) 通过 保留 X 的 ndim 个 因子 成 分 来 获得 残 差 。 注 意 ，ndim 为 标量 并 且 









































必须 小 于 X 的 列 数 。 将 数据 矩阵 、 协 方差 矩阵 与 该 函数 一 起 使 用 。 





【 例 9-14】 当 因 子 维 数 由 1 个 增加 为 3 个 时 ， 显 示 Hald 数据 第 1 行 的 残 差 的 下 降 情况 。 


Joad hald 


zl = pcares (ingqreqientsy1I)， 


r2 = pcares (ingredqientsy2)， 


r3 = pcares (ingreqients3) 


了 再 开拓 于 下 工人 (和 


zl11 = 
220350 

于 2 二 三 工 和 人 ( 工 7 

z21 = 


-2.4037 


。 126。 


) 


2.8304 
) 


2.6930 


-6.8378 


-1.6482 























3-0879 


2.3425 


了 3 三 全 31( 工 妆 ) 
苦 3 于 . 尘 
0.2008 0.1957 0.2045 0.. 王 92 江 


4， princomp 函数 

利用 该 函数 进行 主 成 分 分 析 ， 其 调用 格式 如 下 ; 

@ [PC, SCORE, latent, tsquare] = princomp(X) 根据 数据 矩阵 X 返回 因子 成 分 PC、Z 分 数 
SCORE、X 的 协 方差 矩阵 的 特征 值 latent 和 Hotelling 的 并 统 计量 tsquare。Z 分 数 是 通过 将 原 
始 数据 转换 到 因子 成 分 空间 中 得 到 的 数据 。latent 向 量 的 值 为 SCORE 的 列 数据 的 方差 。 
Hotelling 的 开 为 来 自 数据 集合 中 心 的 每 一 个 观测 量 的 多 变量 距离 的 度量 。 

【 例 9-1S】 为 Hald 数据 集合 中 的 ingredients 数据 计算 因子 成 分 ， 及 由 每 个 成 分 解释 的 
方差 。 


































































































oad hald'; 
[Pcvscorey Latentrtsduare]l = princomp (ingredqients); 
Pc atent 
PC 二 
0.0678 -0.6460 0.5673 -0.5062 
0.6785 -0.0200 -0.5440 -0.4933 
-0.0290 0 了 7553 0.4036 -0.5156 
-0.7309 -0.1085 -0.4684 -0.4844 
atent = 三 
5137227969 
67.4964 
12.4054 
0.2372 


9.4.2 ”应 用 综合 实例 


【 例 9-16】 应 用 MATLAB 内 部 的 数据 cities.mat 进行 分 析 。 该 数据 是 美国 329 个 城市 反 
了 映 生活 质量 的 9 项 指标 的 数据 。 这 9 项 指标 分 别 为 : 气候 、 住 房 、 健 康 状 况 、 犯 罪 、 交 通 、 
教育 、 艺 术 、 娱 乐 和 经 济 。 
首先 装载 数据 文 们 


Load cities 

































































让 








whos 
Name Size Bytes Class 
Categqories 9x14 252 char artay 
names 329X43 28294 char arzay 
zatindgs 329XxX9 23688 qdqouble arzay 


Grand total 1s 17234 elements usind 52234 bytes 
分 别 为 类 别 、 名 称 和 比率 的 大 小 和 数组 类 型 和 大 小 。 

Catedgdories 

Catedgqories = 三 

Cimate 

housind 

healtnh 


CLIIme 


27， 


廿 anSPotrtat1ion 
edqucation 

artS 
Fectreation 


economics 
可 见 类 别 〈categories) 中 包含 评价 生活 质量 的 9 项 指标 名 称 。 
现在 看 看 names 变量 的 前 面 几 行 : 
first5=names (1:5，:) 
first5 = 
Abilene IX 
Akrony OH 
LIbany， GA 











Lpbany-TOoYy，， NY 








及] 
入] 
Alpucuerdque， NM 
用 箱 形 图 来 表达 


poxpP1lot (zatingsror + ro0) 




















Set (gcar"YTicklabel” vcategories) 
从 图 9-6 中 可 以 看 出 ， 艺 术 和 住房 的 变化 最 大 ， 气 候 的 变化 最 小 。 
当 原 始 数 据 的 量 级 和 量 纲 存在 较 大 差异 时 ， 需 要 先 对 数据 进行 标准 化 ， 然 后 进行 主 成 分 
分 析 。 标 准 化 的 方法 是 将 原始 数据 的 各 列 除 以 各 列 的 标准 差 。 








































































































economics 上 HH+ 尘 
Tecreation  H [mr- 二 
alts 上 HH | 广 -一 -HH 十 十 二 二 + + 
education 上 专 |HH 可 
transportation 上 必 | 几 全 = 
crime 国 业 + 了 
FEath 上 灿 rr + 
housing - 上 | 六 -HHHHHH+H 十 十 | 
climate 四 下 本 

册 L L | L 上 

0 1 2 3 4 与 
Values 0 


图 9-6 各 指标 的 箱 形 图 


Stdqr=staq(ratings) 
Sr=Tatings./stqr (ones (329，1)，:); 


现在 寻找 主 成 分 
[Pcsvnewadatarvariancesrt2]=PrincompP (Sz) ; 
(1) 第 1 个 输出 一 一 主 成 分 (pcs ) 
pcs 包括 9 个 主 成 分 。 下 面 列 出 前 3 个 。 
P3=pcs (:，1:3) 
P3 = 
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0.2064 0.2178 
0.3565 0.2506 
0.4602 -0.2995 
0.2813 0.3sse 
0.3512 -0.1796 
0.2753 -0.4834 
0.4631 -0.1948 
0.3279 0.3845 
0.1354 0.4713 


-0.6900 
三 052082 
=020073 
0.1851 
0.1464 
052297 
-0.0265 
=050509 
0.6073 


可 以 看 出 ， 第 1 个 主 成 分 中 第 7 个 元 素 的 权重 最 大 。 











可 以 通过 查看 p3 乘 以 p3 转 














I=p37 *p3 

开 、 芝 
1.0000 
-0.0000 
-0.0000 




















-0.0000 
工 .0000 
0.0000 














置 的 结果 来 判断 其 正 交 性 。 























-0.0000 
0.0000 
工 .0000 


计算 结果 为 单位 和 矩阵， 说 明 各 主 成 分 之 间 满 足 正 交 性 。 





(2) 第 2 个 输出 一 主 成 分 得 分 Cnewdata) 














主 成 分 得 分 是 原始 数据 在 由 主 成 分 所 定义 的 新 坐标 系 中 的 确定 的 数据 ， 


据 和 矩阵 的 大 小 相同 。 


























其 大 小 与 输入 数 





下 面 的 代码 生成 的 图 形 ( 图 9-7) 显 示 了 newdata 的 前 两 列 数据 作为 前 两 个 主 成 分 时 的 结果 。 


2nd principal componert 








1st principal component 








图 9-7 ”数据 在 前 两 个 主 成 分 构成 的 体系 内 的 分 布 


P1lLot (newdata(:y 1)vnewdqata(:y2)，+”) 





xlabel(\1s- principal component'" ) ; 


ylabel(\2"q principal component'" ); 























调用 gname 函数 ， 该 矩阵 中 包含 





gname(names) 











运行 该 命令 ， 将 在 图 











图 中 所 有 点 的 案例 标签 。 





图 中 右 侧 显 示 的 是 异常 值 。 可 以 利用 gname 函数 标注 图 中 的 点 。 下 面 用 字符 








串 和 矩阵 names 








中 生成 一 个 十 字形 交叉 线 ， 交 叉 点 跟随 鼠标 移动 。 在 散 点 附近 单 击 ， 














号 江 28 


将 标注 该 点 的 字符 串 标 签 。 标 注 结束 以 后 ， 单 击 回 车 键 。 图 9-8 显示 了 标注 部 分 异常 值 以 后 的 
结果 。 


an Francisco, CA 


十 os Angeles,Long Beach, 





图 9-8 用 城市 名 称 标注 图 中 的 点 
若 调用 gname 函数 时 不 带 变 量 ， 则 系统 用 案例 行 号 来 作为 标签 。 


sname 


重复 以 上 操作 ， 生 成 如 图 9-9 所 示 的 结果 。 各 标签 为 对 应 案例 的 行 号 。 





图 9-9 用 案例 号 标注 图 中 的 点 
可 以 创建 一 个 包含 所 有 选择 行 号 的 索引 变量 ， 在 图 中 进行 标注 ; 


metro=[43 65 179 213 234 270 314]:， 
names (metror :) 


ans 三 
Bostony， MA 
Chicagoy ID 
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Los Angeles，Long Beach， CA 
New YorKkK，， NY 

PhiladqelLlpPhia， PA-NJ 

San Erancisco CA 
Washington DC-MD-VA 


从 ratings 矩阵 中 删除 这 些 行 : 


xzSubset=zatingsy; 





nsubset=names; 
[] 
[] 


nsubset (mettor :)=[]， 
xzSubset (metror :)=[]; 
Size (TYSubset) 

ans 一 


已 2 人 2 9 
(3) 第 3 个 输出 一 一 主 成 分 方差 (variances ) 
主 成 分 方差 variances 是 由 newdata 的 对 应 列 所 解释 的 包含 方差 的 向 量 。 


Variances 
































Variances = 
3.4083 
.2140 
.1 工 415 
203 
“533 
.6306 
.4930 
.3180 
.1204 


可 以 很 方便 地 计算 由 每 个 主 成 分 所 解释 的 总 方差 的 百分数 。 


Percent_explainedq=100*variances/sum(variances) 


攻克 人 人 

















Percent_exp1lained = 
37.8699 
13.4886 
12.6831 
10.2324 
.3698 
.0062 
.4783 
8338 
2378 


可 见 ， 前 面 5 个 主 成 分 所 解释 的 方差 占 了 总 方差 的 80% 以 上 。 
j 帕 累 托 图 可 以 描述 每 个 主 成 分 所 占 的 百分数 。 


Pareto (percent_expblained) 


ES 


T 









































XlLabel (`Principal Component ” ) 





ylabel (\`\Variance EXxPlLained (要 ) 7”) 
生成 图 9-10。 从 图 中 可 以 看 出 ， 前 面 3 个 主 成 分 基本 上 解释 了 2/3 的 标准 化 ratings 的 总 


变异 性 。 














而 
局 
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Variance Explained(%) 
Cn 
一 


40 
30 了 3096 
20 了 20% 











册 1 T 贺 
| 在  | 同 
省 必 及 4 人 6 了 


Principal Componert 





图 9-10 各 主 成 分 解释 方差 的 帕 累 托 图 


(4) 第 4 个 输出 一 Hoteling 的 检 验 (t2) 
Hoteling 的 检 验 统计 量 是 描述 每 一 测量 值 与 数据 中 心 距离 的 统计 量 ， 用 它 可 以 找到 数 
据 中 的 极 值 点 。 




































































[st2，inadqex]=sort (七 2) ， #* 升 序 排序 
st2=flipud(st2) ; * 降 序 排序 的 数据 值 
inadqex=f1lipudq(inadex) ; ss 降序 排 列 的 系数 


exXtLreme=inadqex (1) 
exXtLzeme 三 

2 3 
names (exXtremey :) 
ans 王 
New York，NY 


说 明 New York 是 距离 数据 中 心 最 远 的 城市 。 
【 例 9-17】 为 了 进行 土壤 分 析 ， 研 究 土 壤 质量 ， 抽 取 了 20 个 样本 ， 每 个 样本 有 4 个 指 
标 : 淤泥 含量 、 粘 士 含量 、 有 机 物 、 酸 性 指标 pH 值 。 原 始 数据 见 表 9-4。 
























































表 9-4 ”原始 数据 表 





淤泥 含量 (99) 粘 士 含量 (%) 有 机 物 (90) 





13.0 2 由 









































“132，。 





淤泥 含量 (9%) 上 含量 (%) | 有 机 物 (9) 
22.3 8.4 4.0 








30.8 7.4 2.7 





23.3 7.0 4.8 









































进行 主 成 分 分 析 之 前 ， 如 果 各 变量 的 数量 级 和 量 纲 等 存在 较 大 的 差异 ， 则 需要 首先 进行 
数据 标准 化 。 本 例 中 数据 差异 较 小 ， 不 必 进 行 标准 化 。 





























X=[13.0 8 二 :55 6.4 
业 x0 了 55 二 5 625 
20.6 12..5 2 7.0 
33.3 19.0 258 号 8 
2 0 14.2 业 58 659 
10 .0 6.7 2-2 7.0 
二 2 有 5 2.9 6.7 
36-5 1527 2<3 了 4 
37: 14.3 肥 5 了 
2.555 12.9 二 9 了 3 
26.5 14.9 2.4 6.7 
225 坟 8.4 4.0 7.0 
30 .8 7.4 2.7 6.4 
2553 7.0 4.8 了 43 
3 32 11.6 2.4 6.53 
22537 10 .1 3 6.2 
52 9.6 2.4 6.0 
13.2 6.6 2.0 5.8 
于 二 < 玫 6.7 2 沪 二 作 
20.7 556 3 5.9]， 
[pcsnewadatar variancesrt2]=Pprincomp (X) 


Pcs == 
0.9656 -0.2536 -0.0560 0.0072 
0.2592 059552 0.1413 -0.0203 
0.0177 -0.1524 0.9756 -0.1570 
0.0011 -0.0027 051585 0.9874 


所 以 ， 新 组 成 的 4 个 主 成 分 PC1，PC2，PC3 和 PC4 可 以 写成 〈 假 设 淤泥 含量 为 XI1、 粘 

士 含量 为 X2、 有 机 物 为 X3、PH 值 为 X4): 
PC1=0.9656*xX1+0.2592*X2+0.0177*X3+0.0011*X4 
PC2=-0.2536*XlL+0.9552*X2-0.1524xX3-0.0027xX4 


PC3=-0.0560x*X1+0.1413*X2+0.9756xX3+0.1585xX4 
PC4=0.0072x*X1-0.0203*X2-0.1570*xX3+0.9874*xX4 
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可 见 第 1 主 成 分 


为 newdata 中 各 列 数据 对 应 的 方差 。 


.134 。 





newdata = 


Variances 


七 2 


101.6280 
7.6502 
0.4489 
0.2629 





2.2022 
5.5896 
1.2713 
9.9150 
2.4515 
2.2807 
1.8370 
3.8963 
4.8054 
2.7467 
1.7145 
059 
5.4980 
9.2816 
1.8814 
1.9603 
4.6709 
4.3013 





二 光 < 
3272 
.0896 
.8668 
-0 . 
二 二 
三 下 0 
15 . 
15 . 
273.91 
.2314 
.4807 
.4443 
.0678 
.9140 
38330 
:3952 
;73 二 5 
.7684 
738 


二 2 
三 下 
寺 包 





1692 


7526 
8308 
4707 
0941 
3070 


.7382 
.6802 
.3615 
.2762 
.0720 
.4748 
.2208 
.3847 
.0742 


1.5609 
3.1431 


.2452 
.二 565 
.4662 
.2001 
.6139 
.1 工 097 
.3482 
.7544 
.5529 





量 ) 的 权重 最 大 。 
-0.6429 二 0 
-0.2657 二 8 

0.2026 0 
0.7072 -0 
0.0423 0 
= , 记 20 了 0 
0.2222 0 
-0.2042 0 
-0.6307 0 
-0.3580 0 
0.2612 0 
1.1867 0 
-0.7940 -0 
1.6489 0 
-0.5316 8 
0.5948 -0 
-0.8617 -0 
-0.6993 -0 
-0.1506 0 
0583935 -0 


1250 
0682 


.3398 
.9638 
.2687 
.3968 
.0305 
.5871 
.6513 
27261 
.0218 
.1685 
: 工 382 
23892 
22722 
.5431 
5278 
535 
.6022 
.8122 


2.8670 
2.9234 


忆 显示 第 4 个 和 第 14 个 案例 数据 距离 数据 中 心 的 距离 最 远 。 


Percent_explainedq=100xVariances/sum(variances) ; 


Pareto (Percent_explained) 
XlLabel (\`\Principal Component” ) 


YLabel (\Variance ExXxP1lained ( 邯 )“) 


从 图 9-11 中 可 以 看 出 ， 由 第 1 个 主 成 分 所 解释 的 方差 占 到 总 方差 的 90% 以 上 。 第 3 主 成 


分 和 第 4 主 成 分 所 解释 的 方差 可 以 忽略 不 计 。 


























wariance Explained(36) 














909% 


809% 


709% 


6095 


509% 


403% 


30% 


209% 


1095 


096 


Principal Component 





9.5 ”因子 分 析 





子 分 析 是 拟 合 多 变量 数据 模型 的 一 种 途径 ， 


图 9-11 主 成 分 解释 方差 的 由 累 托 图 











它 衡 量 独立 变量 的 种 类 。 在 因子 分 析 模 型 














中 ， 度 量变 量 取 决 于 个 数 更 少 的 非 测量 因子 ， 




















称 为 公共 因子 。 假 设 每 个 变量 是 公 


因子 的 线性 组 合 ， 系 数 称 为 荷载 。 每 个 度量 变量 也 包括 


因为 每 个 因子 都 会 共同 影响 部 分 变量 ， 它 们 被 

















一 个 独立 随机 变异 性 解释 的 组 分 ， 称 为 “特定 方差 ” 因为 它 对 于 某 个 变量 而 言 是 特定 的 。 


【 例 9-18】 


找到 影响 股票 价格 的 公共 因子 


在 100 周 时 间 内 ， 记 录 了 10 个 公司 股票 价格 的 百分比 。 在 这 10 个 公司 中 ， 前 4 个 可 被 





归 类 为 技术 型 ， 另 3 个 为 金融 型 ， 剩 下 的 3 个 为 零售 型 。 





在 同一 部 门 ， 公 司 股票 价格 随 经 济 





情况 的 改变 而 共同 改变 是 合理 的 。 因 子 分 析 可 以 提供 各 公司 在 某 部 门 内 每 周 股票 价格 作 相似 


变化 的 证 据 。 





首先 装载 数据 ， 然 后 调用 factoran 函数 ， 并 指定 一 个 3 个 公 








因子 的 模型 拟 合 。 默 认 时 ， 








factoran 函数 将 进行 旋转 以 后 荷载 的 大 小 估计 ， 以 试图 使 它们 的 解释 相近 。 但 此 时 ， 指 定 一 个 


未 旋转 的 解 。 


oad Stockreturns 
[Loadqings specificVarrTrstats] 


= factoran (Stocksy3，'rotate'r none'); 


32 











factoran 函数 返回 的 前 两 个 变量 是 佑 计 的 荷载 和 估计 的 指定 方差 。 荷 载 矩 阵 的 每 一 行 代表 
10 支 股 票 中 的 1 文 ， 每 一 列 对 应 于 一 个 公共 因子 。 对 于 没有 旋转 的 估计 ， 拟 合 中 因子 的 解释 
比较 困难 ， 因 为 大 多 数 股票 有 两 个 或 两 个 以 上 的 因子 包含 相当 大 的 系数 。 
































Loadings 

Loadings = 
0.8885 0.2367 -0.2354 
0.7126 0.3862 0.0034 
0253351 0.2784 三 昌 冯 022 汪 
0.3088 0.1113 -0.1905 
0.6277 -0.6643 0.1478 
0.4726 -0.6383 0.0133 
0< 半 133 -0.5416 0.0322 
0.6403 0.1669 0.4960 
0.2363 0.5293 0.5770 
0.1105 0.1680 0.5524 


注意 : 因子 旋转 帮助 简化 荷载 算 阵 的 结构 ， 所 以 ， 给 因子 指定 一 个 有 意义 的 解释 将 更 容 
易 。 从 估计 的 特定 方差 ， 我 们 可 以 看 到 ， 有 一 支 股 票 的 价格 变化 相当 大 。 


SPecificVaL 























SPecificVar = 
0.0991 
.3431 
.8097 
.8559 
.1429 
.3691 
.6928 
.3162 
5331 了 
.6544 


特定 方差 为 1 时 表示 在 该 变量 中 没有 公共 因子 组 分 ， 特 定 方差 为 0 时 则 表示 变量 完全 
公共 因子 确定 。 这 些 数 据 看 起 来 落 在 它们 之 间 的 某 个 地 方 。stats 结构 中 返回 的 p 值 显示 不 能 
拒绝 3 个 公共 因子 的 零 假 设 。 零 假设 为 本 模型 对 这 些 数 据 的 变异 性 提供 了 一 个 满意 的 解释 。 


Stats.P 


管 全 证 



























































ans 三 
0.8144 


要 确定 因子 少 于 3 个 时 是 否 能 提供 一 个 可 以 接受 的 拟 合 ， 可 以 用 两 个 公共 因子 建立 一 个 
模型 。 第 2 次 拟 合 的 p 值 高 度 显著 ， 拒 绝 两 个 因子 的 零 假 设 ， 表 示 相 似 的 模型 不 足以 解释 这 
些 数据 的 模式 。 


[Loadqings2v specificVar2yT2vstats2] = factoran(sStocks，2，... 









































主人 atSn 站 One) 
stats2 .P 
ans 一 
3.5610e-006 


就 像 上 面 的 结果 所 演示 的 ， 原 来 未 旋转 的 因子 分 析 拟 合 的 荷载 估计 可 以 具有 一 个 复杂 的 
结构 。 因 子 旋转 的 目的 就 是 要 找到 一 个 参数 化 的 效果 。 其 中 ， 每 个 变量 仅 有 少量 的 大 荷载 ， 
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的 倾斜 法 ) 来 





因子 旋转 等 价 于 旋 


他 一 些 倾 








即 ， 上 只 被 少量 因子 影响 ， 最 好 上 只 有 一 个 。 这 样 有 利于 解释 因子 所 表示 的 含义 。 如 果 你 认为 荷 
载 矩 阵 的 每 一 行 是 M 维 空间 中 的 一 个 点 ， 则 每 个 因子 对 应 于 一 个 坐标 轴 。 ) 
转 这些 轴 ， 并 在 旋转 的 坐标 系统 中 计算 这 些 新 的 和 荷载。 有 些 方法 让 举 标 轴 正 交 ， 其 
和 斜 的 方法 则 改变 它们 之 间 的 角度 。 对 于 本 例 ， 通 过 使 用 promax 准则 “〈 一 个 公共 
旋转 估计 的 荷载 。 
[LoadqingsPM, specVarPM] = factoran(stocks，3，'rotate' Promax ' ) : 
LoadingsPM 
LoadqingsPM = 
0.9452 0.1214 -0.0617 
0.7064 -0.0178 0.2058 
0.3885 -0.0994 0.0975 
0.4162 -0.0148 -0.1298 
0.1021 0.9019 0.0768 
0.0873 0.7709 -0.0821 
-0.1616 0.5320 -0.0888 
0.2169 0.2844 0.6635 
0.0016 -0.1881 0.7849 
-0.2289 0.0636 0.6475 





promax 旋转 创建 了 一 个 简单 的 荷载 结构 ， 对 于 其 
具有 大 的 人 荷载。 为 更 清楚 地 看 到 这 一 点 ， 可 以 将 
P 的 荷载 数据 简单 结构 显示 股票 落 在 某 个 因 
展示 谷 载 。 














口 








之 间 的 二 维 图 更 能 


Subplot (1，2， 


P1lot (LoadingsPM(:，1)vLoadingsPMI( : 
text (LoadingsPM(:，1)，LoadingsPM(: 
line([-1 1 NaN00ONaN 0 0]， [0 0 


“EoTLSE7 7 








工 ) ; 


"black'); 


X1Label("Eactor 17'); 
ylLabel('Eactor 2 ); 


axis Square'; 


Subplot (1，2， 


P1lot (LoadqingsPM(:，1)vLoadingsPM( : 
text (LoadingsPM(:，1)，LoadingsPM(: 
line([-1 1 NaN00ONaN00]， [0 0 


"ColLor 'y 


2) 7 


DaGeTD7 


X1Label('"Eactor 1'); 
ylLabel('Eactor 3 ) 


axis Square'; 
































生成 的 图 形 如 图 9-12 所 示 。 

图 9-12 显示 promax 已 经 成 功 地 把 因 
一 个 因子 ， 所 以 用 它 影 响 的 股票 描述 每 个 因 
可 以 得 出 第 1 个 因子 表示 金融 部 门 ， 匈 
票 价格 主要 在 部 门 中 间 变 化 的 推测 显 多 





















































的 一 
因子 荷载 作 








72)v，D. )， 


3)， pb ) 7 





子 荷 载 旋转 到 更 简 

















子 对 应 的 坐标 轴 附 近 。 因 


子 成 为 可 能 。 基 于 哪个 公司 接近 哪个 轴 
第 2 个 表示 零售 部 门 ， 第 3 个 为 技术 部 门 。 原 先 关 于 股 
被 当前 数据 所 文 持 。 


个 ， 大 部 分 股 
为 坐标 绘 出 每 支 股票 


一 六 咒 








票 只 在 一 个 因 


4 图 。 


于 下 
本 图 














为 有 3 个 








2)，num2stz((1:10) 7")); 
NaN -1 1 NaN 0 0]，... 


73)，num2str((1:10) 7 )) 7， 
NaN -1 1 NaN 0 0]，... 


班主 


NS 


单 的 结构 。 每 支 股 

















因子 ， 用 两 








风 


要 依赖 于 
的 情况 ， 
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图 9-12 ”转换 后 的 荷载 分 布 


有 时 ， 在 测量 数据 因子 得 分 的 基础 上 进行 分 类 是 很 有 用 的 。 例 如 ， 如 果 你 接受 的 因子 模 
型 和 旋转 因子 的 解释 ， 你 可 能 希望 用 3 种 股票 对 应 的 部 门 中 的 一 个 如 何 受 欢迎 来 对 每 一 周 的 
情况 进行 分 类 。 因 为 本 例 中 的 数据 是 原始 的 股票 价格 变化 数据 ， 而 不 是 它们 的 相关 和 矩阵， 可 
以 用 factoran 函数 返回 对 每 一 周 3 个 旋转 公共 因子 中 每 一 个 的 值 的 估计 。 然 后 ， 可 以 绘制 得 分 
图 ， 看 每 一 周 不 同 的 部 门 是 如 何 受到 影响 的 。 

[LoadqingsPM, specVarPMr TPM, statsrE] = factoran(stocks，3，... 
"totate'y 'Promax ' ) 





SubpPlot (1，1v1); 

这 二 总 葵 本 区 全 六 二 大 次 本 (全 交 妥 太 交 可 谎 区 关 呈 让 鸭 

Line([-44NaN00NaN00]，[0 0ONaN -4 4NaN 0 0]，... 
[0 0 NaN 0 0 NaN -4 4]， "Color'y'black'); 

XLabel('Einancial Sector') ， 

YLabel ('Retail Sector') 

ZLabel ('TechnolLlogy Sector ' ) ; 

grid on'; 

axis Sdquare'; 

View(-22.5，8); 


生成 的 得 分 图 如 图 9-13 所 示 。 





图 9-13 ”得 分 图 
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倾斜 旋转 经 常 创建 相关 

















因子 。 








图 9-13 显示 了 第 1 个 和 第 3 个 











可 以 通过 计算 估计 的 因子 相关 和 矩阵 来 做 更 多 的 探 察 。 
inv(TPEM'IxTPM) 
1.0000 0sd1559 0.4082 
0.1559 1.0000 -0.0559 
0.4082 0s0559 .0000 
9.6 ”多 元 方差 分 析 
9.6.1 单 因素 多 元 方差 分 析 
单 因素 多 元 方差 分 析 检 验 某 变量 是 否 受到 其 他 一 个 或 多 个 变量 的 





可 以 分 析 因 





























的 样本 。 





该 冰 数 返回 


manoval 函数 进行 单 因 


的 观测 向 量 。group 为 一 
数组 中 有 相同 的 值 ， 两 次 观测 的 结果 将 位 于 同一 组 中 。 每 一 组 中 的 观测 值 
4， 它 是 包含 组 均值 的 空间 维 数 的 估 


素 之 间 的 主 效应 ， 也 可 以 分 析 因 











素 之 间 的 交互 效应 。 


























素 多 元 方差 分 析 (IMANOVA)， 
e@ d = manoval(X, group) 为 了 比较 由 group 参数 分 组 的 X 各 列 的 多 变量 均值 ， 进 行 单 
素 多 元 方差 分 析 。X 是 数据 值 的 大 X 关 矩阵， 对 于 无 村 








影响 。 利 用 该 分 析 过 程 ， 


因子 之 间 相 关 的 一 些 证 据 ， 

















证 








调用 格式 如 下 : 














因 
































上 


分 组 变 








定义 为 向 量 、 


复 的 测量 ， 每 一 行 是 


2 





基于 7 个 变量 


























字符 


























忆 - 


























里 . 











manoval 函数 检验 每 个 组 的 均值 为 








归结 于 随机 





因素 的 零 假 








有 ， 如 果 &=2， 则 在 
直线 











EC 




















sw 


且 不 包含 最 大 值 。 





如 果 第 ;个 疡 值 接近 于 0， 则 认为 组 均值 落 在 第 区 ! 空间 的 零 假设 
， 其 具体 取 值 由 








纤 


纪 


或 0.01 时 ， 结 果 


果 是 否 “ 统 计 上 显著 ” 
斩 


是 显 渭 








@ [dp, stats] =manoval(.…) 还 返回 stats 参数 ， 它 是 一 个 包含 其 他 多 元 方差 分 析 结 果 毕 








蛋 . 和 


设 是 否 


成 立 。 














住人 


寂 








允 

















@ d=manoval(X, group, alpha) 


给 出 


相同 半 维 多 元 向 量 ， 且 从 样本 








如 



































她 落 ， 小 





[人 











给 





于 该 





寺 最 小 的 维 数 ， 其 中 p 为 检验 均值 是 否 位 
e@ [d, p] = manoval(.….) 同样 返 





口 





一 个 p 参数 ， 它 是 





数 的 空间 上 的 p 值 。 

















果 4d=0， 则 在 5 多 的 水 平 上 接 
则 在 5% 的 水 平 上 拒绝 零 假 设 ， 但 是 不 能 拒绝 多 变量 均值 位 于 相同 直线 上 的 1 


水 平 的 控制 参数 alpha。 返 回 值 d 将 是 p > alpha 


串 数 组 和 字符 串 单 元 数组 。 如 果 在 group 





二 


表 一 个 取 自 总 体 











丈 中 得 到 的 任何 差异 
受 零 假设 ， 若 4= 1， 


根 设 。 近 似 地 





间 中 ， 多 变量 均值 可 能 位 于 相同 的 平面 上 ， 但 没有 位 于 同一 条 














维 等 空间 的 p 值 的 向 量 ， 最 大 可 能 维 数 是 











个 包含 均值 是 否 位 于 0 维 、!] 维 、 








乡 




















x 间 维 数 或 组 数 减 1。 对 于 每 

















的 。 








构 。 该 结构 包含 表 9-5 上 


的 一 些 信 息 。 


维 ， 有 一 个 p 值 达到 






































可 括 。 值 的 大 小 决定 












































表 9-5 stats 结构 的 选项 


用 户 通过 输入 变量 alpha 给 定 。 通 常 认为 忆 值 小 于 0.05 





去 


结 





了 方 和 和 交叉 和 矩 阵 











了 方 和 和 交叉 和 矩 阵 
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总 的 平方 和 和 交叉 矩阵 














度 


W 的 




































































































































































































































































































































































































































































B 的 自由 度 
T 的 自由 度 
lambda Wilk 的 入 检验 统计 量 值 向 量 ， 该 统计 量 检验 均值 是 否 具 有 维 数 0，! 等 
chisq 入 至 近似 卡 方 分 布 的 转换 
chisqdf chisq 的 自由 度 
eigenval 
eigenvec 家; 为 变量 C 的 系数 ， 它 们 进行 了 标准 化 ， 使 得 变量 C 的 组 内 差 为 1 
canon 于 XCx#eigenvec， 其 中 XC 为 X 各 列 减 去 列 均值 以 后 得 到 的 矩阵 
mdist 日 均值 的 马 氏 距离 向 量 
本 性 个 组 均值 之 间 的 马 氏 距 离 矩 阵 
变量 C 是 原始 变量 的 线性 组 合 ， 可 作为 组 间 的 最 大 间隔 。 特 别 地 ，C(，1) 为 和 各 列 的 线 
性 组 合 ， 组 间 具 有 最 大 间隔 。 这 意味 着 在 所 有 可 能 的 线性 组 合 中 ， 它 是 单 因素 方差 分 析 中 下 
统计 量 最 显著 的 一 个 。C(:, 2) 具 有 最 大 间隔 ， 它 与 C(:, 1D) 正 交 。 
将 单 因 素 多 元 方差 分 析 的 输出 与 其 他 函数 一 起 使 用 ， 可 以 帮助 进行 分 析 。 例 如 ， 如 果 
想 用 gplotmatrix 函数 将 原始 变量 绘 成 分 组 散 点 图 和 矩阵， 可 以 将 前 两 个 canonical 变量 用 
gscatter 函数 对 组 间隔 进行 图 形 显示 。 可 以 用 manovacluster 函数 绘 树 形 图 ， 显 示 组 均值 的 
分 类 。 
注意 : manoval 函数 要 求 忆 中 的 数据 符合 下 面 的 假设 ; 
每 个 组 的 总 体 呈 正 态 分 布 ; 
对 于 每 个 总 体 ， 其 方差 - 协 方差 矩阵 是 相同 的 ; 
所 有 的 观测 量 都 是 相互 独立 的 。 
【 例 9-19】 下 面 用 单 因 素 多 元 方差 分 析 来 确定 4 种 小 汽车 属性 均值 之 间 是 和 否 有 差异 , 用 
小 汽车 的 产地 来 进行 数据 分 组 。 
oadq carbig 
[dyP] = manoval ([MPG Acceleration Weight Displacement]lr originy) 
枯 汪 二 
3 
全 
0 
0.0000 
0.0075 
0.1934 
































输入 矩阵 有 四 维 ， 所 以 组 均值 必须 位 于 四 维 空间 














【 例 9-20】 


.140 。 


在 三 维 子 空间 的 零 假设 。 
健康 人 【 关 另 





11)、 硬 化 症 患 者 《类 








别 2) 和 有 冠 心病 患者 〈 闫 
$ 项 不 同 指标 (XI 一 XS) 如 下 所 示 ， 试 进行 多 元 方差 分 析 。 











上 。manoval 六 数 显示 不 能 拒绝 均值 落 























类 别 3) 心 电 








疏 























类 别 X1 X2 区 和 X4 X5 

8 .11 261.0 二 33 5.46 了 aa 

9 人 185.39 9.02 5.66 吕 志 89 

.58 浊 249.58 15.61 6.06 6 于 

2 于 汉 了 3 昌 二 公 二 6.11 4.35 

6.01 231 .34 14.27 2 8.79 

9.64 纪 3 直 38 二 3.03 4.88 | 

4.11 多 6052 14.72 5s36” :410502 

8.90 儿 与 吕 于 14.16 4.91 9X9 

7.71 273.84 工 65..01 5 下 5 8.79 

六 :55 寺 303559 19.14 959500 | 

工 8.06 231.03 14.41 5 了 72 GTS 

2 6.80 308 .90 二 5 于 二 与 之 8.49 

2 8.68 258.69 14.02 4.97 了 吉 才 提 

2 .55526217 355.54 于 55 二 3 4.97 9.43 

2 8.10 476.69 了 38 号 32， 

2 3 二 316.12 下 75 江 色 6.04 8.17 

2 3 274.57 业 人 5 了 4.98 9.67 

2 9.89 409.42 19.47 5.19 10.49 

3 2 330 .34 18.19 4.96 9.61 

3 4.71 33d1427 21.26 4.30 13.72 

3 4.71 352.50 0279 OO 

3 3.36 347 .31 业 了 5 但 4.65 11.19 

3 8 这 汉 业 89559 12.74 5.46 6.94 

令 窗 口 输入 下 面 的 命令 行 
X=[8.11 261.0 2 5.46 7.36 
6.80 308 .90 15.11 5 到 8.49 
9.36 185.39 9.02 5.66 29 
8.68 258.69 14.02 4.97 7.16 
5.85 249.58 15.61 6.06 6.11 
67 355 与 和 155LT3 4.97 9.43 
ES 二 3 LS3 二 多 灿 6 志和 亚 生 4.35 
8.10 476.69 7.38 总 35 治 乞 直 1 53 汉 
6.01 2 和 14.27 2 8.79 
3.71 316.12 17.12 6.04 8.17 
9.64 人 34 38 二 303 4.88 8 也 
533 274.57 16.57 4.98 8567 
4.11 260.25 14.72 5536 10.02 
538'9 409 .42 19.47 55 汪 9 10 .49 
8.90 2.59591 14.16 4.91 9 
二 公分 330..34 业 8 直 9 4.96 9536 村 
二 273.84 16.01 5 可 8.79 
4.7 工 331.47 21.26 4.30 135.72 
所 90359 二 99 下 和 < 8.53 
4.71 352 .50 公 057 生 OA 11.00 
8.06 231.208 14.41 与 二 了 6 
6 347 .31 17.90 4.65 11.19 
8..27 189.59 12 .74 5.46 6.94]， 
group=[12121212121212131313133]"; 
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[qdq,Pvstats] 


ambdqa : 
chisa: 
chisadf : 
eligenval : 
eligenvec : 
Canon : 
maqist : 
gmaist : 


gnames : 














见 表 9-5。 


9.6.2 “分 组 聚 类 


可 用 manovacluster 函数 进行 分 组 聚 类 
其 调用 格式 如 下 : 
@ manovacluster(stats) 进 


元 方差 分 析 的 输出 。 通 过 对 组 均值 之 间 


组 均值 的 分 类 。 


























= manoval (X, Group) 


[5x5 aqouble] 
[5x5 aqouble] 
[5x5 Qqouble] 


: 20 
2 
0 


[2x1l1 qdqouble] 
[2x1l1 qouble] 
[2x1l1 aqouble] 
[5x1 aqouble] 
[5x5 aqoupble] 
[23x5 qdqoupble] 
[23x1 qdqoupble] 
[3x3 adqouble] 
{3x1 cel11} 

































































组 的 个 数 很 大 时 ， 使 用 dendrogram 函数 效果 较 好 。 


@ manovacluster(stats，'method") 使 


示 的 字符 串 中 的 一 个 。 


@ 了 =manovacluster(stats, method) 返回 冰 柱 图 中 直线 的 句柄 向 量 




















表 9-6 距离 方法 选项 表 





。 该 函数 进行 多 元 方差 分 析 以 后 ， 绘 冰 柱 网， 显示 





指定 的 联结 方法 进行 分 类 。method' 可 以 是 表 9-6 所 





Single' 























complete' 


'average' 





'centroid' 重心 法 











"ward' 平方 和 递增 法 




















【 例 9-21】 
。142 。 





下 面 利用 

















个 更 大 的 汽车 数据 集 进 行 分 析 ， 丰 








人-1， 说 明 可 以 在 5 多 的 水 平 上 拒绝 所 有 分 组 均值 相等 的 零 假 设 ， 但 是 不 能 拒绝 各 均值 位 
于 相同 直线 上 的 假设 。 第 1 个 己 值 小 于 0.05， 所 以 导 1 

















。gstats 向量 中 为 分 析 统 计量 ， 其 意义 参 


山 | 

















行 多 元 方差 分 析 以 后 ， 生 成 组 均值 的 树 形 图 。stats 为 单 因素 多 
的 马 氏 距 离 矩 阵 用 单 向 联结 方法 进行 计算 来 分 类 。 当 






































角 定 哪些 国家 生产 的 汽车 具有 最 








相近 的 属性 。 
Joadq carbid 
X = [MPG Acceleration Weight DispPlacement]，; 





[dqvPystats] = manoval (XrOridin) ; 
manovac1lLuster (stats) 


从 图 9-14 所 示 的 冰 柱 图 中 可 以 看 出 , 日 本 (Japam 和 德国 (Germany) 生 产 的 汽车 具有 最 相似 
的 属性 。 
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图 9-14 冰 柱 图 





9.6.3 多 元 比较 

在 单 因素 方差 分 析 中 ， 比 较 多 组 数据 的 均值 ， 检 验 它 们 相等 的 零 假 设 是 否 成 立 。 有 时 需 
要 知道 哪些 成 对 均值 具有 显著 差异 ， 哪 些 却 没 有 。 可 以 提供 此 类 信息 的 检验 称 为 “多 元 比较 
过 程 >。 用 multcompare 函数 进行 多 元 比较 。 

























































































1. multcompare 函数 
用 multcompare 函数 进行 均值 或 其 他 估计 的 多 元 比较 检验 ， 其 调用 格式 如 下 ; 

e@ c= multcompare(stats) 用 stats 结构 中 的 信息 进行 多 元 比较 检验 ， 返 回 成 对 比较 结果 的 
矩阵 。 它 还 显示 一 个 代表 检验 结果 的 交互 图 形 。 

进行 某 个 组 均值 与 其 他 组 均值 之 间 的 简单 { 检 验 时 ， 指 定 一 个 显著 性 水 平 ， 确 定 {t 统 计量 
的 临界 值 。 例 如 ， 你 可 以 指定 alpha = 0.05， 以 保证 没有 差异 时 ， 得 出 差异 显 背 的 机 会 小 于 或 
等 于 5$% 。 当 有 多 个 组 均值 时 ， 还 会 有 许多 成 对 数据 需要 比较 。 如 果 在 这 种 情况 下 使 用 了 一 般 
的 t 检 验 ，alpha 值 将 可 以 应 用 于 每 一 次 比较 ， 所 以 判断 错误 的 机 会 会 随 着 比较 次 数 的 增加 而 
增加 。 多 元 比较 过 程 就 是 要 给 任意 一 次 比较 被 错误 地 判 为 差异 显著 的 概率 设置 一 个 上 限 。 

输出 c 包含 一 个 五 列 矩 阵 形式 的 检验 结果 。 玫 阵 的 每 一 行 代 表 一 个 配对 组 的 一 次 检验 ， 
行 的 入 口 显示 了 进行 比较 的 均值 、 均 值 差 异 估 计 和 差异 的 显著 性 水 平 。 

例如 ， 假 设 某 行 包含 下 面 的 入 口 : 

2.0000 5.0000 1.9442 8.2206 14.4971 
这 些 数字 表示 第 2 组 均值 减 去 第 $ 组 均值 的 结果 估计 值 为 8.2206， 真 实 均值 的 93% 置 信 
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区 间 为 [1.9442 14.4971]。 





在 本 例 中 ， 置 信 








区 间 不 








差异 不 会 在 0.05 的 水 平 
multcompare 函数 还 显 


均值 及 其 范围 。 若 两 个 均值 的 



































分 组 。 












































J 含 0。 所 以 在 0.05 的 水 平 上 ， 差 异 显 著 。 若 置信 区 间 包 含 0， 则 
上 显 若 。 














示 一 个 图 形 , 图 形 中 用 一 个 标记 和 标记 周围 的 一 个 区 间 代 表 每 一 组 


























区 间 不 相连 ， 则 说 明 它 们 之 间 有 显著 差异 。 如 果 它 们 的 区 间 重 























100*(1-alpha)%， 默 认 时 alpha=0.05。 


@ c=multcompare(stats, alpha, displayopt) 当 'displayopt 设 置 为 on 时 ， 激 活 图 形 显 示 〈 默 





认 选 项 )， 当 设置 为 "off" 时 ， 则 取消 显示 。 




















e@ c= multcompare(stats, alpha, 'displayopt, 'ctypze) 对 于 多 元 比较 ， 指 定 临 界 值 。 它 们 可 














以 是 表 9-7 中 所 示 字 符 串 中 的 任意 一 个 。 


表 9-7 临界 值 取 值 表 





ctype 取 值 




















则 说 明 没有 显著 差异 。 可 以 用 鼠标 选择 任意 分 组 ， 图 形 中 将 亮 显 所 有 与 它 有 显著 差异 的 





























ec = multcompare(stats，alpha) 确定 图 形 和 c 和 抢 阵 中 区 间 的 置信 水 平 。 置 信 水 平 为 




















EC 


















































含义 














肯 同 














F 明 是 保守 的 方法 。 根 据 未 获 订 














， 就 像 在 不 平衡 协 变量 值 方差 分 析 














使 
的 F 
分 析 








的 结 








Tukey 的 显著 性 差异 准则 。 它 是 默认 选项 ， 目 基于 学 生化 极 差分 布 。 对 于 平衡 单 因素 方差 分 
大 小 样本 的 近似 过 程 ， 该 方法 是 最 优选 择 。 对 于 样本 大 小 不 同 的 单 因 素 方差 分 析 ， 该 法 已 
E 明 的 Tukey Kramer 猜想 ， 它 对 于 进行 比较 的 相关 数量 问题 还 是 精 
一样 

















Tukey 的 最 小 显著 差异 过 程 。 该 过 程 是 一 个 简单 的 + 检验。 如 果 备 择 检验 〈 即 单 因素 方差 分 析 
统计 量 ) 结果 说 明 差 异 显著 ， 则 该 法 是 合理 的 。 若 无 条 件 使 用 该 方法 ， 它 将 不 能 保证 多 元 方差 


果 是 可 靠 的 















































使 


bonferroni 


"dunn-sidak' 





E 确 





上 Scheffe 
对 多 元 上 
的 。 


于 ft 分布 的 临界 人 
过 程 要 好 一 些 

上 较 进 行 调整 以 后 使 用 源 于 t 分 布 的 临界 值 。 调 整 的 方法 由 Dunn 提出 ， 并 被 Sidak 证 明 是 
该 过 程 与 Bonferroni 过 程 的 效果 接近 ， 但 没有 它 保守 


直 ， 经 过 Bonferroni 调整 以 后 ， 对 多 元 比较 进行 补充 。 本 过 程 比 较 保 宁 ， 但 



























































使 








'Scheffe' 





行 比较 的 模拟 置信 水 平 。 对 了 














于 从 下 分布 得 到 的 源 于 'scheffe 的 S 过 程 的 临界 值 。 该 过 程 提供 一 个 对 所 有 均值 线性 组 合 进 
F 配 对 样本 的 简单 比较 ， 该 方法 是 保守 的 




















e@ c=multcompare(stats, alpha, 'displayopt, 'ctype', 'estimate) 指定 进行 比较 的 估计 。 估 计 的 
允许 值 取决 于 stats 结果 的 来 源 函 数 ， 参 见 表 9-8。 


表 9-8 估计 人 允许 值 表 























上 十 计 的 允许 取 值 





anoval 


匆 略 。 


总 是 上 


5 较 组 均值 





anova2 




















'column'( 默 认 选项 ) 或 row' 比 较 肌 


或 行 均值 





anovan' 


色 略 。 


总 是 上 


5 较 总 体 的 边缘 均值 ， 


就 像 dim 变量 指定 的 一 样 





"aoctool 

















'Slope'、'intercept 或 pmm 比较 人 














时 率 、 截 距 或 总 体 边 缘 均 值 。 若 方差 分 析 模 型 不 包 








能 用 'slope' 参 数 。 若 不 包括 截 距 ， 则 不 可 能 比较 





friedman 


5 较 列 秩 的 均值 





kruskalwallis' 


.144 。 























七 较 组 秩 的 均值 

















e@ c= multcompare(stats, alpha, 'displayopt，'ctype'，'estimate, dim) 指定 进行 比较 的 总 体 边 
缘 均 值 。 只 有 当 stats 结构 由 anovan 函数 创建 时 ， 该 变量 才能 使 用 。 对 于 半 个 因子 的 款 因 素 方 
差分 析 ， 可 以 指定 dim 作为 一 个 标量 或 1 和 之 间 的 整数 向 量 。 默 认 值 为 1。 例 如 ， 如 果 
dim = 1， 则 进行 比较 的 估计 为 第 1 个 分 组 变量 的 每 个 值 的 均值 剔除 其 他 分 组 变量 的 效应 得 到 
的 结果 ， 就 像 设 计 被 平衡 了 一 样 。 若 dim = [1 3]， 则 总 体 边缘 均值 用 第 1 个 和 第 3 个 分 组 
变量 的 组 合 进行 计算 ， 剔 除 第 2 个 分 组 变量 的 效应 。 若 需要 拟 合 一 个 奇异 模型 ， 则 有 些 单 
元 均值 可 能 得 不 到 估计 值 ， 且 所 有 依赖 于 这 些 单元 均值 的 总 体 边 缘 均 值 将 被 赋值 为 NaN 
〈 即 空 值 )。 

Milliken 和 Johnson (1992)，Searle，Speed 和 Milliken (1980) 分 别 对 总 体 边 缘 均 值 进行 了 
描述 .总体 边缘 均值 的 实质 是 通过 固定 由 dim 指定 的 因子 的 值 来 剔除 不 平衡 设计 的 所 有 效应 ， 
并 剔除 其 他 因子 的 效应 ， 就 像 每 个 因子 的 组 合 次 数 相 等 。 总 体 边 缘 均 值 的 定义 与 每 个 因子 组 
合 上 的 观测 值 个 数 无 关 。 

e@ [c, m] = multcompare(.…) 返回 一 个 附加 和 矩阵 m。m 的 第 1 列 包 含 每 个 组 均值 的 估计 值 
《或 任何 正在 比较 的 统计 量 )。 第 2 列 包 含 它们 的 标准 差 。 

e@ [cm h] = multcompare(…) 对 于 比较 图 形 ， 返 回 一 个 句柄 h。 注 意 ， 图 形 的 标题 包含 图 
形 作 用 的 建议 ，X 轴 标 签 包 含 的 信息 为 哪些 均值 与 所 选择 的 均值 有 显 车 差异 。 若 你 计划 使 用 
本 图 ， 并 希望 忽略 标题 和 X 轴 标 签 的 显示 ， 可 以 使 用 图 形 窗口 的 交互 特性 或 用 下 面 的 命令 来 
删除 它们 ;: 

七 I 七 Je (7) 
XJLabel('  ') 







































































































































































































































































2. 应 用 实例 
【 例 9-22】 前 面 我 们 曾经 使 用 结构 深 的 强度 数据 进行 了 单 因素 方差 分 析 ， 得 出 3 种 不 同 
的 梁 具 有 不 同 强度 的 结论 。 现 在 确定 它们 的 差异 在 哪里 。 首 先 ， 我 们 创建 一 个 数据 数组 ， 并 
进行 单 因 素 方差 分 析 ; 
Strength = [82 86 79 83 84 85 86 871 74 82 78 75 76 77 79 ... 
79 77 778 82 79];， 
局 下 三 丰 人 
全 二 十 二 
下 本 于 双关 本 二 2 交工 和 T 二 人 7， 
[Pars]l = anoval (Strength ， allLoy) ， 


生成 方差 分 析 表 和 箱 形 图 如 图 9-15 和 图 9-16 所 示 。 
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Figure No 1: 0ne-way ANOV 夫 _ 口 |x| 
FEile Edit Yiew Insert Iools Vindow Help 
二 NOVA Ta3hle 





图 9-15 ”方差 分 析 表 
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Figure No. 2 L- 口 |x| 
Eile Edit ievw Insert ITools Window Help 


| 你 加 全 |RA 万 | 启 哺 富 


86 上 ] 
84 上 ] 
学 攻 

















图 9-16” 箱 形 图 
输出 s 将 作为 后 面 多 元 比较 分 析 的 输入 : 























multcompare (S) 


ans 一 
1.0000 2.0000 3.6064 7.0000 10.3936 
1.0000 3.0000 1.6064 5.0000 8。3936 
2.0000 3.0000 -5.6280 -2.0000 1 .6280 














输出 矩阵 的 第 3 行 显示 两 种 强度 之 间 的 差异 不 是 很 显著 。 差 异 的 95% 置 信 区 间 为 [-5.6 
1.6]， 所 以 我 们 不 能 拒绝 真实 差异 为 0 的 零 假 设 。 

前 两 行 显示 两 个 与 第 1 组 steel) 有关 的 比较 的 置信 区 间 不 包含 0。 换 句 话 说， 它们 的 差 
异 是 显著 的 。 图 9-16 中 显示 了 同样 的 信息 。 
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第 10 章 ”统计 过 程控 制 


统计 过 程控 制 (SPC) 是 达到 和 监督 产品 质量 的 许多 方法 的 一 个 集体 术语 。 这 些 方法 比 
较 简单 ， 使 得 它们 即使 在 生产 环境 中 也 易于 操作 。 
MATLAB 中 提供 了 过 程控 制图 和 过 程 性 能 图 两 类 图 形 。 其 中 过 程控 制图 包括 指数 加 权 移 
动 平 均 图 、 标 准 离 差 控制 图 和 和 条 图 。 过 程 性 能 图 包括 过 程 性 能 指数 图 、 过 程 概率 密度 图 和 
直方 图 等 。 


10.1 ”过 程控 制图 






























































































































































10.1.1 基本 原理 


过 程控 制图 是 对 产品 进行 质量 控制 的 有 效 手段 。 在 控制 图 中 ， 用 直线 或 折线 表示 质量 控 
制 的 上 限 和 下 限 。 按 照 正 常 的 工序 ， 产 品质 量 曲线 应 该 在 控制 上 限 和 控制 下 限 之 间 摆 动 。 如 
有 果 产 品质 量 曲线 在 某 些 部 位 超出 了 控制 上 限 和 控制 下 限 的 范围 ， 则 表示 在 对 应 的 生产 环节 出 
现 了 问题 。 这 些 问 题 有 可 能 是 原材料 的 问题 ， 也 可 能 是 操作 人 员 的 问题 ， 或 者 是 由 于 其 他 问 
题 。 总 之 ， 控 制图 中 显示 出 了 问题 的 存在 ， 生 产 管理 者 就 可 以 有 的 放 矢 地 分 析 问 题 、 解 决 问 
题 ， 保 证 生产 的 顺利 进行 。 

常见 的 过 程控 制图 有 均值 控制 图 、 标 准 差 控制 图 和 指数 加 权 移 动 平均 控制 图 等 。 在 
MATLAB 中 分 别 用 xbarplot 函数 、schart 函数 和 ewmaplot 函数 实现 。 


10.1.2 有关 函数 介 


1. ewmaplot 函数 

利用 该 函数 生成 指数 加 权 移 动 平均 图 (EWMA1)， 便 于 统计 过 程控 制 《SPC )。 

@ ewmaplot(data) 生成 data 中 分 组 响应 的 指数 加 权 移 动 平 均 图 。data 的 行 包 含 给 定时 间 
的 重复 观测 值 。 各 行 应 按时 间 先 后 排序 。 

e@ ewmaplot(data, lambda) 生成 data 中 分 组 响应 的 指数 加 权 移 动 平 均 图 , 并 指定 当前 预测 
被 以 往 观测 值 影响 的 程度 。lambda 越 大 , 赋 给 过 去 观测 值 的 权重 也 越 大 。 默 认 时 , lambda = 0.4; 
lambda 必须 在 0 和 1 之 间 。 

e@ ewmaplot(data, lambda, alpha) 生成 data 中 分 组 响应 的 指数 加 权 移 动 平 均 图 ， 并 指定 绘 
图 时 需要 的 置信 上 限 和 置信 下 限 。 默 认 时 ，alpha 为 0.0027。 该 值 生成 3 倍 c 界限。 

norminv(1-0.00277/2) 


ans = 
3 


表达 式 2#*(1-normcdfdo)， 可 以 得 到 倍 c 界 限 。 例 如 ， 对 于 2 倍 cc 界限， 正确 的 alpha 
值 为 0.0455， 就 像 下 面 所 显示 的 : 
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2x (1 -normcaqf (K) ) 
忌 肌 号 一 
0.0455 
@ ewmaplot(data,， lambda,，alpha，specs) 


指定 一 个 二 元 素 向 量 specs， 以 指定 响应 的 





生成 data 中 分 组 响应 的 指数 加 权 移 动 平均 网 ， 并 





F 界 和 下 界 。 


e h=ewmaplot(…) 返回 句柄 向 量 到 图 中 直线 。 
【 例 10-1】 对 于 具有 缓慢 移动 均值 的 过 程 ， 指 数 加 权 移 动 平 均 图 比 x 条 图 更 能 监测 它 的 


























过 程 。 下 面 的 模拟 演示 了 一 个 缓慢 线性 漂移 均值 的 指数 加 权 移 动 平 均 











臣 (8) 














而 





上 = normrnaq(10+0.02x*t(:yones(4，1))，0.5)，; 
ewmapblot (0.4，0.01，[9.75 10.75]) 


生成 图 如 图 10-1 所 示 。 
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图 10-1 指数 加 权 移 动 平 均 图 


第 28 组 的 指数 加 权 移 动 平均 值 比 随机 期 望 值 要 高 。 如 果 我 们 对 这 个 过 程 进行 了 连续 的 
监测 ， 可 能 会 发 现 该 漂移 ， 并 进一步 调查 产生 该 漂移 的 原因 。 

















2. schart 函数 





























利用 该 函数 创建 标准 离 差 控制 图 ， 其 调 





























用 格式 为 : 

@ schart(data) 显示 data 中 分 组 响应 的 $ 图 。data 的 行 包 含 给 定时 间 的 重复 观测 值 。 各 行 
必须 按时 间 排 序 。 图 中 包含 每 个 组 的 样本 标准 离 差 %、 平 均 * 值 处 的 中 心 线 和 控制 界限 的 上 限 
和 下 限 。 该 界限 位 于 中 心 线 两 侧 3 倍 c 距离 处 ， 其 中 ce 为 * 的 标准 离 差 的 估计 值 。 若 该 过 程 










































































可 控 ， 则 少 于 二 分 之 三 的 观测 值 将 会 随机 地 落 在 控制 界限 以 外 。 所 以 ， 如 果 观 测 点 在 界限 以 


外 ， 则 说 明 过 程 失控 。 














@ schart(data, conf) 允许 在 绘制 控制 界限 时 控制 置信 水 平 的 上 界 和 下 界 。 默 认 时 ，conf = 


0.9973， 生 成 3 倍 c 界限 。 


norminv(1 - (1-.9973)7/2) 
ans = 
3 


.148 。 























使 用 表达 式 1-2#*(1-normcdftlo)， 可 以 得 到 天 倍 c 界限 。 例 如 ， 对 于 2 倍 c 界限 ， 正 确 
的 conf 值 为 0.9545， 如 下 所 示 : 


KK = 2); 
1-2* (1-normcdf (K) ) 
ans 王 

0.9545 


@ schart(data, conf, specs) 根据 二 元 素 癌 量 specs 中 指定 的 界限 绘图 。 
@ [outliers, h] = schart(data, conf, specs) 当 data 的 均值 失控 时 ， 返 回 异 浓 值 “用 指数 向 量 
表示 ) 到 各 行 ， 并 返回 图 中 直线 的 句柄 向 量 h。 
【 例 10-2】 本 例 绘制 新 机 器 部 件 测量 值 的 $ 图 。 这 些 测量 值 在 36 小 时 中 每 隔 1 小 时 取 
一 次 。runout 和 拖 阵 包含 随机 挑选 的 4 个 部 件 的 测量 值 。 这 些 值 显示 ， 部 件 实测 半径 与 目标 半 
径 之 间 相 差 干 分 之 一 英寸 。 
oad Patrts 








































































































Schart (unout) 


生成 的 图 形 如 图 10-2 所 示 。 




















Standard Deviation 











0 加 10 他 20 5 30 35 40 
Sample Number 








图 10-2 ”标准 离 差 控制 图 
因为 所 有 的 点 都 在 控制 界限 以 内 ， 所 以 各 次 级 分 组 内 的 随机 变异 是 连贯 的 ， 没 有 证 据 
明 过 程 失 控 。 


3. xbarplot 函数 
利用 该 函数 生成 又 条 图 。 调 用 方法 如 下 : 

@ xbarplot(DATA) 显示 DATA 中 分 组 响应 的 x 条 图 。DATA 的 行 包 含 给 定时 间 的 重复 观 
测 值 。 各 行 必须 按时 间 排 序 。 图 中 包含 每 个 组 的 样本 均值 、 均 值 处 的 中 心 线 和 控制 界限 的 上 
限 和 下 限 。 该 界限 位 于 中 心 线 两 侧 3 倍 c 距 离 处 ， 其 中 为 样本 均值 的 标准 离 差 的 估计 值 。 郑 
该 过 程 可 控 ， 则 少 于 二 分 之 三 的 观测 值 将 会 随机 地 落 在 控制 界限 以 外 。 所 以 ， 如 果 观 测 点 在 
界限 以 外 ， 则 说 明 过 程 失 控 。 
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@ xbarplot(DATA, conf) 允许 在 绘 甫 
= 0.9973， 生 成 3 倍 c 界 限 。 


norminv(1-(1-.9973)/2) 


总 下 号- 全 





4 





控制 界限 时 控制 置信 水 平 的 上 界 和 下 界 。 默 认 时 ,conf 











3 


使 用 表达 式 1-2*(1-normcdfdo)， 可 以 得 到 大 倍 c 界 限 。 例 如 ， 对 于 2 倍 c 界 限 ， 正 确 的 
conf 值 为 0.9545， 如 下 所 示 : 









































KK = 2); 
1-2* (1-normcqdqf (k) ) 
ans 王 

0.9545 























@ xbarplot(DATA, conf, specs) 根据 二 元 素 癌 量 specs 中 指定 的 界限 绘图 。 


@ xbarplot(DATA，conf，specs，'sigmaest) 指定 X 条 图 如 何 估计 标准 差 。 可 有 下 面 一 些 选 
项 2 

















s 一 一 默认 时 ， 使 用 各 组 标准 差 的 均值 
vv- 一 使 用 合并 方差 估计 的 平方 模 
fr 一 一 使 用 每 个 组 的 平均 极 差 ， 每 组 需要 25 个 或 更 少 的 观测 值 。 
e@ [outlier h] = 人 conf, specs) 当 DATA 的 均值 失控 时 ， 返 回 异 常 值 (用 指数 
向 量 表示 ) 到 各 行 ， 并 返回 图 中 直线 的 句柄 向 量 (h)。 
【 例 10-3】 本 例 绘制 新 机 器 部 件 测 量 值 的 x 条 图 。 这 些 测 量 值 在 36 小 时 中 每 隔 1 小 时 
取 一 次 。runout 矩阵 包含 随机 挑选 的 4 个 部 件 的 测量 值 。 这 些 值 显示 ， 部 件 实测 半径 与 目标 
半径 之 间 相 差 干 分 之 一 英寸 。 
oadq Parts 
xbarpblot (unoutyr0.999,，[-0.5 0.5]) 


从 生成 的 图 10-3 中 可 以 看 出 ， 第 21 组 和 第 25 组 中 的 点 失控 , 所 以 这 些 组 中 的 均值 比 期 
望 值 高 。 说 明 该 过 程 有 些 失控 ， 需 要 查 明 原因 ， 采 取 对 策 。 
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图 10-3 入 条 图 
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10.2 ”过 程 性 能 图 





在 进行 全 面 生 产 之 前 ， 许 多 三 家 首先 要 进行 试验 性 研究 ， 看 一 定 的 工序 能 和 否 达到 工程 计划 
指定 的 生产 要 求 。 利 用 统计 模型 得 到 的 能 力 研究 数据 , 可 以 获得 不 能 完成 指定 计划 部 分 的 百分比 。 

常见 的 过 程 性 能 图 有 过 程 概率 图 、 县 加 了 正 态 密度 曲线 的 直方 图 、 指 定 区 间 内 的 正 态 密度 
线 图 等 。 在 MATLAB 中 分 别 用 capable 函数 、capaplot 函数 、histfit 函数 和 normspec 函数 实现 。 











































































































1. capable 函数 

利用 该 函数 计算 过 程 性 能 指数 ， 其 调用 方式 如 下 : 

@ capable(data, lower upper) 计算 样本 data 中 的 数据 落 在 lower 和 upper 指定 的 范围 之 外 
的 可 能 性 。 前 提 假 设 是 data 向 量 中 的 度量 值 服 从 均值 和 方差 都 为 常数 的 正 态 分 布 ， 并 且 测 量 
在 统计 上 是 独立 的 。 

@ [p, Cp, Cpk] = capable(data, lower upper) 还 返回 可 能 性 指数 Cp 〈C,) 和 Cpk (Cox)。 




















































































































C 是 指定 数据 的 极 差 与 过 程 标准 误差 估计 的 6 倍 之 间 的 比值 ， 即 
本 LA 一 ZL 
6a 














对 于 目标 处 有 均值 的 过 程 ，Co=1 转换 为 略 大 于 和 干 分 之 一 。 近 来 ,很 多 工业 部 门将 产品 质 
量 目标 缺陷 标准 设置 为 百 万 分 之 一 ， 与 之 对 应 的 C, = 1.6，Cp 越 高 ， 则 生产 过 程 的 性 能 越 好 。 
USL-w ALSL 
3c ”3c 
Cx 是 过 程 均 值 与 指定 上 界 或 下 界 之 间 的 差 值 和 3 倍 过 程 标准 差 的 估计 值 之 间 的 比率 . 其 
中 A 为 过 程 均 值 。 对 于 过 程 均值 没有 保持 在 目标 上 的 情况 ，Cx 更 能 描述 过 程 的 性 能 。 
【 例 10-4】 假设 要 求 某 机 器 部 件 的 大 小 误差 限制 在 干 分 之 三 英寸 以 内 ， 且 其 误差 服从 正 
态 分 布 。 如 果 部 件 生产 过 程 中 平均 厚 了 王 分 之 一 英寸 ， 并 且 标 准 差 为 干 分 之 一 英寸 。 求 该 过 
程 的 性 能 指数 是 多 少 ? 
qata = normrnad (1 1730 1) ， 
[PCpCpk]l = capable(dqatar [-3 3])，; 
indqices = [P CP CPKI] 
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C 交 三 Imin( 

































































































































































indqices = 
0.0172 1.1144 0Q5s9053 


结果 发 现 有 干 分 之 十 七 的 部 件 超出 了 指定 要 求 。 因 为 过 程 较 分 散 ， 所 以 Cx 比 C 小 。 














2. capaplot 函数 

利用 该 函数 使 用 过 程 概率 图 。 调 用 格式 如 下 : 

@ capaplot(data，specs) 假设 向 量 数据 中 的 观测 量 服从 均值 和 方差 未 知 的 正 态 分 布 。 对 其 
进行 拟 合并 用 图 形 显示 某 新 观测 量 的 T 分 布 。 分 布 中 上 下 界限 之 间 的 部 分 〈 包 含 在 二 元 素 向 
量 specs 中 ) 在 图 中 是 隐藏 的 。 

@ [p,h] = capaplot(data, specs) 返回 新 观测 量 在 评估 范围 内 的 概率 p 和 图 形 元 素 的 句柄 h。 

【 例 10-S】 继续 使 用 前 面 的 例子 。 


qata = normrnad (1 1 30v 1)， 

















































































































431， 


capaplot (daqata [-3 3]) 


局 


0.9784 


新 观测 量 的 概率 specs 为 97.84% 。 生 成 的 图 形 如 图 10-4 所 示 。 





图 10-4 “过程 概 率 图 
3. histfit 函数 
利用 该 函数 创建 添加 了 正 态 密 度 的 直方 图 ， 其 调用 格式 为 ; 
@ histfit(data, nbins) “生成 data 数据 的 直方 网 ， 其 中 有 nbins 个 条 形 。 当 只 有 一 个 输入 变 
量 时 ，nbins 设置 为 data 中 元 素 个 数 的 平方 根 。 
e@ h = histfit(data, nbins) 返回 图 中 线条 的 句柄 向 量 。h() 为 直方 图 的 句柄 ，h(2) 为 密度 曲 
线 的 句柄 。 
【 例 10-6】 
z = normrnaq(10v，1v， 100v，1) 7 
histftit (L) 


生成 的 图 形 如 图 10-5 所 示 。 








图 10-5 ” 正 态 密度 大 加 直方 图 








“IT32，。 


4._ normspec 函数 


利用 该 函数 绘制 指定 区 间 内 的 正 态 密度 曲线 ， 其 调用 格式 如 下 : 

@ p =normspec(specs, mu, sigma) 绘制 由 向 量 specs 中 两 元 素 确 定 的 下 界 和 上 界 之 间 的 正 
态 密度 曲线 ，mu 和 sigma 为 正 态 分 布 的 参数 。 

@ [p,h] = normspec(specs, mu, sigma) 返回 样本 数据 落 在 下 限 与 上 限 之 间 的 
线 对 象 的 句柄 。 若 specs(D)= -Inf (-ce )， 则 没有 下 限 ; 同样 ， 若 specs(2) = Inf， 
































【 例 10-7】 假设 厂家 生产 10 丛 司 一 箱 的 了 
量 与 期 望 重量 之 间 有 一 定 误差 。 如 果 每 箱 玉 米 片 的 平均 重量 为 11.5 嚼 司 , 标准 差 

































































问 玉 米 片 重量 大 于 10 嚼 司 的 闭 箱 数 占 多 少 百分比 ? 








normspec([10 Inf]j， 11.5， 1.25) 





从 图 10-6 中 可 以 看 出 ， 玉 米 片 重量 大 于 10 僵 司 的 装 箱 数 占 88.5% 。 




















Probability Greaterthan Lower Bound is 0.88493 
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图 10-6 ”指定 区 间 的 正 态 密 度 曲 线 





























茎 率 ph 为 直 
则 没有 上 限 。 





E 米 片 。 在 装 箱 过 程 中 实际 装 入 的 玉米 片 的 重 


为 1.25 唤 司 ， 


“iL93， 


第 11 章 试验 设计 














试验 设计 是 对 可 能 的 试验 方案 进行 优化 选择 的 科学 ， 它 研究 如 何 科 学 合理 地 安排 试验 因 
素 ， 研 究 试验 中 各 影响 因素 之 间 的 关系 。 试 验 设计 的 目的 就 是 确定 如 何 收集 数据 ， 以 供 统计 
推断 之 用 。 好 的 设计 ， 可 以 收 到 事半功倍 的 效果 。MATLAB 中 介绍 了 完全 析 因 设计 、 不 完全 
析 因 设计 、 响 应 面 设计 和 D- 优 化 设计 等 四 种 试验 设计 方法 。 


11.1 “完全 析 因 设计 


11.1.1 基本 原理 


假设 现在 要 确定 加 工 过 程 中 的 差异 性 是 由 切削 部 件 的 机 床 引起 的 ， 还 是 由 操作 该 机 床 的 
操作 员 引 起 的 。 如 果 总 是 由 同一 个 操作 员 操 作 同 一 台 机 床 ， 则 不 能 确定 问题 是 由 操作 员 还 是 
机床 引起 的 。 但 是 ， 如 果 允 许 每 个 操作 员 都 去 操作 每 一 台 机 床 ， 则 可 以 区 分 他 们 之 间 的 差 
别 。 这 样 一 个 过 程 ， 就 是 析 因 过 程 。 

假设 现在 有 4 个 操作 员 和 3 台 机 床 ， 则 其 析 因 设计 为 : 

Q= fullfact([4 3]) 
q = 





































































































































































































工 汪 
2 工 
3 工 
4 于 
江 忆 
2 多 
3 包 
4 2 
下 3 
2 3 
3 3 
4 3 


d 的 每 一 行 代表 一 个 操作 员 / 机 床 组 合 。 上 面 有 4*3 = 12 行 。 










































































析 因 设计 的 一 个 特例 是 所 有 的 变量 都 具有 两 个 值 。 假 设 要 很 快 地 确定 某 个 过 程 中 3 个 变 
量 的 值 高 或 低 ， 可 以 做 如 下 设计 : 
d2 = ff2n(3) 
d2 =- 
0 0 0 
0 0 1 
太 
0 1 1 
1 0 0 
1 0 1 
1 
[OA 


.154 。 














kt 有 23= 8 个 组 合 。 


11.1.2 ”有 关 函 数 介 


. ff2n 


0 
e@ X=ff2n) 创建 一 


【 例 11-1】 
驻 
驻 





X 表 示 0 到 2m-1l 的 数字 。 


函数 





ff2n(3) 


人 
人 
和 


二 业 


2. fullfact 函数 


利用 该 函数 进行 完全 析 




















完全 析 因 设计 ， 其 调用 格式 如 下 : 
个 二 水 平 完 全 析 因 设计 X。n 为 和 的 列 数 ， 行 数 为 2n。 














因 试验 设计 ， 其 调用 格式 如 下 ; 
@ design = fullfactllevels) 给 定 因子 设置 , 进行 完全 析 因 设计 。levels 向 量 中 的 每 




















个 元 素 





指定 design 对 应 列 中 惟一 元 素 的 个 数 。 例 如 ， 若 levels 的 第 1 个 元 素 是 3， 则 design 的 第 1 
列 只 包含 从 1 到 3 的 整数 。 





【 例 11-2】 











水 平 ， 第 2 列 
全 3 二 
qd = 














有 4 个 水 平 。 








若 levels=[24, 则 fallfact 函数 生成 一 个 8 次 的 设计 ， 其 : 


fullfact([2 4]) 


N FPNPN PN 
心心 wwNN FF 


11.2 ”不 完全 析 因 设计 
11.2.1 ”基本 数学 原理 


析 因 设计 


















































如 果 系 统 ， 











各 变量 间 没 有 














最 小 试验 次 数 为 8 次 。 使 用 hadamard 函数 可 以 定义 最 小 试验 次 数 。 














上 例 


HI 





且 




















第 1 列 中 有 2 个 


的 困难 之 一 是 当 变量 增加 时 ， 进 行 析 因 设计 的 组 合 将 呈 指 数 增长 。 例 如 ， 在 上 
面 的 例子 中 ， 如 果 变 量 个 数 不 是 3， 而 是 7， 按 照 完全 析 因 设计 需要 试验 2” = 128 次 。 
协同 作用 ， 则 需要 的 试验 次 数 将 大 大 减少 。 里 论 上 的 


。 1535。 











































































































































































































































































































X = hadqamardq(8) 
X = 
业 员 工 工 工 工 工 工 
芋 。 交 末 和 1 | 到 
到 工 竺 和 三 泣 工 工 一 工 三 业 
二 1 下 :汉文 ， 关 全 1 
业 开 工 浊 工 工 工 
1 -1 和 1 让 。 汪 示 1 
于 二 工 工 工 二 1 荆 
亚 一 三 出 再 一 工 二 王 一 工 
最 后 7 列 是 真实 的 变量 集 《=-1 表示 低 值 ，!1 表示 高 值 )。 利 用 第 1 列 可 以 衡量 均值 在 线性 
方程 Z=XZ+E 中 的 影响 。 
利用 Plackett-Burman 设计 ， 可 以 用 较 少 的 试验 次 数 研 究 每 个 变量 的 主 效应 。 对 于 上 面 的 
例子 ， 使 用 不 完全 析 因 设计 ， 试 验 次 数 只 是 完全 析 因 设计 的 80128。 不 完全 析 因 设计 的 缺点 是 ， 
如 果 一 个 变量 的 效应 随 另 一 个 变量 的 效应 变化 ， 则 估计 的 效应 会 出 现 偏差 。 
11.2.2 ”有 关 函 数 介 
利用 fracfact 函数 生成 源 于 生成 器 的 不 完全 析 因 设计 ， 其 调用 格式 如 下 : 
@ Xx= fracfact(gen) 根据 生成 器 字符 串 gen 指定 的 内 容 生成 不 完全 析 因 设计 , 并 返回 设计 
点 的 矩阵 x。 输 入 字符 gen 是 一 个 生成 器 字符 串 ， 由 被 空格 间隔 的 "words" 组 成 。 每 个 单词 
述 输出 设计 列 是 如 何 由 完全 因子 的 列 组 成 的 。 一 种 典型 的 情况 是 ，gen 将 为 前 面 几 个 因子 包 
含 单字 母 单 词 ， 另 外 一 些 多 字母 单词 描述 剩 下 的 因子 是 如 何 由 前 面 几 个 所 组 成 的 。 
输出 矩阵 下 是 一 个 二 水 平 完 全 析 因 设计 的 一 部 分 。 假 设 在 gen 中 有 六 个 单词 ， 且 每 个 单 
词 由 字母 表 中 的 前 二 个 字母 的 子 集 组 成 。 输 出 矩阵 下 有 27 行 、 到 列 。 令 下 代表 二 水 平 完 全 析 




















@ [xconf] = fracfact(gen) 还 





二 因 





子 交 互 作 月 





11.2.3 ”应 用 实例 


。 




































































因 设 计 ， 就 像 被 f2n(m 函 数 生 成 的 一 样 。 
返回 一 个 单元 数组 conf， 




















述 主 效应 的 组 成 模式 和 所 有 的 





















































































































































【 例 1-3】 如 果 希 望 进行 一 个 试验 ， 研 究 与 某 响 应 有 关 的 4 个 因子 的 效应 ， 但 现在 由 于 
条 件 限 制 ， 只 能 进行 8 次 试验 〈 一 个 run 是 试验 在 指定 因子 组 合 上 的 简单 重复 )。 试 验 的 目的 
是 确定 哪些 因子 对 效应 有 影响 。 在 有 些 因 子 配 对 之 间 可 能 会 有 交互 作用 
进行 完全 析 因 设计 需要 16 次 试验 ， 但 如 果 假 设 没有 3 因子 交 互 效应 ， 则 通过 8 次 就 可 以 
估计 主因 子 效 应 。 
[xconf] = fracfact('a b c abcrI') 
1 亚 
一 一 工 
一 1 一 工 
一 1 一 
一 一 工 
一 一 
寺 一 一 
下 业 
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Conf = 


"Tetzmy "Genetrator "Confounading ' 
"XI "ay "XI 
"X2) 汉 区 2 
"X3 Ti "X3 
"X4) "abc' "X4 
次 二 大 X2 7 "ab' 7X1L*X2+X3*X4: 
T 沪 业 考区 "ac' "XIL*X3+X2x*X4 
7X1LxX4) 本 Je 7X1LxX4+X2xX3) 
区 2x 关 3 “DG 7X1LxX4+X2xX3) 
7"X2x*X4 "ac' "XIL*X3+X2x*X4 
7"X3x*X4 "ab' 7"X1L*X2+X3x*X4 1 








息 惩 阵 的 前 面 3 列 组 成 了 一 个 完全 析 因 设计 。 最 后 一 列 通过 乘 以 后 面 3 列 来 得 到 。 组 成 
模式 表明 ， 对 于 所 有 4 个 因子 而 言 ， 其 主 效应 是 可 以 估计 的 ， 但 二 因子 交互 效应 却 不 能 。 
进行 试验 以 后 ， 发 现 ab' 效 应 是 显著 的 。 为 了 确定 该 效应 是 否 来 自 XI1*X2 或 X3*X4， 需 
要 进行 剩 下 的 8 次 试验 。 通 过 改变 最 终生 成 器 的 符号 可 以 获得 它们 。 


fracfact('"a b cC -abc') 




























































































ans = 三 
兴业 二 出 二 和 二 
党 三 和 二 业 
全 二 工 过 二 | 
二 于 工 工 
业 和 二 小 一 工 
工 二 出 工 
开 工 s 寺 
下 工 工 反 于 





【 例 11-4】 假设 现在 我 们 要 研究 8 个 因子 的 效应 ， 进 行 完全 析 因 设计 需要 256 次 试验 ， 
通过 生成 器 的 智能 选择 ， 发 现 只 要 16 次 就 可 以 估计 这 8 个 效应 ， 其 中 没有 组 成 二 因子 效应 。 


[xyrc] = fracfact('apbpcadqabc acdq abdq bcdq'):; 
































Gi( 工 :07 
ans 一 
"Tetzmy "Generator "Confounading ' 
"XI "ay "XI 
"X2) Ti 7 性 2 
"X3 | "X3 
"X4) TO 7"X4 
"X5 "abecy' I 受 57 
区 67 "acd' 7"X6 
区 "abd' 7 
"X8 eaQ: 7"X8 
区 十 尖 久 27 "ab' "XI1L*X2+X3*X5+X4xX7+X6xX8' 




















这 种 组 成 模式 显示 主 效应 不 是 由 二 因子 交互 效应 组 成 的 。 最 后 一 行 显示 一 组 含有 4 个 二 
因子 的 交互 效应 已 经 组 成 了 。 生 成 器 其 他 选择 不 需要 相同 的 特性 。 
| 村: 国 0 六 esEcXeiG oo 本 -io 本 ee 本 二 Leoiem 为 且 ， 
生生 7 
ans 一 
"Tetzmy "Genetator "Confounading ' 
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11.3 


是 使 缺陷 最 小 化 ， 或 产 
率 的 数学 模型 。 


1X11 
1X21 
1X3， 
1X41 
1X5， 
1X6， 
1XI， 
1X8， 
T 芍 于 类 基 27 


1a' 
1Db) 
1cy 
1d' 
"ab 
"cd 
"ad' 
"pc 
"ab' 





这 里 ， 所 有 的 主 效应 























有 时 候 ， 仅 使 用 简 
































最 简单 





有 因 
析 因 


它 不 是 一 个 令 人 满意 的 


计 ， 想 象 你 有 一 些 在 1 
变化 。 一 个 : 
心 点 等 三 部 分 组 成 。 
设计 也 与 上 面 描述 的 相同 ， 但 进行 了 标准 
立方体 的 内 部 。 表 面 〈《CCEF) 设计 中 ， 星 点 位 于 立方 体 的 面 上 ， 每 个 
具有 五 个 水 平 。 图 11-1 显示 了 三 因 
图 (b) 为 CCI 设计 ， 桥 


点 位 了 
平 ， 而 其 他 设计 中 每 个 
图 (a) 为 CCC 设计 ， 








响应 面 设 计 














单 的 线性 和 交互 模型 


" 广 十 X2*X5 二 X4*X7 7 
2 十 xD 十 区 3xX8" 
"X3+X2x*X8+X4*X6 
"X4+XI*X7+X3x*X6 
7 和 XD 十 外 xX2 7 
"X6+X3*X4 7 
"X7+XI1Lx*X4) 
区 8 十 区 2 < 和 37 
工区 5 本 区 芋头 区 2 


一 个 或 多 个 二 因子 交互 效应 组 成 。 





8 最 大 化 。 如 果 了 最 优点 在 进行 试验 的 





设计 。 


子 之 间 的 两 两 交互 项 。 拟 合 这 些 类 型 模型 
设计 ， 每 个 输入 有 3 个 值 。 尽 管 统计 工具 箱 可 以 进行 上 
因为 它 往往 比 正常 情况 下 拟 合 模 型 时 需要 更 多 的 运算 。 
面 模型 设计 中 最 常用 的 两 个 设计 是 中 心 合成 设计 和 Box-Behnken 设计 。 在 这 些 设计 





























数 创建 指定 的 响应 面 设计 : ， 
则 考虑 创建 一 个 D- 优 化 设计 。 








1 中 心 合成 设计 


中 心 合成 设计 是 可 以 拟 合 二 次 完全 析 














心 合成 设计 和 Box-Behnken 设计 。 如 果 这 些 还 








、 
的 模型 为 二 次 模型 ， 所 有 因子 都 具有 线 怕 


























氏 值 和 











高 值 之 间 变 化 的 




































































心 合成 设计 由 单位 立方 体 角 点 上 的 点 、 轴 -| 





























因 





子 





























P 心 合成 设计 有 3 类 ， 外 接 〈CCC) 设计 与 上 国 
化 ， 使 得 星 点 的 值 位 于 -1 和 +1 之 间 ， 而 且 立 方 体 

















! 是 不 够 的 ， 比 如 ， 假 设 输出 是 缺陷 或 产 出 ， 目 标 














区 域内 部 ， 就 需要 
E 项 和 二 次 项 ， 外 还 具有 所 
的 设计 称 为 响应 面 设计 。 此 类 设计 之 一 是 完全 
项 设计 ， 但 是 在 大 多 数 情况 下 ， 


月 














为 3 个 和 5 个 不 同 的 值 《 或 水 平 )， 但 不 是 这 些 值 的 所 有 组 合 都 出 现在 设计 中 。 这 里 介 


个 能 表示 


























在 啊 应 





P， 输 入 
的 函 




































































(c) 为 CCF 设计 。 











部 的 星 
描述 的 相 








因子 具 


不 能 满足 需要 ， 


因 设 计 的 响应 面 设 计 。 要 图 形 显示 一 个 中 心 合 成 设 
因子 ， 为 了 简便 ， 假 设 每 个 
上 或 立方 体 久 


因子 在 -1 和 +1 之 间 
点 和 原点 处 的 中 
同 。 内 接 (CCI) 





3 个 水 


子 的 3 种 类 型 的 设计 ， 其 中 ， 
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图 11-1 


三 因子 中 心 合成 设计 


2. Box-Behnken 设计 
与 中 心 合 成 设计 一 样 ， 





以 拟 合 一 个 二 次 完全 析 因 设计 的 响应 面 设 计 。 与 大 
部 分 中 心 合成 设计 方法 不 同 的 是 ,Box-Behnken 设计 
对 每 个 因子 使 用 三 水 平 设 计 ， 这 在 样本 较 小 而 且 因 
子 为 定量 数据 时 很 有 吸引 力 。 
使 用 三 因子 水 平 设计 。 但 是 ， 它 不 象 Box-Behnken 3 
设计 那样 可 以 旋转 。 另 一 方面 , Box-Behnken 设计 被 
认为 对 于 立方 体 角 点 上 值 的 预测 能 力 较 弱 ， 因 为 与 


















































CCF 不 同 ， 它 们 在 立方 体 角 





Box-Behnken 设计 是 可 





中 心 合成 表面 设计 也 




















0.5 0 -05 -1 -1 








点 上 没有 点 。 图 11-2 显 图 11-2 ”三 因子 的 Box-Behnken 设计 

















示 一 个 三 因子 的 Box-Behnken 设计 。 圆 心 显 示 在 原 
点 ， 并 且 可 以 重复 运算 多 次 。 

















Box-Behnken 设计 。 


11.4 “D- 优 化 设计 


11.4.1 基本 数学 原理 
前 面 的 试验 设计 方法 用 





算 机 技术 进行 优化 意义 上 的 试验 设计 。D- 优 化 设计 使 Fisher 信息 矩阵 忆 导 的 行列 式 最 大 化 。 
该 矩阵 与 参数 的 协 方差 矩阵 的 疼 成 比例 。 所 以 ， 使 det(E 避 最 大 化 等 价 于 使 参数 协 方差 外 
的 行列 式 最 小 化 。D- 优 化 设计 使 线性 模型 参数 6 的 回归 估计 的 置信 椭 球 的 体积 最 小 化 。 

利用 cordexch 函数 和 rowexch 函数 计算 给 定 模型 的 D- 优 化 设计 。 这 两 个 函数 将 在 后 面 讨 
介绍 ， 他 们 都 使 用 了 迭代 算法 ， 通 过 变化 增 量 来 改进 初始 设计 。 在 坐标 交换 算法 中 〈 对 了 














纪 


ANS 

















在 MAILAB 统计 工具 箱 中 ， 用 ccdesign 函数 进行 中 心 合成 设计 ， 用 bbdesign 函数 进行 











于 20 世纪 早期 ， 从 20 世纪 70 年 代 开 始 ， 统 计 学 家 们 开始 应 用 计 




















1 cs 








了 





























人 PP 











让 




















cordexch 函数 )， 增 量 为 设计 矩阵 的 单个 元 素 ， 在 行 交 换算 法 中 〈 对 于 rowexch 函数 )， 增 量 


为 设计 德 阵 的 行 的 元 素 。 
11.4.2 ”有 关 函 数 介 


| | 函数 




















函数 提供 进行 D- 优 化 设计 的 坐标 交换 算法 ， 其 调用 格式 为 : 
@ ee = cordexchOnfactorsn 次 ) 生成 因 了 设置 阵 settings， 对 于 D- 优 化 设计 使 用 一 


个 闪 常 数 项 的 线性 附加 模型 。 





























T 苹 

















settings 参数 有 mn 次 行 、nfactors 列 。 

















@ [settings, X] = cordexchCnfactors,n 次 ) 还 生成 相关 的 设计 和 抢 阵 X。 
@ [settings, X] = cordexchCnfactors,n 次 , model) 为 了 拟 合 一 个 指定 的 回归 模型 进行 设计 。 




















输入 参数 model 可 以 是 下 面 参数 中 的 一 个 : 














包括 


interaction' 


常数 项 、 线 性 项 和 交互 项 ; 








quadratic 





pureduadratic” 


交互 项 加 上 平方 项 ; 
包括 常数 项 、 线 性 项 和 平方 项 。 





【 例 11-5】 下 面 用 二 次 模型 进行 2 因子 9 次 D- 优 化 设计 。 


Settings = Cordqexch (2，9，'dquaadratic' ) 


Settings = 





9 


0 





2. daugment 函数 
利用 该 函数 实现 试验 设计 的 D- 优 化 扩展 〈 增 广 )， 其 调用 格式 为 : 


@ settings = daugment(startdes, n) 扩 - 
@ [settings, X] = daugment(startdes, n, "model) 还 提供 设计 矩阵 下 。 输 入 model 控 制 回 
型 的 阶 次 。 默 认 时 ，daugment 函数 设 定 一 个 线 改 


中 的 一 种 : 


interaction 
quadratic 
pureduadratic” 
daugment 函数 使 用 
实际 上 ， 试 验 是 一 个 迭代 过 程 。 
深入 全 面 地 了 解 系统 。 使 用 函数 daugment 可 以 优 
假设 为 了 拟 合 4 输入 的 线性 模型 ， 我 们 进行 了 8 次 试验 。 
































上 平方 项 ; 
包括 常数 项 、 
的 是 坐标 转换 算法 。 

我 们 经 常 希 望 在 全 面试 验 的 基 而 
的 试验 。 





【 例 11-6】 
Settings = Cordexch (4 8) 
Settings = 
二 灿 工 
二 一 工 三 王 
二 I 工 
I 关山 
二 I 一 工 
一 工 工 
于 工 
I 一 = 半 


该 设计 对 于 拟 合 4 输入 的 线 























包括 常数 项 、 线 性 项 和 交互 项 ; 
交互 项 加 . 
线性 项 和 平方 项 。 


附加 模型 。 另 外 ，'model 可 以 是 下 面 字 























一 一 














选择 这 些 额外 





增加 8 次 试验 ， 以 拟 合 这 些 额 外 的 项 ， 需 要 进行 下 面 的 运算 : 


[augmented，X] = qaugment (Settingsr8 ii")， 
augmented 
augmented = 
下 到 业 业 I 
一 工 一 工 工 一 工 
三 二 工 业 I 
业 工 下 一 
= 工 = 工 I 
工 一 工 一 并 I 
= 一 = 一 
下 工 二 于 一 


。 100。 








展 一 个 初始 试验 设计 startdes， 进 行 na 次 新 的 测试 。 


归 模 


符 串 





上 增加 试验 次 数 ， 以 更 


模型 已 经 足够 了 ， 但 它 不 能 拟 合 6 个 又 积 项 。 假 设 现在 要 





和 


交 





变量 化 设计 是 正 交 的 ， 
本 例 在 2 不 完全 析 因 


下 有 -让 


【 例 11-7】 


Startades 


皮 
台 太 辣 后 : 站 本 


吕 


让 


0 





人 


0 


因为 下 * 导 是 单位 和 





| 至 
和 














[一 工 


1 


settings = daugment(startdes, 3, "quadratic) 





Settings = 

-1 -1 

中 -1 

-1 1 

工 1 

工 0 

三 业 0 

0 工 

0 0 

0 冯 业 
结果 为 32 析 因 设计 。 

3. dcovary 函数 


利用 dcovary 函数 ， 月 
@ settings = dcovary(factors,covariates,model) 为 每 一 

的 D- 优 化 设计 。factors 为 希望 控制 的 试验 变量 个 数 。 
@ [settings,X] = dcovary(factors,covariates 人 还 创建 相关 的 设计 甸 
“model 控制 回归 模型 的 阶 次 。 默 
可 以 是 下 面 字符 串 中 的 任 
包括 常数 项 、 线 性 项 和 交互 项 ; 
交互 项 加 上 3 
包括 常数 项 、 线 性 项 和 平方 


interaction' 
quadratic 


purequadratic 

















意 一 个 ; 


/EN 


认 时 , dcovary 函数 假设 为 一 











F 方 项 ; 


9 


上 
区 


2 
ET 


E 阵 。 实 际 上 ， 








工 1 7? 


户 
人 


口 


卢 * 
0 


该 设计 与 24 完 全 析 因 
设计 的 基础 上 添加 5 次 试验 ， 拟 合 二 次 模型 。 


次 运行 创建 一 个 有 





0 


指定 的 协 方 兰 进 行 D- 做 化 琶 计 ， 其 调 


| 








RE 


0 











人 


16 











日 格式 为 : 


设计 相同 。 











回 定 协 变量 约束 








E 阵 X。 输 入 参数 
线性 附加 模型 。 另 外 ， 


“model” 


。 101。 


























有 时 无 法 控制 每 一 个 试验 输入 。 但 事先 知道 有 些 输入 的 值 。 利 用 函数 dcovary 可 以 为 每 次 
试验 选择 settings 怎 阵 ， 以 使 过 程 中 除了 线性 际 移 以 外 的 信息 最 大 化 。 
【 例 11-8】 假设 要 将 一 个 8 次 的 试验 转换 为 4 个 大 小 为 2 的 区 组 ,以 拟 合 二 因子 线性 模型 。 


CovVariates = qummyvar([1 11222334 4]); 























Settings = Qqcovary (2，Ccovariates (:7/1:3)，"1Linear') 
Settings = 
了 
= 于 三 浊 
主 
一 工 

I 
= 汪 二 册 
三 业 I 
宕 二 


输出 矩阵 的 前 两 列 包含 这 两 个 因子 的 设置 。 


4.， hadamard 函数 
利用 该 函数 生成 Hadamard 和 矩阵 ， 其 调用 格式 为 : 
@ 也 =hadamard) 返回 阶 次 为 n 的 Hadamard 和 阵 。 
其 中 ，Hadamard 是 由 1 和 -1 组 成 的 矩阵 ， 其 列 是 正 交 的 ， 且 有 
了 *H = nxI 
利用 size 函数 可 以 得 到 n， 利 用 eye 函数 可 以 得 到 I， 即 
[nn] = size(DD) 
工 = eye(n, D) 
只 有 当 rem, 4) = 0 时 , 存在 一 个 2X7z (zz>2) 的 Hadamard 算 阵 。 该 函数 只 有 在 mm， /12 
或 mw20 为 2 的 圭 次 时 可 以 控制 。 
【 例 1-9】 命令 hadamard(4) 生 成 一 个 4X4 的 矩阵 。 


人 
人 
2 


蕊 



























































工 下 下 
二 二 江 下 二 
下 二 灿 二 
寺 二 让 1 生生 


5. rowexch 函数 
该 函数 提供 进行 D- 优 化 设计 的 行 交 换算 法 ， 其 调用 格式 为 : 
@ settings = ITowexchOfactors, nD) 生成 因子 设置 矩阵 settings， 用 带 常 数 项 的 线性 累加 模型 
进行 D- 优 化 设计 。settints 矩阵 有 靖 次 行 ，nfactors 列 。 
@ [settings, X] = rowexchCnfactors, nmD) 也 生成 相关 设计 和 矩阵 X。 
@ [settings, X] = rowexchCnfactors, n, model) 为 拟 合 指定 的 回归 模型 生成 设计 。 输 入 参数 
“model” 可 以 是 下 列 字 符 串 之 一 ; 



































'interaction' 包括 常数 项 、 线 性 项 和 交互 项 ; 
'quadratic' 交互 项 加 上 平方 项 ; 
'purequadratic' 包括 常数 项 、 线 性 项 和 平方 项 。 





【 例 11-10】 本 例 用 交互 模型 演示 8 次 三 因子 的 D- 优 化 设计 , 为 两 水 平 的 完全 析 因 设计 。 


S = TOWeXch (3，8，' interaction') 
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把 过 业 业 
二 小 二 业 

过 业 下 

四 二 站 过 业 
近 工 业 
于 于 

旺 下 三 于 
出 三 汪 





11.4.3 ”综合 实例 
































【 例 1-11】 考虑 二 输入 的 二 次 模型 ， 使 用 坐标 交换 算法 进行 试验 设计 ， 模 型 的 形式 为 
y=L+DD+AADT+ADDX2 + CD | De 上 它 
假设 希望 该 D- 优 化 设计 通过 9 次 试验 来 拟 合 模型 。 
Settings = Coraqexch (2，9，'G7) 




















Settings = 


1 


| 

口 哺 

网 晴 | 
口 口 上 FF 上 


| 
位 
3 


可 以 将 settings 的 列 之 间 的 关系 绘 成 图 形 。 
hh = Plot(settings (:v，1)，settings (:7，2)，'. )， 
Set (dgcayr "Xtick'v[-1 0 1]) 
Set (gcayr "YLtick'r [-1 0 1]) 
Set (Ph，'Markersize'y20) 











绘 成 的 图 形 如 图 11-3 所 示 。 


1 合 大 




















图 11-3 ”坐标 交换 算法 得 到 的 settings 矩阵 列 之 间 的 关系 图 
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同样 考虑 二 输入 的 交互 模型 ， 使 用 行 交 换算 法 进行 试验 设计 。 该 模型 的 形式 为 








7=[D+TDD+Ap TAODXIX2 十 








假设 希望 该 D- 优 化 设计 通过 4 次 试验 来 拟 合 模型 。 


settings 抢 阵 显示 了 如 何 改变 各 次 试验 之 间 的 输入 。 和 矩阵 为 拟 合 上 面 回 归 模 型 的 设计 矩 


[settingsy 
Settings = 
一 工 I 
= 工 一 工 
下 一 工 
下 I 
基 , 芝 
工 
业 
业 
工 











X] = FoweXxch (2，4， "1 ) 
= 了 开 一 
一 工 二 于 工 

工 = 二 一 工 

工 了 工 











[ 世 


阵 。X 的 第 1 列 拟 合 常数 项 ， 最 后 一 列 为 第 2 列 和 第 3 列 的 积 。 
相关 的 图 形 表示 为 : 

hh = Plot(settings (:，1)，settings (:7，2)，'. 7) ， 

Set (gcayr "Xtick'v [-1 0 1]) 

Set (gcayr "YLtick'r [-1 0 1]) 


Set (hh，'Markersize'，， 20) 


其 结果 如 图 11-4 所 示 。 


.164 。 



































图 11-4，” 行 交换 算法 得 到 的 settings 矩阵 列 之 间 的 关系 图 


























计 图 形 ， 包 括 ; 
散 点 图 、 添 力 
式 曲线 、 汪 力 


箱 形 图 、 














j 图 形 表 达 样 本 数据 的 统计 特征 具有 台 
经 验 累加 分 布 函数 图 、 误 差 条 
最 小 二 乘 拟 合 
1 参考 线 、 交 互 插值 等 值 线 图 、 威 布尔 图 。 


第 12 章 统 计 

















医 











E 动 、 直 观 的 优点 。MATLAB 提供 了 十 多 种 常用 统 
、 函 数 交 互 等 值 线 


散 点 算 阵 图 、 




















线 、 正 态 概率 图 、 





则 累 托 多 

















、d-q 岁 、 回 


























12.1 箱 形 图 














箱 形 








@ 箱 形 上 、 下 的 横 线 为 














值 ; 
@ 箱 形 ， 











间 的 横 线 为 























样本 的 ， 




















@@ 箱 形 向 
项 部， 样本 最 4 
的 值 称 为 异 币值 ; 

由 图 中 顶部 的 加 号 表 
系统 误差 引起 的 ; 
































@@ 箱 形 两 侧 的 V 形 槽 口 对 应 于 样本 























上 或 向 下 延 人 
\ 值 为 下 触须 的 底部 。 默 认 情 况 下 ， 距 离 箱 形 顶 部 或 底部 大 于 1.5 倍 内 四 分 极 值 


用 boxplot 函数 生成 数据 
@ boxplot(X) 为 X 托 阵 的 每 一 列 生成 一 个 箱 形 











ES 
开 

















的 直线 称 为 “触须 ” 若 没有 





























归 个 案 次 序 


值 。 若 该 模 线 没 在 箱 形 中 央 ， 则 说 明 存 在 
常 值 ， 相 





图 、 参 考 多 项 


图 可 以 比较 清晰 地 表示 数据 的 分 布 特征 。 它 由 5 个 部 分 组 成 ; 
本 的 25% 和 75 多 分 位 数 ， 箱 形 项 部 和 底部 的 差 值 为 内 








四 分 位 极 

















局 度 ; 


本 的 最 大 值 为 上 触须 的 
































示 该 处 数据 为 一 异常 值 。 























值 的 置信 

















本 的 箱 形 图 ， 其 调用 格式 如 下 : 




















线段 ， 箱 形 未 端 延 仲 出 去 的 直线 称 为 触须 ， 表 示 数 据 向 极 大 和 极 小 方向 延伸 的 程度 。 侧 


有 


师 


色相 同 。 





























较 











@ boxplot(X, notch) 当 notch = 1 时 ， 生 成 一 个 带 刻 模 的 箱 形 
均值 不 确定 性 的 稳健 性 





















































符号 为 中 )。 
@ boxplot(X, notch，Sy 


标注 




















记 'sym 来 显示 所 有 箱 形 以 外 的 数据 值 。 


【 例 12-1】 
2 
X2 
区 ,二 人 [ 芭 二 一 文 2] > 
PoxP1lot (XI 工 ) 


normrnaQq (5 


normrnaQq (6， 








区 间 。 默 认 情 况 下 ， 箱 形 


箱 形 上 、 下 四 分 位 数 和 


人 估计。 默认 时 notch = 0， 生 成 一 个 矩形 箱 形 图 。 
@ boxplot(X, notch,'sym') 其 中 ，'sym 为 一 图 形 标记 ， 人 允许 你 控 舍 








该 值 的 异常 可 能 是 输入 错误 、 测 量 失误 或 


图 没有 V 形 覃 








中 值 处 有 一 条 


须 末 





























以 外 的 数据 为 异常 值 ， 如 果 在 触须 外 没有 数据 ， 则 底部 触须 有 一 点 ， 点 的 颜色 与 触须 的 颜 




















刻 槽 用 图 形 表示 箱 形 比 




















| 异常 值 的 标注 〈 默 认 时 


m', verb 当 vert=0 时 ， 箱 形 水 平 〈 默 认 时 ，vert=1， 箱 形 垂直 )。 
@ boxplot(X, notch，Ssym', vert， whis) 可 以 指定 "whiskers' 的 长 度 。whis 参数 用 内 四 分 位 数 
极 差 〈(IQR ) 的 函数 来 定义 触须 的 长 度 。 默 认 时 ， 该 函数 为 1.34IQR。 若 whis=0， 则 用 图 形 标 

















1v 100，1) 7 
1v 100，1) 7 
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生成 图 如 图 12-1 所 示 。 












































12.2 经验 累加 分 布 函数 图 


利用 cdfplot 函数 绘 天 








Column Number 2 
图 12-1 箱 形 图 
| 经验 累加 分 布 函数 图 。 该 函数 的 调用 格式 如 下 : 























@ cdfplot(X) 对 于 X 向 量 中 的 数据 ， 生 成 并 显示 一 个 经 验 累加 分 布 函数 的 图 形 。 经 验 累 


加 分 布 函数 定义 为 X 的 值 小 于 或 等 于 x 的 比例 。 



































本 图 有 助 于 确定 数据 样本 的 分 布 。 可 将 一 个 理论 累加 分 布 函数 琶 加 到 同一 个 图 中 ， 对 样 
本 经 验 分 布 和 理论 函数 进行 比较 。 

@ kstest，kstest2 和 lillietest 函数 对 经 验 累加 分 布 函数 得 到 的 统计 量 进行 检验 。 将 发 现 由 
cdfplot 函数 生成 的 经 验 累加 分 布 函数 对 于 理解 源 于 这 些 函 数 的 输出 是 有 益 的 。 








@ 吾 =cdfplot(X) 
































返回 句柄 到 累加 分 布 函 数 曲 线 。 


























@ [h, stats] = cdfplotCX) 返回 具有 表 12-1 中 域 值 的 stats 结构 。 


【 例 12-2】 生成 一 个 正 态 样本 和 该 数据 的 经 验 累 加 分 布 函数 图 。 








表 12-1 stats 结构 属性 的 含义 





stats.min 





Stats.maxX 





Stats.mean 





Stats.median 














stats.std 羊 本 标准 差 








X = normrnadq(0,17 50,，1); 


cdfpPp1lot (X) 


生成 图 如 图 12-2 所 示 。 
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图 12-2 ”经 验 累 加 分 布 函数 图 





12.3 ”误差 条 图 


误差 条 图 可 以 直观 地 表示 数据 的 离散 特征 。 它 用 一 条 短 横 线 表示 均值 ， 用 短 横 线 上 下 延 
伸 的 触须 表示 置信 区 间 、 均 值 标准 误差 或 标准 差 。 

用 errorbar 函数 绘制 沿 曲线 的 误差 条 图 。 调 用 格式 如 下 : 

@ efrorbar(X, 立 , U, symbol) 生成 X, Y 的 误差 条 图 。 误 差 条 图 的 长 度 由 工 和 T 来 指定 。 
X，Y, 工 和 TU 的 长 度 必 须 相 等 。 若 X，Y, 工 和 LU 为 矩阵 ， 则 为 每 一 列 单独 生成 直线 。 误 差 
条 至 直线 的 距离 由 UGD 和 LG) 来 确定 ，symbol 为 一 字符 串 ， 控 制 线 型 、 图 形 标记 和 误差 条 图 
的 颜色 。 

@ _ errorbar(X, 立 EL) 在 X7 了 坐标 上 绘制 Y 的 对 称 误 差 条 。 

@ errorbar(Y 世 ) 用 误差 条 [Y-L Y+LD] 绘 制 Y。 





























【 例 12-3】 
ambqa = (0.1:0.2:0.5)，; 
xz = poissrnd(1Lambdqa(ones (50，1)，:))， 


[pv,Pci]l = Poissftit (rr0.001) 
王 二 巷 人 答 臣 芋 (和 交 污 
灿 三 芒 EL3(257 二 息 
erLrorbar (1:3,prLvU '+7) 
是 汉 

0.1200 0.1600 0.2600 
【三 

0.2000 0.2200 0.3400 


生成 图 如 图 12-3 所 示 。 
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图 12-3 ”误差 条 图 


12.4 ”函数 交互 等 值 线 图 





















































= [xmin xmax] 来 指定 ，Y 轴 的 限制 由 ylims 指定 。 


35 


用 fsurfht 函数 生成 函数 的 交互 式 等 值 线 图 。 调 用 格式 如 下 : 
@ fsurfht(fun', xlims, ylims) 生成 由 变量 fun 指定 的 交互 式 等 值 线 图 。 








X 轴 的 限制 由 xlims 


























@ fsurfht(fun', xlims, ylims, pl1, p2, p3, p4, p5) 允许 给 “fun” 函 数 提供 5 个 选项 参数 。fun 





的 前 面 两 个 变量 分 别 为 X 轴 变 量 和 Y 轴 变 量 。 
























































图 中 有 垂直 参照 线 和 水 平 参照 线 ， 两 者 的 交点 对 应 于 当前 点 的 x 值 和 >》 值 。 可 以 通过 拖 
































拉 这 些 带 点 的 白色 参考 线 来 查看 计算 的 z 值 〈 在 图 形 上 方 )。 另 外 ， 也 可 以 通过 在 X 轴 和 Y 

















轴 的 文本 框 中 输入 z 值 和 z 值 来 得 到 指定 的 z 值 。 






































【 例 12-4】 装载 数据 gas.mat， 绘 出 高 斯 似 然 函数 的 图 形 。 








oad gas 
编写 M 文件 gauslike.m: 


function Z = gauslike (mursigmarpPl) 





n = Length (P1) ， 


Z = ones (size (mu) ) 

for 工 = 1:n 

Z=2Z .x (normpdf(P1(1ivmursigma))， 
enda 





gauslike 调用 normpdf 函数 ， 认 为 数据 样本 固定 ， 参 数 A 和 ec 为 变量 





正 态 分 布 ， 图 形 显示 样本 的 似 然 曲面 。 
fsurfht ('gauslike"v [112 118]，[3 5]， pricel) 


生成 图 12-4。 












































样本 均值 为 最 大 值 处 的 x 值 ， 单 样本 的 标准 差 不 是 最 大 值 
mumax = mean (Pricel) 
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处 的 》 值 。 














。 假 设 天 然 气 价格 为 


115.1500 
sigmamax = stdq(Pricel)*xsdqrt(19/20) 
Sigmamax 一 

电 六 3 





图 12-4 高 斯 似 然 函 数 的 图 形 
12.5 “交互 画 线 


用 gline 函数 在 图 上 交互 地 画 线 。 调 用 格式 如 下 : 

e gline(fig) 通过 在 图 中 用 鼠标 单 击 两 个 端点 来 绘制 直线 。 

eph=gline 人 fig) 返回 直线 的 句柄 到 hn 中 。 不 带 输入 参数 的 gline 函数 在 当前 图 形 中 绘 直线 。 

【 例 12-$S】 利用 “gline” 命 令 打 开 一 个 空白 的 二 维 坐 标 系 图 形 ， 然 后 通过 单 击 直 线 按钮 
在 图 中 交互 地 画 了 一 个 五 角 星 。 其 效果 如 图 12-5 所 示 。 








图 12-5 ”交互 画 线 
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12.6 ”交互 点 标注 






































使 用 gname 函数 ， 用 案例 名 或 案例 号 来 标注 网 中 的 点 。 调 用 格式 如 下 : 























e@ gname(cases) 显示 图 形 窗口 ， 用 鼠标 确定 十 字 线 的 位 置 ， 然 后 在 希望 标注 的 点 附近 单 









































击 一 次 ， 完 成 后 ， 按 回 车 键 ， 将 在 你 单 击 的 每 











和 天 阵 中 的 每 一 行 是 数据 点 的 案例 名 。 
@ gname 函数 不 带 变 量 时 ， 用 案 伪 











e@ h = gname(cases, line_handle) 返回 图 中 文本 对 象 的 句柄 向 量 。 若 图 中 有 一 个 以 上 的 直 





| 号 来 标注 每 一 个 案例 。 









































的 直线 。 








线 对 象 ， 用 scalar line_handle 定义 正 帮 





























【 例 12-6】 下 面 使 用 城市 电视 收视 率 数据 集 来 


些 是 最 兰 的 。 


Load cities 

















< 








equcation=ratings (:7，6)7arts=ratings (:，7) 7 


P1lLot (edqucationy arts，， "+") 
gname (names) 


生成 图 12-6。 


xX10 








图 12-6 ”交互 点 标注 


12.7 ” 散 点 和 矩阵 图 























只 有 相同 行 数 的 和 矩阵。 如果 x 有 疡 列 ， 
































New York NY 


二 os Angbles,Long Beadh GEA 
号 志 

习 
这 全 二 ++ Bergen-Pd555ic 由 
人 
二 兹 HH 


二 
二 Henolul 四 HI 
十 二 
十 十 十 寺 二 十 十 
直击 + + 十 












未 击 
村 


2500 3000 3500 4000 





] gplotmatrix 函数 根据 分 组 数据 绘 散 点 矩阵 图 。 调 用 格式 如 下 : 


用 定 哪些 城市 的 教育 和 艺术 是 最 好 的 ， 哪 











个 点 附近 显示 标记 。'cases' 是 一 个 字符 串 和 矩阵 。 
































gplotmatrix(x, y 8g) 创建 一 个 矩阵 散 点 图 。 所 有 图 形 用 分 组 变量 g 进行 区 分 。x 和 y 是 
y 有 0 列 ， 则 图 中 包含 一 个 PXz 的 散 点 图 和 矩阵。 如 果 
忽略 y 或 将 它 指定 为 空 阜 阵 ， 则 gplotmatrix 函数 创建 一 个 由 x 的 列 两 两 之 间 共 同 创建 的 平方 

































































具有 相同 的 行 数 。 














散 点 图 矩阵 。g 可 以 是 向 量 、 字 符 串 数组 或 字符 串 单元 数组 。g 必须 与 xX 和 y 









































分 组 变量 (如 {G1 G2 G3}) 的 单元 数组 。 
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8 值 相同 的 点 被 放 到 同一 组 , 在 图 中 用 相同 的 标记 和 颜色 进行 显示 。g 也 可 以 是 一 个 包含 几 个 


e@ gplotmatrix(x, y g,'clr,'Sym'， siz) 给 每 个 分 组 指定 颜色 、 标 记 类 型 和 大 小 。ctr 为 颜色 
字符 串 数 组 ， 可 被 绘图 函数 识别 。 默 认 时 ，'clr = "bgrcmyk'。'sym' 为 字符 串 数 组 ， 也 可 被 绘 民 
函数 识别 ， 其 默认 值 为 '.'。siz 为 向 量 大 小 ， 默 认 值 由 defaultlinemarkersize' 必 性 确定 。 

@ gplotmatrix(x, y g, clr, sym', siz, "doleg) 图 例 显 示 控 制 。 默 认 时 ，'doleg' = 'on'， 显 示 图 
例 ，'doleg'= 'of， 则 取消 显示 。 

@ gplotmatrix(x, yY g,'clr, sym', siz, ,doleg, 'dispopt) 控制 x-x 图 形 和 矩阵 对 角 线 上 的 显示 ， 
允许 值 为 none'，mhist 或 variable'， 意 义 分 别 为 

mone' 对 角 线 空白 ; 
hist 绘 直方 图 (为 默认 选项 ); 
"variable' 写 变 量 名 。 

@ gplotmatrix(x, y g, clr, sym', siz, ,doleg, "dispopt, xnam', ynam) 指定 x 和 y 数组 中 列 的 
名 称 。 这 些 名 称 用 于 标注 X 和 立轴 。'xnam' 和 'ynam' 必 须 为 字符 串 数组 ， 分 别 用 一 行 对 应 x 和 
y 的 一 列 。 

@ [h, ax, bigax] = gplotmatrix(.…) 返回 3 个 句柄 数组 。h 为 图 中 直线 的 句柄 。ax 为 单个 图 
形 的 坐标 轴 句 柄 。bigax 为 整个 图 形 和 矩阵 的 坐标 轴 “【 和 隐藏》 句柄 。 

【 例 12-7】 装载 cities 数据 。ratings 数组 中 有 不 同城 市 9 个 分 类 的 比率 《分 类 名 在 
categories 数组 中 )。group 为 一 代码 ， 最 大 的 城市 的 group 值 为 2。 现在 用 前 面 3 个 分 类 与 另 
外 4 个 分 类 绘制 散 点 矩阵 图 。 


Load discrim 



































































































































































































































gpLotmatrix (ratings (:，1:3)v，tratings(:v4:7)v，g9roup) 
输出 图 形 为 一 图 形 数组 ， 如 图 12-7 所 示 。 图 中 每 一 个 城市 用 一 种 不 同 的 颜色 代表 。 如 果 
在 图 中 指定 颜色 和 标记 ， 用 分 类 值 标注 坐标 轴 ， 则 该 图 将 更 易于 阅读 。 如 图 12-8 所 示 。 


gpLotmatrix (ratings (:，1:3)vtratings(:y4:7)yg9roup，... 




















的 he []， "on 'v "rcategories (1 :3， :) v 有 
catedgqories (4:7，:)) 





图 12-7” 散 点 矩阵 图 
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图 12-8” 散 点 矩阵 图 《〈 每 个 城市 用 一 种 颜色 代表 ) 








12.8 ” 散 点 图 




















j gscatter 函数 根据 分 组 数据 绘 散 点 图 ， 其 调用 格式 如 下 ; 

@ gscatter(x, y 8) 创建 x 和 Yy 的 散 点 图 ， 用 g 进行 分 组 。 其 中 ,，x 和 y 为 向 量 ， 具 有 相同 
的 大 小 ，g 可 以 是 向 量 、 字 符 串 数组 或 字符 串 单 元 数组 。 具 有 相同 g 值 的 点 分 在 一 组 ， 在 图 中 
用 相同 的 标记 和 颜色 表示 。 必 外 ，g 可 以 是 包含 一 些 分 组 变量 〈 如 {G1 G2 G3}) 的 单元 数组 。 

@ gscatter(X，y，g，'clr，Sym，siz) 指定 每 组 的 颜色 、 标 记 类 型 和 大 小 。 默 认 时 ，'clr = 
bgrcmyk'。'sym 为 字符 串 数 组 ， 也 可 被 绘图 函数 识别 ， 其 默认 值 为 '.'。siz 为 向 量 大 小 ， 默 认 
值 由 'defaultlinemarkersize' 属 性 确定 。 

@ gscatter(x, y, g, "clr,'Sym' siz, "doleg) 控制 是 否 在 图 中 显示 图 例 。 默 认 时 ， "doleg = on， 
显示 图 例 ; 若 'doleg' = 'of， 则 取消 显示 。 

@ gscatter(x, y gclr, sym' siz, 'doleg', xnam, "ynam) 指 定名 称 , 作为 X 轴 和 Y 轴 的 标签 。 
如 果 x 和 y 的 输入 为 简单 的 变量 名 ， 而 且 xnam 和 ynam 被 忽略 ， 则 gscatter 函数 用 变量 名 标 
注 坐 标 轴 。 

e@ h= gscatter(.…) 在 图 中 返回 直线 的 句柄 数组 。 

【 例 12-8】 装 入 城市 数据 ， 调 查 气 候 第 1 列 ) 与 房屋 建造 〈 第 2 列 ) 之 间 的 关系 。 在 
图 中 指定 了 进行 城市 区 分 的 颜色 和 标记 。 


Load discrim 




















































































































































































































9scattezr (zatings (:v， 1)v，ratings(:v， 2)7，g9roup br' IIxo') 


生成 的 分 组 散 点 图 如 图 12-9 所 示 。 


72， 





图 12-9 ”分 组 散 点 图 
12.9 添加 最 小 二 乘 拟 合 线 


用 lsline 函数 进行 直线 的 最 小 二 乘 拟 合 ， 其 调用 格式 如 下 : 

e@ lsline 函数 在 当前 轴 中 每 一 直线 对 象 上 添加 最 小 二 乘 直 线 〈 不 能 用 线 型 '-,- -' 和 ' -')。 
e@ h=lsline 返回 直线 对 象 的 句柄 。 

【 例 12-9】 


村 
答 二 EE( 玖 人 
1S1Line' 


生成 的 散 点 的 最 小 二 乘 拟 合 线 如 图 12-10 所 示 。 





图 12-10 ” 散 点 的 最 小 二 乘 拟 合 线 
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12.10 正 态 概率 图 




















正 态 概率 图 用 于 正 态 分 布 检验 。 数 据 中 的 每 个 值 对 应 于 图 中 的 一 个 “+” 号 ， 其 位 置 由 点 
的 值 和 经 验 概 率 共 同 决定 ， 实 线 连 接 23% 和 75% 百 分 位 数 ， 并 代表 稳健 性 线性 拟 合 〈 稳 健 性 
指 对 样本 极 值 不 敏感 )。 虚 线 从 实 线 两 侧 延 伸 到 样本 末端 。 正 态 概 率 图 中 立轴 的 比例 是 不 均匀 
的 。 它 表示 概率 ， 值 界 于 0 到 1 之 间 。Y 轴 上 的 短线 标记 之 间 的 距离 与 正 态 分 布 数量 之 间 的 
距离 相 匹配 ， 在 中 值 附 近 数 值 比较 集中 ， 在 远离 中 值 的 方向 上 对 称 地 伸展 开 去 。 如 果 所 有 的 
数据 点 都 落 在 直线 附近 ， 则 认为 数据 服从 正 态 分 布 ， 若 不 服从 ， 则 “+” 连 成 一 条 曲线 。 

使 用 normplot 函数 ， 用 正 态 概率 图 进行 正 态 性 检验 ， 其 调用 格式 为 ; 

e@ normplot(X) 显示 数据 X 的 正 态 概率 图 , 若 X 为 矩阵 , 则 为 X 的 每 一 列 生成 一 条 直线 。 
该 图 中 的 样本 数据 用 图 形 标记 “+ ”显示 。 在 图 中 添加 X 中 每 一 列 数据 四 分 之 一 和 四 分 之 三 处 
的 连 线 。 该 线 可 以 看 做 样本 次 序 统计 量 的 稳健 性 直线 拟 合 。 它 可 以 帮助 评价 数据 的 线性 特征 。 
若 数据 源 于 正 态 分 布 ， 则 图 形 呈 直线 形 ， 和 否则 为 曲线 。 

e@ h=normplot(X) 返回 图 中 直线 的 句柄 。 

【 例 12-10】 生成 一 个 正 态 样本 ， 绘 数据 的 正 态 概率 图 。 

区 normrnaq(0，1， 50，1) 
了 normp1lot (X) ; 


生成 的 正 态 分 布 概率 图 如 图 12-11 所 示 。 该 图 旺 线性 ， 表 示 可 以 认为 样本 服从 正 态 分 布 。 
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图 12-11 正 态 分 布 概率 图 
12.11 帕 累 托 图 


怕 累 托 图 在 形式 上 是 条 形 图 和 线形 图 的 组 合 。 不 同 的 是 ， 帕 累 托 图 中 的 条 形 图 单元 根据 
条 形 对 应 量 的 主 次 关系 或 重要 性 程度 从 前 到 后 进行 了 重新 排序 ， 并 且 在 条 形 图 上 方 显示 对 应 
于 条 形 图 单元 的 百分比 累加 曲线 。 因 此 ， 从 帕 累 托 图 中 可 以 一 目 了 然 地 看 出 各 组 成 成 分 或 影 
响 因 素 中 的 主 次 关系 ， 这 对 于 在 管理 活动 或 科学 分 析 中 发 现 主要 问题 并 集中 精力 解决 主要 问 
题 是 十 分 有 用 的 。 
.174 。 











































































































使 用 pareto 函数 生成 由 累 托 图 ， 其 调用 格式 如 下 : 
@ pareto(ynames) 向 量 y 中 的 数值 以 降序 绘 成 条 形 ， 每 一 个 条 形 用 字符 串 和 矩阵 Cnames) 
中 的 相关 值 来 标注 。 用 y 中 的 对 应 元 素 的 系数 来 标注 每 一 个 条 形 。 条 形 上 面 的 直线 显示 累加 
百分比 。 
@ pareto(y'names) 用 "mames 和 抱 阵 的 行 来 标注 每 一 个 条 形 ， 对 应 于 y 的 绘图 单元 。 
@ h = pareto(.) 返回 填充 部 分 与 直线 句柄 的 组 合 。 
【 例 12-11】 根据 有 不 同类 型 缺陷 的 产品 个 数 数据 绘制 由 累 托 图 。 
qdqefects = ['pits "7 "cracks'y 'holes ') qdqents ']; 
可 an EtEY = [5 3 9 25]57 
Pareto (quantityrdqefects) 


生成 的 由 累 托 图 如 图 12-12 所 示 。 




























































































dents holes pits cracks 
图 12-12 ” 帕 累 托 图 


12.12 qd-q 图 




















qd-dq 图 用 变量 数据 分 布 的 分 位 数 与 所 指定 分 布 的 分 位 数 之 间 的 关系 曲线 来 检验 数据 的 分 
布 。 如 果 两 个 样本 来 自 同一 分 布 ， 则 图 中 数据 点 呈现 直线 关系 ， 和 否则 为 曲线 关系 。 该 图 中 将 
样本 数据 用 图 形 标记 “+” 显 示 。 在 图 中 将 每 一 个 分 布 的 四 分 之 一 和 四 分 之 三 处 进行 连 线 〈 可 
以 看 成 是 两 个 样本 次 序 统计 量 的 稳健 线性 拟 合 )。 该 线 可 用 来 评价 数据 的 线性 特征 。 
j qqplot 函数 生成 两 个 样本 的 q-q 图 ， 其 调用 格式 如 下 : 
@ qqplot(X) 显示 X 的 样本 值 与 服从 正 态 分 布 的 理论 数量 值 之 间 的 q-dq 图 。 如 果 X 的 分 
布 为 正 态 分 布 ， 则 图 形 接近 直线 。 
@ qqplot(X,Y) 显示 两 个 样本 的 q-q 图 。 若 样本 不 是 来 自 于 相同 的 分 布 ， 则 图 形 将 是 线性 
的 。 对 于 矩阵 X 和 YY，qd-d 图 为 每 一 个 配对 列 显示 分 隔 线 。 
e@ h= qqplotCX,Y pvec) 返回 直线 的 句柄 到 h 中 。 
【 例 12-12】〗】 生成 具有 不 同 均值 和 标准 差 的 两 个 正 态 样本 。 然 后 作 两 个 样本 的 q-q 网 。 
驻 normrnaq(0,，1v， 100，1) ，; 
Y 币 辣 革 仙 下 站 本 (095727507 卫 7 
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qqp1ot (xvy) ， 


生成 图 12-13 。 





图 12-13 ”两 个 样本 来 自 同一 分 布 的 q-q 图 


可 见 ， 昌 然 两 个 样本 的 参数 和 大 小 不 同 ， 图 中 的 直线 关系 仍然 显示 两 个 样本 来 自 同一 分 
布 。 
下 面 的 例子 显示 了 两 个 样本 不 是 来 自 同一 分 布 的 情况 《生成 的 q-q 图 如 12-14 所 示 ); 
X=normrnaq(5y 1 100v1) ， 
yYy=weibrnaq(27，0.5v，100，1)， 
qqP1Lot (xvYy) 7 





图 12-14 ”样本 不 同 分 布 时 的 q-q 图 


用 q-q 图 的 直线 关系 来 确保 两 个 样本 来 自 相 同 分 布 是 不 正确 的 。 但 是 ， 从 满足 样本 服从 
同 分 布 假设 的 角度 讲 ，q-dq 图 中 的 直线 关系 所 提供 的 证 据 应 该 是 足够 了 。 
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12.13 回归 个 案 次 序 图 


用 rcoplot 函数 生成 残 差 案例 序号 图 ， 其 调用 格式 如 下 : 

@ Icoplot(n rinb 用 误差 条 图 表示 回归 残 差 的 置信 区 间 ， 以 个 案 序号 出 现 。r 和 rint 是 
regress 函数 的 输出 。 

【 例 12-13】 


X= [ones(10,1) (1:10) 7"]， 
Xrx [10;1] + normrnadq(07， 0.1，10，1) ，; 














AS 














y = 
[bpbintvzrzint] = fregress (yy/Xr0.05); 


zCOoP1Lot (rzint) ; 


如 图 12-15 所 示 ， 图 形 显示 了 残 差 93% 置 信 区 间 对 应 的 误差 条 图 。 所 有 的 误差 条 图 通过 0 
线 ， 表 示 数 据 中 没有 异常 值 。 







































































Residual Case Order Plot 


Residuals 





Case Number 


图 12-15 “ 残 差 个 案 次 序 图 


12.14 ”参考 多 项 式 曲 线 


用 refcurve 函数 在 当前 图 中 添加 多 项 式 曲线 ， 其 调用 格式 如 下 : 
@ refcurve 给 当前 轴 添 加 多 项 式 P 的 图 形 。 次 多 项 式 可 以 写成 : 

















E 用 (n=-]) 
了 二 DPIX 十 PP2X 十 .… 十 己 汪 十 Pan 


e@ h =refcurve(p) 返回 曲线 的 句柄 。 
【 例 12-14】 根据 火箭 飞行 高 度 和 时 间 数 据 绘图 ， 并 添加 参考 


《假设 没有 空气 摩擦 )。 火 箭 的 初速 度 为 100my/s。 
[85 162 230 289 339 381 413 437 452 458 456 440 400 356]; 


























线 显示 火箭 的 理论 高 度 






































村 ,证 
P1Lot (Ph，'+ ") 
refcurve ([-4.9 100 0]) 


生成 图 12-16。 
。177 。 





图 12-16 ”多项式 拟 合 线 
12.15 “添加 参考 线 


用 refline 函数 在 当前 轴 上 添加 参考 线 ， 其 调用 格式 如 下 : 
@ refline(slope, intercepb 根 据 给 定 的 斜率 和 鹤 距 在 当前 轴 上 添加 参考 线 。 
@ refline(slope) 其 中 slope 为 一 二 元 素 向 量 ， 在 图 中 添加 下 面 的 直线 : 
y= SLOPEC)+ SLOPE(Dx 
e@ h=refline(slope, intercepb 返回 直线 的 句柄 。 
不 带 变 量 的 refline 函数 在 当前 图 中 的 每 一 个 直线 对 象 上 添加 最 小 二 乘 拟 合 线 《〈 除 去 线 型 
一 一- 和 `…-)。 该 操作 的 效果 同 lsline 函数 。 
【 例 12-1S 】 
本 35226334 254259.3500353 372 人 2 下 局 ] 
plot (yy "+1) 
refline(0v3) 


其 结果 如 图 12-17 所 示 。 








图 12-17 ”添加 参考 线 
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12.16 ”交互 插值 等 值 线 图 














用 surfht 函数 交互 地 绘制 等 值 线 网， 其 
@ surfht(Z) 将 Z 和 矩阵 视 为 平面 上 的 高 度 ， 交 互 地 绘制 等 值 线 图 。x 值 为 Z 的 列 指数 ，y 























其 调 月 





日 格式 如下: 








值 为 Z 的 行 指数 。 


@ SuUrfht(X, y, ZJ)i 
























































x 和 y 为 向 量 ， 指 定 等 值 线 图 上 的 X 轴 和 立轴 。x 的 长 度 必 须 与 乙 的 








列 数 匹配 ，y 的 长 度 必 须 与 Z 的 行 数 匹配 。 





























图 12-18《〈 例 12-16 生成 的 图 ) 中 有 垂 向 和 水 平 向 的 参考 线 ， 它 们 的 交点 定义 当前 点 的 x 


值 和 y 值 。 可 以 同时 拖 遇 这 些 白色 的 点 线 ， 并 观察 图 形 上 面 的 z 值 。 另 外 ， 还 可 以 分 别 在 和 X 























轴 和 YY 轴 的 编辑 文本 域 中 输入 x 值 和 y 值 ， 得 到 指定 的 内 插 z 值 。 



































YYaluel 























ZYaluel 


0.98101 


XxYaluel 





图 12-18 ”交互 插值 等 值 线 图 














【 例 12-16】 
2=Ppeaks (3) 
SUrfht (Z) 


12.17  ” 威 布 尔 图 





威 布尔 图 可 以 判断 数据 是 否 服从 威 布尔 分 布 。 许 多 可 靠 性 分 析 ， 假 设 寿命 服从 威 布尔 分 








布 ， 用 该 图 可 以 进行 检验 。 
用 weibplot 函数 生成 威 布尔 概率 图 ， 其 调用 格式 如 下 ; 






































@ weibplot(X) 显示 X 中 数据 的 威 布尔 概率 图 。 若 X 为 矩阵 ，weibplot 函数 显示 每 一 列 数 


据 的 图 形 。 





e@ h= weibplot(CX) 返 回 图 中 直线 的 句柄 。 


























绘制 威 布尔 概率 图 的 目的 是 月 


布尔 分 布 ， 则 











图 形 应 该 是 线性 的 。 若 数据 服从 











图 形 显示 X 中 的 数据 是 否 来 自 威 布尔 分 布 。 若 数据 服从 威 











其 他 分 布 ， 则 图 形 是 曲线 形 的 。 
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下 面 的 语 名 生成 的 威 布尔 图 ， 如 图 12-19 所 示 。 


【 例 12-17 】 


weipbrnd(1.2,1.5v 50,1)， 


工 一 
weipbpp1lot (上 ) 





图 12-19 ” 威 布 尔 图 
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第 13 章 ”文件 输入 /输出 
MATLAB 统计 工具 箱 提供 了 几 个 函数 ， 利 用 它们 ， 可 以 实现 文件 的 输入 和 输出 。 


13.1 文件 输入 

















利用 tblread 函数 和 caseread 函数 ， 可 以 实现 从 文件 中 读 取 数据 。 


1. tblread 函数 

利用 该 函数 从 文件 系统 中 读 入 表格 间隔 的 固定 格式 文本 数据 ， 其 调用 格式 如 下 : 

@ [data, varnames, casenames] = tblread 显示 File Open 对 话 框 , 选 择 需要 输入 的 数据 文件 。 
文件 的 格式 要 求 : 第 1 行为 变量 名 ， 第 1 列 为 案例 名 ， 数 据 从 (2.2) 的 位 置 开 始 读 入 。 

@ [data,varnames，casenames] = tblreaddfilename) 允许 在 当前 路 径 中 输入 指定 的 文件 名 ， 
也 可 以 输入 完整 路 径 的 任何 文件 的 文件 名 。 

@ [data, varnames,，casenames] = tblread(filename， 'delimiter) 人 允许 在 文件 中 指定 数据 之 间 
的 分 隔 符 。 合 法 的 分 隔 符 包括 "tab' (表格 间隔 )、'space' (空格 间隔 ) 或 “comma' (去 号 间隔 )。 

tblread 函数 返回 3 个 值 : 

> data 为 数值 矩阵 ， 和 托 阵 中 的 每 一 个 元 素 对 应 于 每 一 个 变量 -案例 匹配 对 ; 

> varnames 在 第 1 行 中 包含 变量 名 的 字符 串 矩 阵 ; 

> casenames 在 第 1 列 中 包含 每 一 个 案例 名 的 字符 串 矩 阵 。 

【 例 13-1】 ”MAILAB 统计 工具 箱 目 录 下 有 一 个 数据 文件 sat.dat， 现 在 读 取 它 的 数据 。 









































上 




















































































































[dqatav varnamesyrcasenames] = tblreadq('sat.dqat'"') 
qata = 三 
470 ”530 
520 。 480 
Varnames 一 
Male 
FEemale 
casenames = 
Verbal 
QuantitativVe 


2. caseread 函数 

利用 该 函数 从 文件 中 阅读 案例 名 ， 其 调用 格式 如 下 ; 

@ names = caseread(filename) 读 文 件 名 的 内 容 并 返回 字符 串 扎 阵 names。filename 是 当前 
路 径 上 的 文件 名 或 给 定 完整 路 径 的 任何 文件 名 。caseread 将 每 一 行 作为 一 个 单独 的 案例 。 

@ names = caseread 显示 File Open 对 话 框 ， 以 交互 地 选择 输入 文件 。 

【 例 13-2】 本 例 使 用 由 casewrite 函数 〈 参 见 下 一 节 内 容 ) 创建 的 文件 months.dat。 
typPe months .qdat 































































































January 
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Fepruary 

March 

APLT1ILI 

May 

names = casereadq('months.dqat'") 
names = 

January 

Fepruary 

March 

APLTT1ILI 





May 


13.2 ”文件 输出 


利用 tblwrite 函数 和 casewrite 函数 实现 数据 输出 。 


1. tblwrite 函数 

利用 该 函数 将 表格 间隔 的 数据 输出 到 文件 系统 ， 其 调用 格式 如 下 ; 

@ tblwrite(data, "varnames'，'casenames") 显示 File Open 对 话 框 ， 用 于 交互 地 指定 表格 间 
陋 数 据 输出 文件 。 文 件 的 格式 要 求 : 第 1 行为 变量 名 ， 第 1 列 为 案例 名 ， 数 据 从 (2.2) 的 位 置 
开始 读 入 。varnames' 为 一 包含 变量 名 的 字符 串 和 矩阵 ;'casenames' 为 一 包含 第 1 列 中 每 个 案 
例 名 的 字符 串 和 矩阵 ，data 为 一 数值 和 矩阵， 和 托 阵 中 的 每 一 个 元 素 对 应 于 每 一 个 变量 -案例 匹配 
数据 。 

@ tblwrite(data, 'varnames', 'casenames', filename") 允许 用 命令 行 的 形式 输入 当前 路 径 的 文 
件 名 lename' 或 给 定 愉 lename' 的 完整 路 径 名 。 

【 例 13-3】 继续 使 用 tblread 函数 的 例子 : 


tblLwrite(dqatay varnamesycasenamesy 'sattest .qdqat'") 


























工 

















































































































typPe Sattest .dat 

Male Female 
Verbal 470 530 
QuantitativVe 520 480 


2.， casewrite 函数 

利用 该 函数 将 案例 名 从 字符 串 矩 阵 写 到 一 个 文件 中 ， 其 调用 格式 如 下 ; 

@ casewiite (strmat filename) 将 strmat 的 内 容 写 到 旭 ename 文件 中 。strmat 的 的 每 一 行 代 
表 一 个 案例 名 。filename 为 当前 路 径 上 的 文件 名 或 给 定 完 整 路 径 时 的 任意 文件 。 

@ casewfiite 将 每 一 个 名 称 写 到 filename 文件 的 对 应 单行 上 。 

@ casewiite(strmab) 显示 File Open 对 话 框 ， 以 交互 地 指定 输出 文件 

【 例 13-4】 下 面 利用 casewrite 函数 创建 一 个 新 文件 months.dat。 


Strmat = Str2mat ('January'r 'Eebruary"， 'March'， April'， May') 












































O 























S 七 mat = 三 
January 
Febpruary 
March 
APLTILI 
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May 
casewrite(strmaty 'months .qdqat') 
ype months .qdqat 

January 

Fepruary 

March 


APLTT1ILI 





May 

代码 首先 用 strmat 函数 把 5 个 表示 月 份 的 英文 字母 组 合成 一 个 字符 距 阵 ,然后 用 casewrite 
函数 把 该 矩阵 写 到 文件 months.dat 中 。 注 意 ， 在 字符 矩阵 中 ， 所 有 字符 串 的 长 度 是 相等 的 ， 
以 最 长 的 字符 串 为 标准 ， 较 短 的 字符 串 要 在 末尾 用 空格 补 齐 。 
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14.1 














用 aoctool B 





列 数 据 。 这 些 类 
线 的 交互 图 ， 
的 不 同 部 分 。 





@ aoctool(X，y ， g，alpha) 帮 


的 默认 值 为 0.05。 


@ aoctool(x, y g, alpha, xname, yname, gname) 指定 x、y 和 民 
9 和 gg 变量 输入 简单 的 变量 名 ， 则 aoctool 函数 将 使 用 这 些 名 称 。 
指定 表达 式 ， 则 可 以 通过 在 表达 式 处 提供 这 些 变量 来 指定 名 称 。 伪 
m(:;2)， 可 以 选择 输入 'Col2， 并 作为 xname 变量 。 

@ aoctool(x, y, g, alpha, xname, yname, gsname, displayopt) 
置 ) 时 ， 激 活 图 表 显 示 ; 当 'displayopt 设 置 为 o 人 时 ， 则 取消 显示 。 












































型 的 模型 包括 单 
一 个 单 因 素 方差 


第 14 章 


交互 式 方 差分 析 工 具 


函数 绘制 进行 方差 模型 拟 合 和 预测 分 析 的 交互 图 。 
@ aoctool(x, y 8g) 对 于 每 个 














统计 演 


调用 格式 如 下 : 


























x 向量 和 y 向 量 




















g 数组 的 值 定 义 的 分 组 , 用 单条 直线 拟 合 
因素 多 元 方差 分 析 等 。 输 











分 析 表 和 















































个 参数 估计 表 。 


定 预测 区 间 的 置信 水 平 。 


可 以 使 用 医 





医 






































医 





























AI 








置信 水 平 为 100*(1-alpha)9% 。 


表 


rr 














g 变量 的 名 称 。 如 果 
如 果 要 为 其 中 的 某 个 变 
如 ， 如 果 作 为 x 变量 输 





























的 


出 由 3 个 图 形 组 成 ， 数 据 和 预测 曲 
形 改 变 模型 ， 检 验 模型 


alpha 


为 
_ 目 L. 
里 


入 


当 'displayopt 设 置 为 on' (默认 设 


@ aoctool(x, y g, alpha, xname, yname, gname, 'displayopt, "model) 指定 进行 拟 合 的 初始 模 













































































型 。model 的 值 可 以 是 下 面 的 任意 一 个 : 
same mean' 一 一 拟 合 单个 均值 ， 忽 略 分 组 ; 
'separate means 一 一 分 别 拟 合 每 个 分 组 的 均值 ; 
Same line 一 一 拟 合 单条 直线 ， 忽 略 分 组 ; 
parallel lines 一 一 用 单条 直 线 拟 合 每 个 / 分 组 ， 但 包含 平行 线 ; 
'separate lines' 一 一 用 单条 直线 拟 合 每 个 分 组 ， 没 有 约束 。 
@ h = aoctool(...) 返回 图 直线 对 象 的 句柄 向 量 。 


表 (ctab)。 


@ [h, atab, ctab, stats] = aoctool(.….) 返 





[h, atab, ctab] = aoctool(.….) 1 








表 输 出 包含 斜率 和 稚 距 均 相 同 的 假设 检验 。 


哪些 没有 是 很 合适 的 。 可 以 将 stats 双 
交互 作用 或 总 体 边 缘 均 值 。 


检验 斜率 、 

















结构 作为 输 


返回 包含 方差 分 析 表 《atab ) 中 入 口 的 和 

















元 数组 和 系数 佑 






































回 stats 结构 ， 可 
有 时 进行 检验 ， 确 




















定 














【 例 14-1】 本 例 演 示 如 何 无 交互 地 进行 不 同 模型 的 拟 合 。 首 多 





拟 合 单 斜率 模型 ， 然 后 进行 系数 佑 计 。 


oadq carsmal1l 





























著 些 数据 对 具有 显著 差异 





汪 


用 于 进行 多 元 比较 检验 。ANOVA 


》 


Ti 入 ， 利 用 multcompare 本 数 进行 该 检验 。 可 以 











E 装 入 更 小 的 汽车 数据 集 # 


[hvarcrs] = aoctool (Weight MPG，,Mode1l_Yearr0.05，... 


.184 。 


生生 所 人 和 生病/ 生 
久 了 7 


off''separate ines 


" ) 7 











概略 地 # 
-0.0078 的 地 方 有 


HS 一 


"Term' 


"Intezccept 


， 70， 
1 76， 
1 82， 
"S1Lope ' 
， 70， 
， 76， 
1 82， 





























年 产 的 汽 3 
下 一 步 ， 我 们 试图 用 了 


14.2 


以 通过 在 Y 加 
平 线 时 ， 上 
在 图 形 左 


出 式 菜单 


的 红 





滚动 条 的 顶部 或 底部 编辑 
完成 以 上 操作 以 后 ， 
输入 disttool 命令 以 后 ， 打 了 


这 里 ， 


利用 disttool 


通过 在 X 轴 编 辑 杠 





"ESstimatey 














797.983:1416833132 
.58050531454973 
.89017396094922 
.47067927549897 
.00780212907455 
.00195840368824 
.00113831038418 
.00309671407243 


，MPG 与 Weight 之 间 的 相关 曲线 在 靠近 45.98 的 地 方 有 
个 斜率 。 每 个 组 的 系数 与 这 些 值 之 间 都 有 不 同 程度 的 1 
FE 的 交互 效应 为 45.98-8.58 = 37.40。 
行 线 进行 拟 合 。 
































[hvarcrs] = aoctool (Weight MPG, Mode1l_Yearr0.05，... 


过 有 全 一 


"Term' 


"Intezccept 


1， 70， 
1 76， 
1 82， 
"S1Lope' 











"rrroff' parallel lines'); 





[43 . 
[FS 
[长 445 
[ 4. 
[-0 . 


"了 st 上 imate' 


38984085130596] 
27948192983761] 
35036234809006] 
] 
] 


62984427792768 
00664751826198 








命令 生成 多 种 概率 分 布 的 交互 式 函 数 
disttool 命令 打开 一 个 图 形 用 户 界 面 ， 观 察 在 cdf 
图 中 单 击 并 拖拉 垂 线 可 以 交互 地 在 整个 内 域 上 进行 评价 









































输入 值 或 在 医 
































[万 









































的 函数 弹出 式 菜单 
进行 选择 ， 可 以 在 cdfs 和 
通过 移动 滚动 条 或 在 参数 名 下 的 编辑 框 中 输入 数值 ， 可 以 改变 参数 设置 





























编辑 框 中 输入 值 或 在 图 




















o 


图 和 pdf 





中 拖拉 垂 向 参考 线 可 以 评价 绘 
拖拉 水 平 参考 线 来 评价 逆 函 数 。 当 鼠标 穿 过 重 线 或 水 
标 形 状 由 箭头 变 为 十 字形 ， 表 示 该 参考 线 是 可 以 拖拉 的 。 









































车 : 





TH 





中 进行 选择 ， 可 以 改变 分 布 函数 的 类 型 。 在 
pdfs 之 间 切 换 。 























输入 数值 ， 可 以 改变 参数 的 限 表 
单 击 "close" 按 钮 ， 关 闭 界 面 。 
于 交互 式 经 验 分 布 末 数 工具 ， 如 攻 








| 


o 


对 于 每 个 组 又 有 了 单独 的 交互 效应 ， 但 这 时 要 求 斜率 是 相同 的 。 
交互 式 经 验 分 布 函数 工具 


图 形 《〈 或 概率 密度 图 )。 
图 上 改变 参数 带 来 的 影响 。 在 








交互 效应 ， 在 靠近 
局 离 。 例 如 ，1970 


图 函数 。 对 于 cdf， 可 








图 形 右上 方 




















E 




















14-1 所 示 。 


。 在 paremeter 
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Figure No-. 1 [_ 口 |x| 
Eile Edit Iools Vindow Help 


上品 芝 贺 全 AD 了 | 有 及 全 
fana 可 co 攻 





Probability 
0.5 

















图 14-1 交互 式 经 验 分 布 函 数 工 具 





14.3 ”一 般 线性 模型 演示 














j glmdemo 函数 进行 一 般 线性 模型 的 演示 ， 其 调用 格式 如 下 : 
e@ glmdemo 对 一 般 线性 模型 进行 演示 。 它 演示 怎样 用 glmtfit 函数 拟 合 一 般 线 性 模型 ，# 
怎样 用 glmval 函数 进行 预测 。 


14.4 稳健 回归 与 最 小 二 乘 拟 合 比较 工具 































































































用 robustdemo 函数 进行 稳健 回归 演示 ， 其 调用 格式 如 下 : 

@ robustdemo 对 于 给 定 的 样本 数据 集 进 行 稳健 回归 和 一 般 最 小 二 乘 回归 的 演示 。 该 函数 
创建 一 个 包含 样本 数据 X 向 量 和 Y 向 量 的 散 点 图 ， 以 及 用 最 小 二 乘法 和 稳健 回归 法 得 到 的 两 
条 拟 合 线 。 图 形 下 方 显示 了 直线 方程 和 每 个 拟 合 的 估计 误差 的 标准 离 差 。 如 果 使 用 左边 的 鼠 
标 按 钮 选择 一 个 点 并 将 它 移 动 到 一 个 新 的 位 置 ， 则 两 个 拟 合 线 都 会 更 新 。 如 果 按 住 鼠 标 右 键 
拖拉 到 任意 点 ， 则 该 点 将 标注 其 最 小 二 乘 拟 合 的 中 心 化 杠杆 值 ， 以 及 稳健 拟 合 点 的 权重 。 

@ iobustdemo(CX, Y) 利用 指定 的 X 和 YY 进行 同样 的 演示 。 

【 例 14-2】 


zobustdemo 


结果 如 图 14-2 所 示 。 
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Use left mouse button to Select and drag points 
Useright mouse button to query point propemies 


























上 | 
由 
8 国 
有 国 
可 上 一 一 Least Squares 
一 一 Robust 
2 
-2 
上 由 上 下 上 L 上 L 由 
1 6 卫 疝 四 了 8 9 dd 
Least Squares: Y=-0.188327 + 1.10351*X RMS error = 2.21375 
Robust Y=-1.74996 + 1.50248"* 色 RMS error = 1.43016 








图 14-2 ”稳健 回归 与 最 小 二 乘 拟 合 的 比较 


14.5 ”多项式 拟 合 工具 














一 
[ 


j polytool 函数 绘制 拟 合 多 项 式 预 测 的 交互 图 ， 其 调用 格式 如 下 : 
polytool(x, yY) 对 列 向 量 x 和 y 的 数据 进行 拟 合 ， 并 显示 结果 的 交互 图 。 该 图 为 图 形 用 
户 界面 ， 可 以 观察 拟 合 多 项 式 最 高 阶 次 改变 带 来 的 影响 。 该 图 显示 拟 合 曲线 和 曲线 的 一 个 新 
预测 值 的 95% 预 测 区 间 。 在 立轴 的 左 侧 显示 y 的 当前 预测 值 和 它 的 不 确定 性 文本 。 
@ polytool(x, y m) 拟 合 一 个 最 高 阶 次 为 n 的 多 项 式 。 
@ polytool(x, y n, alpha) 绘制 预测 值 的 100(1-alpha)% 置信 区 间 。 
polytool 函数 使 用 下 面 的 回归 模型 进行 最 小 二 乘 拟 合 。 
记 =LDo+AXi 1 Dx7 FT 十 DAXr 十 E 
有 ~ N(0,a2) Vi 
Cov(cEiEi 站 =0 VD 7 


在 在 图 14-3 所 示 的 X 轴 编 辑 框 中 输入 数值 或 在 图 中 拖拉 垂 向 参考 线 ， 可 以 评价 函数 。 
当 鼠 标 越 过 垂 线 时 其 形状 由 箭头 改变 为 十 字形 , 表示 该 直线 是 可 以 拖拉 的 。 当 拖拉 参考 线 时 ， 
y 的 预测 值 将 会 更 新 。 变 量 半 控制 拟 合 多 项 式 的 阶 次 。 在 图 形 项 部 的 弹出 式 菜单 中 进行 选择 ， 
可 以 改变 多 项 式 的 阶 次。 
完成 以 上 操作 以 后 ， 单 击 “close” 按 钮 。 
【 例 14-3】 
y=[85 162 230 289 339 381 413 437 452 458 456 440 400 356]:， 
2|[ 工 当 349596789 .10 工 IT 13 工 4]” 
PolLytoolL (Xxry) 
默认 时 输出 线性 拟 合 图 ， 如 图 14-3 所 示 。 在 “Export” 下 拉 式 列表 框 中 进行 选择 ， 可 以 
输出 相应 的 统计 量 。 
在 “Degree” 窗 口中 输入 2， 进行 二 次 多 项 式 拟 合 ， 得 图 14-4。 
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Dedree | 1 



































T T 右 
YYalues 
349.8571 
+ 上 
171.8255 
Export 攻 
Close | XYValues 
图 14-3 ”线性 拟 合 
450 
400 
YYalues 3 
429.0871 300 上 
+1 250 上 
14.8378 200 上 
150 上 + 
100 
50 
1 1 1 1 
2 二 6 8 10 近 14 
Expor 喇 | 7.5 
Close XYalues 





图 14-4 ”二 次 多 项 式 拟 合 
14.6 ”随机 数 生成 工具 


使 用 randtool 函数 ， 用 直方 图 显示 如 何 交 互 地 生成 随机 数 。 




















randtool 命令 打开 一 个 图 形 用 户 界面 ， 以 观察 在 服从 一 定 概率 分 布 的 随机 样 





改变 参数 和 样本 大 小 带 来 的 影响 。 








单 击 “Output” 按 钮 ， 输 出 随机 数 的 当前 设置 。 结 果 保存 在 变量 ans 中 。 











randtoolCoutput) 将 随机 数 样本 放 到 > 向 量 中 。 
单 击 “Resample” 按 钮 ， 从 同一 分 布 的 总 体 中 进行 重复 取样 。 
在 图 形 上 方 的 函数 弹出 式 菜单 中 进行 选择 ， 可 以 改变 分 布 函数 。 


















































页 














移动 滚动 条 或 在 参数 名 下 方 的 编辑 框 中 输入 数值 ， 可 以 改变 参数 的 设置 。 在 parameter 
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滚动 条 的 顶部 或 底部 编辑 框 中 输入 数值 ， 可 以 改变 参数 的 限制 。 
在 “Samples” 编 辑 框 中 输入 数值 ， 可 以 改变 样本 的 大 小 。 
完成 上 面 的 操作 以 后 ， 单 击 “close” 按 钮 ， 关 闭 界面 。 
【 例 14-4】 在 命令 窗口 输入 randtool 命令 ， 打 开 随 机 数 生成 界面 ， 如 图 14-5 所 示 。 在 
“Normal” 和 下拉 式 列 表 框 中 进行 选择 ， 确 定 生成 什么 分 布 的 随机 数 。 在 “Samples” 窗 口中 输 
入 样本 的 大 小 。 在 图 形 下 方 输入 对 应 分 布 的 参数 及 其 置信 区 间 。 单 击 “Output” 按 钮 ， 生 成 随 
机 数 并 用 直方 图 表示 。 图 14-5 为 服从 标准 正 态 分 布 的 随机 数 的 形式 。 

































































LT[x| 








Figure No. 1 
Eile Edit Tools 由 indov Help 


JNamal 蜀 Samples | 100 
T T T T T 


20 





fs 


Counts 10 上 











Resample | Mu 了 碟 本 到 Sigma 恒 2 
Dutp 上 ft | "0 了 耳 恒 
Close | 恒 | -? 


























图 14-5 ”随机 数 生成 工具 界面 


在 “Normal” 下 拉 式 列表 框 中 选择 “Uniform” 选 项 ， 将 生成 服从 均匀 分 布 的 随机 数 ， 
如 图 14-6 所 示 。 























Figure No. 1 [LO[xj 
Eile Edit Tools 粘 ndowv Help 
Uniform 图 Samples 100 











图 14-6 生成 服从 均匀 分 布 的 随机 数 


"。 189。 





军 二 倘 ”优化 工具 箱 


第 15 章 优化 工具 箱 概 述 


在 生活 和 工作 中 ， 人 们 对 于 同 

















从 











提取 最 佳 方案 。 最 优化 方法 名 














的 科学 。! 














于 优化 问题 无 所 不 在 ， 
各 个 领域 ， 如 土木 工程 、 





机 械 工程 、 


个 问题 














往往 会 提出 多 个 解决 方案 ， 并 通过 各 方面 的 论证 














是 专门 研究 如 何 从 多 个 方案 中 科学 合理 地 提取 出 最 佳 方案 




















目前 最 优化 方法 的 应 月 
化 学 工程 、 

















蛋 和 研究 已 经 深入 到 








了 生产 和 科研 的 








运输 调度 、4 








等 ， 并 取得 了 显著 的 经 济 效 益 和 社 
用 最 优化 方法 解决 最 优化 问题 的 技术 称 为 最 优化 技术 ， 它 包含 两 个 方面 的 内 容 : 
述 最 优化 问题 。 模 型 




















(1) 建立 数学 模型 ， 














会 效益 。 





即 用 数学 语言 来 




















化 问题 所 要 达到 的 目标 和 各 种 约束 条 件 。 


(2) 数学 求解 。 数 学 模型 建 好 以 后 ， 选 择 合 到 
最 优化 方法 的 发 展 
上 外、 动态 规划 、 多 目标 规划 等 。 
利用 MATLAB 的 优化 工 
体 而 言 ， 包 括 线性 、 非 线性 最 小 化 ， 最 大 最 小 化 ， 
程 〈 组 ) 的 求解 ， 线 性 、 


戈 








小 化 ， 方 程 求解 ， 


























民 1 








伏 ， 

















E 产 控制 、 经 济 规划 、 经 济 管理 




















的 数学 关系 式 反 映 了 最 优 









































线性 的 最 小 二 乘 问题 。 





kk 箱 ， 可 以 求解 线性 规划 、 非 线性 规划 和 多 目标 规划 问题 。 


二 次 规划 ， 





另外 ， 该 工具 箱 还 提供 了 线性 、 非 线性 


的 最 优化 方法 进行 求解 。 
现在 已 经 包含 有 多 个 分 支 ， 如 线性 规划 、 整 数 规划 、 非 线性 ; 


注 
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半 无 限 问 题 ， 线 性 、 非 线性 





下. 


也 






































的 实际 应 用 提供 了 更 方便 、 快 捷 的 途径 。 





15.1 





优化 工具 箱 9 











15-2)、 最 小 二 乘 








《 








数 〈 见 表 1$-5)、 


函 











优化 工具 箱 中 的 函数 


的 函数 包括 下 面 儿 类 ， 即 最 小 化 函数 〈 见 表 15-1)、 方 程 求解 函数 〈 见 














线 拟 合 ， 二 次 规划 等 问题 中 大 型 课题 的 求解 方法 ， 为 优化 方法 在 工程 ， 


线 拟 合 ) 函数 〈 见 表 15-3)、 实 用 函数 











数 


中 型 方法 的 这 








表 15-1 
描 








示 国 数 〈 见 表 1$-6)。 


最 小 化 函数 表 
































表 
见 表 15-4)、 大 型 方法 的 演示 函 


描 述 





fgoalattain 


fminbnd 




















标 达 到 问题 
有 边界 的 标量 非 线性 最 小 化 


fminsearch, fminunc 


fseminf 


无 约束 非 线 性 最 小 化 
半 无 限 问 题 








fmincon 





有 约束 的 非 线性 最 小 化 


linprog 


线性 课题 





fminimax 
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最 大 最 小 化 











quadprog 


-次 课题 





表 15-2 方程 求解 函数 表 表 15-3 ”最 小 二 乘 函数 表 


\ 线性 方程 求解 线性 最 小 二 乘 

fsolve 非 线性 方程 求解 lsqlin 有 约束 线性 最 小 二 乘 

fzero 标量 非 线 性 方程 求解 lsqcurvefit 非 线性 曲线 拟 合 
lsqnonlin 非 线 性 最 小 二 乘 
lsqnonneg 非 负 线性 最 小 二 乘 






































表 15-5 ”大 型 方法 的 演示 函数 表 





















































optimset 设置 参 光 circustent 马戏 团 帐 篷 问题 “二 次 课题 
optimget E 芭 参 才 molecule 无 约束 非 线性 最 小 化 进行 分 子 组 成 求解 
optdeblur 有 边界 线性 最 小 二 乘法 进行 图 形 处 理 





表 15-6 ”中 型 方法 的 演示 函数 表 























bandemo 香花 函数 的 最 小 化 
dfildemo 过 滤器 设计 的 有 限 精 度 
goaldemo 目标 达到 举例 

optdemo 演示 过 程 菜单 

tutdemo 教程 演示 








15.2 ”优化 函数 的 变量 

















下 面 的 3 个 表 描 述 工具 箱 中 优化 函数 的 变量 : 表 15-7 描述 输入 变量 ， 表 15-8 描述 输出 
变量 ， 表 15-9 描述 优化 选项 参数 结构 options。 
表 15-7 ”输入 变量 表 
描 述 调用 函数 


fgoalattain, fmincon, fminimax， 













































































4 矩阵 和 九 向 量 分 别 为 线性 不 等 式 约束 的 系数 和 对 应 的 右 端 项 








fseminf, linprog, lsqlin, quadprog 








R ES fgoalattain, fmincon, fminimax， 
4edg 天 阵 和 bed 向 量 分 别 为 线性 方程 约束 的 系数 和 对 应 的 右 端 项 
fseminf, linprog, lsqlin, quadprog 





和 矩阵 C 和 向 量 4 分 别 为 超 定 或 未 定 线性 系统 方程 组 的 系数 和 进行 求解 
的 右 端 项 
线性 方程 ,F*x=0 或 二 次 方程 ze#Hs*x+Fxxz=0 中 线性 项 的 系数 向 量 linprog, quadprog 


lsqlin, lsqnonneg 








fgoalattain, fminbnd, fmincon， 


进行 优化 的 函数 。fun 必须 为 行 命令 对 象 ， 或 M 文件 、 典 入 函数 、 或 | fminimax, fminsearch, fminunc， 


MEX 文件 的 名 称 fseminf, fsolve, fzero, lsqcurvefit, 


lsqnonlin 
标 试图 达到 的 值 向 量 。 该 向 量 的 长 度 等 于 目标 个 数 Fgoalattain 
-次 方程 zxHBsxz+tf sx=0 中 二 次 项 的 系数 和 矩 阵 Quadprog 
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描 述 调 函 数 

限 和 上 限 向 量 〈 或 矩阵 )。 该 变量 一 般 与 有 具有 相同 的 大 小 。 如 果 孔 
的 元 素 少 , 例如 如 果 只 有 mm 个 , 则 具有 xz* 中 的 前 m 个 元 素 给 出 下 限 ， 
的 上 限 值 服从 同样 的 规则 。 可 以 用 -Inf (对 于 下 界 ) 或 Inf (对 于 上 
界 ) 指定 超 边界 向 量 。 例 如 ， 大 Ibd) = -Inf， 则 变量 xG) 超 出 下 界 

该 函数 计算 非 线性 不 等 式 和 等 式 。nonlcon 函数 为 M 文件 名 或 MEX 有 
nonlcon 件 名 fgoalattain, fmincon, fminimax 
ntheta 半 无 限 约束 的 个 数 FEseminf 
options 为 优化 选项 参数 结构 ， 定 义 用 于 优化 函数 的 参数 定义 All functions 
传 给 fun 函数 、nonlcon 变量 〈 如 果 存 在 ) 或 seminfcon 变量 〈 如 果 存 
在 ) 的 其 他 变量 。 当 优化 函数 调用 函数 fun, nonlcon 或 seminfcon 时 , 调 
属 式 为 

f= feval(fun,x,P1,P2,…) 











fgoalattain, fmincon, fminimax， 





fseminf, linprog, lsqcurvefit, lsqlin， 























lsqnonlin, quadprog 











































































































fgoalattain, fminbnd, fmincon， 


fminimax, fminsearch, fminunc， 
c, ceq] = fevalnonlcon,x,P1,P2,…) 


fseminf, fsolve, fzero, lsqcurvefit, 
cceq, 开 1, 开 2,…Kn,S]= .… 


lsqnonlin 
feval(seminfcon,x,s,P1,P2,….) 


使 用 该 特点 ， 赋 给 不 同 的 参数 ， 则 相同 的 fun 函数 〈 或 nnolcon 函数 或 
seminfcon 函数 ) 可 以 求解 一 系列 相似 的 问题 ， 而 避免 使 用 全 局 变量 
， 计算 非 线性 不 等 式 约束 、 等 式 约束 和 半 无 限 约束 的 函数 。seminfcon 函 
Seminfcon Fseminf 
数 为 M 文件 名 或 MEX 文件 名 
weight 控制 对 象 未 达到 或 超出 的 加 权 向 量 Fgoalattain 


Xdata， 










































































和 拟 合 方程 的 输入 数据 xdara 和 测量 输出 数据 yaata Lsqcurvefit 
ydata 





初始 点 〈 标 量 、 向 量 或 矩阵 )。( 对 于 fzero 函数 ，x0 还 可 以 是 一 个 代 | 
X0 All functions except fminbnd 


表 包 含 0 的 区 间 的 二 元 素 向 量 ) 
函数 最 小 化 的 区 间 Fminbnd 

















表 15-8 输出 变量 表 




















赤 
attainfactor 音 x 处 的 达到 因子 fgoalattain 
exitflag 退出 条 件 














fgoalattain, fminbnd, fmincon， 

















fval 尝 x 处 的 fminimax, fminsearch, fminunc, fseminf， 
fsolve, fzero, linprog, quadprog 

grad 解 x 处 fun 函数 的 梯度 值 fmincon, fminunc 

hessian 解 zx 处 fon 函数 的 Hess 和 矩阵 值 fmincon, fminunc 

jacobian 解 z 处 fon 函数 的 Jacob 矩阵 值 lsqcurvefit, lsqnonlin, fsolve 
































fgoalattain, fmincon, fminimax, fsemint， 








解 z 处 的 拉 格 衣 日 乘 子 。lambda 为 一 结构 ， 它 的 每 个 字段 对 | 
lambda linprog, lsqcurvefit, lsqlin, lsqnonlin， 


应 于 不 同 的 约束 类 型 。 对 于 结构 域名 ， 可 参见 不 同 函 数 的 描述 











lsqnonneg, quadprog 
Imaxfval 解 x 处 的 函数 最 大 fminimax 
output 包含 优化 结果 信息 的 输出 结构 All functions 




















更 SR lsqcurvefit, lsqlin, lsqnonlin， 
residual 有 坚 x 处 的 残 差 值 


lsqnonneg 








Tesnorm 音 x 处 残 差 的 卡 方 范 数 lsqcurvefit, lsqlin, lsqnonlin, jsqnonneg 


























优化 函数 求 得 的 解 。 如 果 exitftlag > 0， 则 zx 为 解 ; 否则 ，x 
不 是 最 终 解 ， 它 是 迭代 终止 时 优化 过 程 的 值 


All functions 
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吉 了 


二 “NE 











用 于 大 型 问题 的 参数 ; 





M- 一 只 适用 于 中 型 问题 的 参数 





参 数 名 





对 大 型 问题 和 中 型 问题 都 适用 的 参数 。 
表 15-9 ”优化 参数 表 


述 优化 参数 结构 options 中 的 元 素 。 其 中 ， 列 标签 L,M 和 了 B 的 意义 如 下 : 











调 用 函数 














DerivativeCheck 








对 自 定义 的 解析 导数 〈 梯 度 或 雅 可 比 矩 
FE) 与 有 限 差 分 导数 进行 比较 








fgoalattain, fmincon, fminimax， 


fminunc, fseminf, fsolve, lsqcurvefit, lsqnonlin 





Diagnostics 





打印 进行 最 小 化 或 求解 的 诊断 信息 


除了 fminbnd、fminsearch、fzero 和 lsqnonneg 以 
外 的 所 有 函数 





DiftftMaxChange 


有 限 差 分 求 时 的 变量 的 最 大 变化 


fgoalattain, fmincon, fminimax, fminunc, fseminf， 


fsolve, lsqcurvefit, lsqnonlin 





DiftftMinChange 





有 限 差 分 求 时 变量 的 最 小 变化 





fgoalattain, fmincon, fminimax, fminunc, fseminf， 


fsolve, lsqcurvefit, lsqnonlin 





Display 





显示 水 平 。 值 为 "off" 时 ， 不 显示 输出 ; 值 
为 "iter" 时 ， 


才 ， 只 显 刁 结果 


全 部 函数 





GoalsExactAchieve 








精确 达到 的 目标 个 数 





fgoalattain 





GradConstr 
GradObj 











户 定义 的 非 线性 约束 的 梯度 




















fgoalattain, fmincon, fminimax 


fgoalattain, fmincon, fminimax, fminunc, fseminf 





Hessian 


























甬 数 的 Hess 矩阵 


fmincon, fminunc 





HessPattern 





ss 矩阵 的 稀 蕊 模式 


fmincon, fminunc 





HessUpdate 





fminunc 





Jacobian 




















甬 数 的 Jacob 矩阵 











fsolve, lsqcurvefit, lsqnonlin 





JacobPattern 











比 憩 阵 的 稀 玻 模式 


四 | 相 | 和 | | 可 过 | 芝 


fsolve, lsqcurvefit, lsqnonlin 





LargeScale 





























使 用 大 型 算法 











邓 


fmincon, fminunc, fsolve, linprog， 


lsqcurvefit, lsqlin, lsqnonlin, quadprog 





LevenbergMarquardt 














Levenberg-Marquardt 法 代替 
Gauss-Newton 法 





fsolve, lsqcurvefit, lsqnonlin 





LineSearchType 





一 维 搜索 算法 的 选择 


fminunc, fsolve, lsqcurvefit, lsqnonlin 





MaxFunEvals 


进行 函 数 评价 的 最 大 次 数 


fgoalattain, fminbnd, fmincon, fminimax， 
fminsearch, fminunc, fseminf, fsolve, lsqcurvefit, 


lsqnonlin 





MaxJter 


F 进 行 欠 代 的 最 大 次 数 


除了 fzero 和 lsqnonneg 以 外 所 有 的 函数 





MaxPCGIter 








许 进行 PCG 迭代 的 最 大 次 数 


fmincon, fminunc, fsolve, lsqcurvefit, lsqlin， 


lsqnonlin, quadprog 





MEeritFunction 


MinAbsMax 


PrecondBandWidth 























多 目标 函数 〈 目 标 达到 或 最 大 最 小 化 ) 
最 小 化 最 坏 个 案例 绝对 值 的 Fe) 的 个 数 























PCG 前 提 的 上 带宽 


fgoalattain, fminimax 


fminimax 





fmincon, fminunc, fsolve, lsqcurvefit, lsqlin， 


sqnonlin, quadprog 





TolCon 


违背 约束 的 终止 容 限 


fgoalattain, fmincon, fminimax, fseminf 





TolFun 





函数 值 的 终止 容 限 


除了 fminbnd，fzero 和 lsqnonneg 以 外 所 有 的 





TolPCG 


PCG 从 代 的 终止 容 限 


fmincon, fminunc, fsolve, lsqcurvefit, lsqlin， 


sqnonlin, quadprog 





TolX 


X 处 的 终止 容 限 


s 了 linprog 和 lsqlin 以 外 所 有 的 函数 





TypicalX 











典型 x 值 














fmincon, fminunc, fsolve, lsqcurvefit, lsqlin， 





sqnonlin, quadprog 
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15.3 ”参数 设置 











利用 optimset 函数 ， 可 以 创建 和 编辑 参数 结构 ; 利用 optimget 函数 ， 可 以 获得 options 
优化 参数 。 











1. optimget 函数 
利用 该 函数 获得 options 优化 参数 ， 其 语法 格式 如 下 : 
e@ val = optimget(options，Pparam') 返回 优化 参数 options 中 指定 的 参数 的 值 。 只 需要 用 参 
数 开 头 的 字母 来 定义 参数 就 行 了 。 
e@ val = optimget(options,param',defaulb 若 options 结构 参数 中 没有 定义 指定 参数 , 则 返回 
默认 值 。 注 意 ， 这 种 形式 的 函数 主要 用 于 其 他 优化 函数 。 
下 面 有 两 个 使 用 optimget 函数 的 例子 : 
(C1) 下 面 的 命令 行将 显示 优化 参数 options 返回 到 my_options 结构 中 : 
val = optimget (my_options，'DisPlay'") 
(2) 下 面 的 命令 行 返回 显示 优化 参数 options 到 my_options 结构 中 (就 像 前 面 的 例子 一 样 
但 如 果 显 示 参 数 没有 定义 ， 则 返回 值 final': 
optnew = optimget (my_options，'DisPplay'" final'") 
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2. optimset 函数 

利用 该 函数 创建 或 编辑 优化 选项 参数 结构 。 其 调用 格式 如 下 : 

e@ options = optimset(paraml', valuel, param2', value2, .….) 创建 一 个 称 为 options 的 优化 选 
项 参数 ， 其 中 指定 的 参数 具有 指定 值 。 所 有 未 指定 的 参数 都 设置 为 空 矩 阵 []〈 将 参数 设置 为 [] 
表示 当 options 传递 给 优化 函数 时 给 参数 赋 默 认 值 )。 赋 值 时 只 要 输入 参数 前 面 的 字母 就 行 了 。 

@ optimset 函数 没有 输入 输出 变量 时 ， 将 显示 一 张 完 整 的 带 有 有 效 值 的 参数 列表 。 

@ options = optimset (with no input arguments) 创建 一 个 选项 结构 options， 其 中 所 有 的 元 
素 被 设置 为 []。 

@ options = optimset(optimfun) 创建 一 个 含有 所 有 参数 名 和 与 优化 函数 optimfun 相关 的 
默认 值 的 选项 结构 options。 

@ options = optimset(oldopts, 'paraml', valuel,) 创建 一 个 oldopts 的 拷贝 ， 用 指定 的 数值 
修改 参数 。 

@ options = optimset(oldopts，newopts) 将 已 经 存在 的 选项 结构 oldopts 与 新 的 选项 结构 
newopts 进行 合并 。newopts 参数 中 的 所 有 元 素 将 覆盖 oldopts 参数 中 的 所 有 对 应 元 素 。 

调用 格式 中 各 参数 的 意义 可 参见 下 面 的 列表 。 其 中 ，{ } 代 表 默 认 选 项 ， 有些 参 数 对 于 不 
同 的 优化 函数 具有 不 同 的 默认 值 ， 所 以 没有 选项 显示 在 { } 中 。 

大 型 算法 和 中 型 算法 都 可 以 使 用 的 优化 参数 有 : 



















































































































































































































































































Diagnostics [ on | {off} ] 
Disp1lay [ off | iter | {final} ] 
Gradobj [ on | {off} ] 
Jacobian [ on | {off} ] 
LargdeScale [ {on} | Off ] 

[ 





MaxEunEvals Positive intedger ] 
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下 面 是 几 个 使 用 optmset 函数 的 例子 : 


〈1) 














下 面 的 语句 创建 一 个 称 为 options 的 优化 选项 结构 ， 其 


参数 设置 为 le-8: 











(2) 下 面 的 语句 创建 一 个 称 为 options 的 优化 结构 的 拷贝 
保存 到 optnew 参数 中 ; 


(3) 下 面 的 语句 返回 options 优化 结构 ， 


默认 值 : 


optimset fminpbpnad 


或 者 输入 下 面 的 命令 ， 


15.4 ”模型 输入 时 需 





OPtimset ( 


使 用 优化 工 


options = optimset ('DisPlay'"v 














optnew = optimset (opPtions，'TolX'yv Le-4) ; 


opPtions = optimset ( 








"fminpbpnadq' ) 






































和 箱 时 ， 
































"fminbpnadq' ) 



































其 效果 与 上 面 的 相同 ; 


注意 的 问题 








MaXxILeL [ Positive integer ] 
TolCon [ Positive Scalar ] 
TolLEun [ Positive Scalar ] 
TO1X [ Positive Scalar ] 

只 用 于 大 型 算法 的 优化 参数 有 : 
Hessian On | {foff} ] 
HesSsPattecn SParse matzix ] 
JacobPattetn SParse matzix ] 
MaxPCGIteL Positive integer ] 
PrecondqBandWidtDhn Positive integeL | InE ] 
TolLPCG Positive ScalaLr | 0 让 国友 购 | 
TypicalX Vector ] 

只 用 于 中 型 算法 的 优化 参数 有 : 
DerivatiVeCcheck On | {off} ] 
DIEfMaxChange Positive ScalaLr | {1e-1} ] 
DiffMinChange Positive ScalaL | {1e-8} ] 
GoalsEXxactRAchieve Positive scalar intedeL | {0} ] 
GradConstT on | {off} ] 
HessUpdate {fbfdgs} | Qfp | 9Iil11Lmurzay | Steepqdesc ] 
LevenbergMarcduardt On | Gf 和 > |] 
LineSearchType cubicpoly | {Guadcubic} ] 
MeritEunction singleobj | {multiobjl ] 
MinAbsMaxX Positive scalar intedeL | {0} ] 








"ItLecr'y TolFEun'y 1LIe-8) 


中 显示 参数 设 为 iter，TolFun 











改变 TolX 参数 的 值 ， 将 计 











其 中 包含 所 有 的 参数 名 和 与 fminbnd 函数 相关 的 





地 键入 下 面 的 语句 就 行 了 : 


| 于 优化 函数 要 求 目 标 函数 和 约束 条 件 满足 一 定 的 格式 ， 所 以 需 
行 模型 答 入 时 注意 以 下 几 个 问题 
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1.， 目标 函数 最 小 化 

优化 函数 fminbnd, fminsearch, fminunc, fmincon, fgoalattain, fminmax 和 lsqnonlin 都 要 求 
目标 函数 最 小 化 ， 如 果 优 化 问题 要 求 目 标 函 数 最 大 化 ， 可 以 通过 使 该 目标 函数 的 负 值 最 小 化 
即 -Foo) 最 小 化 来 实现 。 近 似 地 ， 对 于 quadprog 函数 提供 - 豆 和 -A 对 于 1linprog 函数 提供 -六 


2. 约束 非 正 

优化 工具 箱 要 求 非 线性 不 等 式 约束 的 形式 为 CCo) 和 0， 通 过 对 不 等 式 取 负 可 以 达到 使 大 
于 零 的 约束 形式 变 为 小 于 零 的 不 等 式 约 束 形 式 的 目的 。 例 如 Ce)0 形式 的 约束 等 价 于 - Co) 
入 0;， CO)E2 形式 的 约束 等 价 于 - CCo)+D 委 0。 


3 避免 使 用 全 局 变量 

全 局 变量 在 整个 程序 中 都 可 用 ， 当 程序 比较 大 时 ， 难 免 会 在 无 意 中 修改 全 局 变量 的 值 ， 
因而 导致 错误 。 更 糕 的 是 ， 这 样 的 错误 还 很 难 查 找 。 因 此 ， 编 程 时 应 该 尽量 避免 使 用 全 局 
变量 。 


15.5 @ (函数 句柄 ) 函数 


MATLAB 中 可 以 用 @ 函 数 进行 函数 调用 。@ 函 数 返 回 指定 MAITLAB 函数 的 句柄 ， 其 调 
用 格式 为 : 
Pandqle = Qfunction 
利用 @ 函 数 进行 函数 调用 有 下 面 几 点 好 处 : 
@) 用 句柄 将 一 个 函数 传递 给 另 一 个 函数 ， 
@ 减少 定义 函数 的 文件 个 数 ; 
@ 改进 重复 操作 ; 
曲 保证 函数 计算 的 可 靠 性 。 
下 面 的 例子 为 humps 函数 创建 一 个 函数 句柄 ， 并 将 它 指定 为 thandle 变量 。 
fhanadle = Qhumps:; 
同样 ， 传 递 句 柄 给 另 一 个 函数 ， 也 将 传递 所 有 变量 。 本 例 将 刚刚 创建 的 函数 句柄 传递 给 
fminbnd 函数 ， 然 后 在 区 间 [0.3, H] 上 进行 最 小 化 。 


X = fminpbpnaq (Gehumps，0.3，1) 
广 = 
0.6370 


关于 @ 函 数 的 更 多 细节 , 可 以 参见 本 套 书 第 一 册 《MATILAB 程序 设计 》 中 第 2 章 的 内 容 。 
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16.1 


16.1.1 





本 节 讨 论 














接 
最 优化 要 


























式 中 ，xx 


第 16 章 “” 无 约束 最 优化 问题 


单 变 量 最 小 化 


基本 数学 原理 





只 有 一 个 变量 时 的 最 小 化 问题 ， 
但 大 多 数 情况 下 它 是 作为 多 变量 最 优化 方法 的 基础 ， 因 
到 一 维 搜索 算法 。 该 问题 的 数学 模型 为 : 


j 于 求解 实际 问题 ， 


》 和 MX2 为 标量 ， 


























Imin 三 (xD) 
Jo0) 为 图 数 ， 返 回 标量 。 





该 问题 的 搜索 过 程 可 用 下 式 表达 : 










































































即 一 维 搜索 问题 。 该 问题 在 某 些 情况 下 可 以 直 








X<X<Io 


证 二 天王 你 亲人 





的 步 长 参数 。 所 以 一 维 搜索 就 是 要 























为 进行 多 变量 







































































到 目标 函数 的 导数 。 


式 中 称 为 本 次 迭代 的 值 ，d 为 搜索 方向 ，w 为 搜索 方向 - 
利用 本 次 欠 代 的 信息 来 构造 下 次 迭代 的 条 件 。 

求解 单 变量 最 优化 问题 的 方法 有 很 多 种 。 根 据 目 标 函 数 是 否 需要 求 导 ， 可 以 分 为 两 类 ， 
即 直接 法 和 间接 法 。 直 接 法 不 需要 目标 函数 的 导数 ， 而 间接 法 则 需要 用 

1， 直接 法 

常用 的 一 维 直接 法 主要 有 消去 法 和 近似 法 两 种 。 


(1) 消去 法 。 









































该 法 利用 单 峰 函数 具有 的 消去 性 质 进 行 反 复 从 代 ， 逐 渐 消 去 不 包含 极 小 点 











的 区 间 ， 缩 小 搜索 区 间 ， 直 到 
金 分 割 搜索 法 (Golden Section 
区 间 分 为 3 段 ， 然 后 
右 两 段 保 留 ! 


点 ， 将 











寸 删 去 左 、 

















割 点 及 其 对 称 点 上 ， 所 以 该 法 称 为 黄金 分 叶 











搜索 区 间 缩 小 到 给 定 的 允许 精度 为 止 。 
Search)。 呐 金 分 割 搜索 法 的 基本 思想 是 在 单 




















种 上 






































型 的 消去 法 为 黄 
峰 区 间 内 适当 插入 两 














通过 比较 这 两 点 函数 值 的 大 小 来 确定 是 删 去 最 左 段 还 是 最 右 段 ， 









































间 段 。 重 复 该 过 程 使 区 间 无 限 缩小 。 插 入 点 的 位 置 放 在 区 间 的 












































高 ， 稳 定性 好 。 


(2) 多 项 式 近似 法 。 该 法 用 于 目 





来 代替 目 
和 三 次 多 项 式 。 














标 函 数 ， 并 












































二 次 内 播 涉及 到 形 如 下 式 的 二 次 函数 数据 拟 合 问题 : 























DPCwx+c 








1 (CQ) = QQ 十 
其 中 步 长 极 值 为 
+ 一 D 
有 
20 
然后 只 要 利用 3 个 梯度 或 函数 方程 组 就 可 以 有 





| 搜索 法 。 该 法 的 优点 是 算法 简单 ， 效 率 较 


标 函 数 比较 复杂 的 情况 。 此 时 寻找 一 个 与 它 近 似 的 函数 
j 近 似 函 数 的 极 小 点 作为 原 函 数 极 小 点 的 近似 。 常 用 的 近似 函数 为 二 次 








定 系数 g 和 已 ， 从 而 可 以 确 
































定 w 。 得 到 该 


值 以 后 ， 进 行 搜索 区 间 的 收缩 。 在 缩短 的 新 区 间 中 ， 重 新 安排 3 点 求 出 下 一 次 的 近似 极 小 点 
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c& ， 如 此 友 代 下 去 ， 直 到 满足 终止 准则 为 止 。 其 欠 代 公式 为 
1 DJ)+ AN JJ)+AD7 Cs) 
六 No2aj CO)+73i xz)+7o7 Cs) 





+l 二 





式 中 
[ 三 光 一 好 ， 三 向 一 2 

二 次 插值 法 的 计算 速度 比 黄 金 分 割 搜 索 法 的 快 ， 但 是 对 于 一 些 强 烈 扭曲 或 可 能 多 峰 的 函 

该 法 的 收敛 速度 会 变 得 很 慢 ， 甚 至 失败 。 


2.， 间接 法 
间接 法 需要 计算 目标 函数 的 导数 ， 优 点 是 计算 速度 很 快 。 常 见 的 间接 法 包括 牛顿 切线 法 、 
对 分 法 、 割 线 法 和 三 次 插值 多 项 式 近似 法 等 。 优 化 工具 箱 中 用 得 较 多 的 是 三 次 插值 法 。 
三 次 插值 的 基本 思想 与 二 次 插值 的 一 致 ， 它 是 用 4 个 已 知 点 构造 一 个 三 次 多 项 式 P3(00， 
用 它 逼 近 函 数 . /oo)， 民 人 的。 点 作为 Ko 的 近似 极 小 点 。 一 般 地 讲 ， 三 次 插值 法 比 二 次 插 
值 法 的 收敛 速度 要 快 些 ， 但 每 次 欠 代 需要 计算 两 个 导数 值 。 
三 次 插值 法 的 迭代 公式 为 


Xi 一 (2 一 ) 



































数 





让 
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Vjc)+ 忆 一 局 
VC)-VFx)+20， 





式 中 





Jo0) 一 xc ) 


XI 一 X2 





帮 =V1GoD)+VYHz) 一 3 


忆 =( 记 -VCOn)YFCo) 
如 果 函 数 的 导数 容易 求 得 ， 一 般 来 说 首先 考虑 使 用 三 次 插值 法 ， 因 为 它 具 有 较 高 的 效率 。 
对 于 只 需要 计算 函数 值 的 方法 中 ， 二 次 插值 法 是 一 个 很 好 的 方法 ， 它 的 收敛 速度 较 快 ， 在 极 
小 点 所 在 区 间 较 小 时 尤其 如 此 。 黄 金 分 割 法 则 是 一 种 十 分 稳定 的 方法 ， 并 且 计算 简单 。 由 于 
以 上 原因 ，MATLAB 优化 工具 箱 中 用 得 较 多 的 方法 是 二 次 插值 法 、 三 次 插值 法 以 及 二 次 、 三 
次 混合 插值 法 和 黄金 分 割 法 。 


16.1.2 ”有 关 函 数 介 


1. fminbnd 函数 

利用 该 函数 找到 固定 区 间 内 单 变 量 函 数 的 最 小 值 。 调 用 格式 为 : 

@ X= fminbnd(funxl,x2) 返 回 区 间 {x1，x2} 上 fon 参数 描述 的 标量 函数 的 最 小 值 x。 

@ X= fminbnd(fun,xl,x2,options) 用 options 参数 指定 的 优化 参数 进行 最 小 化 。 

e@ Xx= fminbnd(fun,xl,x2,options,P1,P2,..) 提 供 另外 的 参数 P1, P2 等 , 传输 给 目标 函数 fun。 
如 果 没 有 设置 options 选项 ， 则 令 options=[ ] 。 

@ [xfval] = fminbnd(.…) 返 回 解 x 处 目标 函数 的 值 。 

@ [x,fvalexitflag] = fminbnd(..) 返 回 exitflag 值 描述 fminbnd 函数 的 退出 条 件 。 

@ [x,fvalexitflag,output] = fminbnd(...) 返 回 包 含 优化 信息 的 结构 输出 。 

与 fminbnd 函数 相关 的 细节 内 容 包含 在 ftn，options，exitflag 和 output 等 参数 中 ， 如 表 
16-1 所 示 。 
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表 16-1 ”参数 描述 表 


需要 最 小 化 的 目标 函数 。Fun 函数 需要 输入 标量 参数 x， 返 9 目标 函数 标量 值 f。 可 以 将 fun 函数 指 
定 为 命令 行 ， 如 
x = fminbnd(inline(sin(xsx)7),xO) 
同样 ，fun 参数 可 以 是 一 个 包含 函数 名 的 字符 串 。 对 应 的 函数 可 以 是 M 文件 、 内 部 函数 或 MEX 文件 。 若 
fn=myfun， 则 M 文件 函数 myfun.m 必须 有 下 面 的 形式 



























































function f= myfun(x) 
下 三 包 计 算 x 处 的 函数 值 
优化 参数 选项 。 可 以 用 optimset 函数 设置 或 改变 这 些 参数 的 值 。options 参数 有 以 下 几 个 选项 ; 
Display “显示 的 水 平 。 选 择 'off ， 不 显示 输出 ;选择 'iter ， 显 示 每 一 步 欠 代 过 程 的 输出 ;选择 final， 
显示 最 终结 果 
MaxFunEvals ”函数 评价 的 最 大 允许 次 数 
MaxIter 最 大 允许 迭代 次 数 
TolX x 处 的 终止 容 限 









































options 














函数 收敛 于 解 x 处 

经 达到 函数 评价 或 旭 代 的 最 大 次 数 
函数 不 收敛 

该 参数 包含 下 列 优化 信息 : 








exitflag 






































outputiterations ”从 代 次 数 


output.algorithm ”所 采用 的 算法 


























output.funcCount 函数 评价 次 数 


注意 : 

> 目标 函数 必须 是 连续 的 ; 

> fminbnd 函数 可 能 只 给 出 局 部 最 优 解 ; 

当 问 题 的 解 位 于 区 间 边 界 上 时 ，fminbnd 函数 的 收敛 速度 浓 常 很 慢 。 此 时 ，fmincon 函 
数 的 计算 速度 更 快 ， 计 算 精 度 更 高 ; 

> fminbnd 函数 只 用 于 实数 变量 。 


2. 应 用 实例 

【 例 16-1】 对 边 长 为 3m 的 正方 形 铁 板 ， 在 4 个 角 处 前 去 相等 的 正方 形 以 制 成 方形 无 盖 
水 槽 ， 问 如 何 剪 法 使 水 槽 的 容积 最 大 ? 
腿 设 剪 去 的 正方 形 的 边 长 为 x， 则 水 槽 的 容积 六 

FOOD=(G-2207x 

现在 要 求 在 区 间 〈0，1.5) 上 确定 一 个 x， 使 Fo) 最 大 化 。 因 为 优化 工具 箱 中 要 求 目标 函 
数 最 小 化 ， 所 以 需要 对 目标 函数 进行 转换 ， 即 要 求 -xz) 最 小 化 。 
首先 编写 M 文件 opt16_1o.m: 


function 工 = myfun(Xx) 
一 (三 2 区 放 丰 人 2 大 有 
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然后 调用 fminbnd 函数 ; 





X = fminbndq(aopt16_1ov,0v1.5) 


到 问题 的 解 : 
00 





4 

















即 剪 掉 的 正方 形 的 边 长 为 0.3m 时 水 槽 的 容积 最 大 。 


水 槽 的 最 大 容积 计算 : 
Yy = opPtim2 (X) 
Y 





-2.0000 




















所 以 水 模 的 最 大 容积 为 2.0000m。 


16.2 ”无 约束 非 线性 规划 问题 





16.2.1 基本 数学 原理 


无 约束 最 优化 问题 在 实际 应 用 中 也 比较 常见 ， 如 工程 中 常见 的 参数 反 演 问题 。 另 外 ， 许 
多 有 约束 最 优化 问题 可 以 转化 为 无 约束 最 优化 问题 进行 求解 。 
求解 无 约束 最 优化 问题 的 方法 主要 有 两 类 ， 即 直接 搜索 法 〈Direct search method) 和 梯度 








法 〈Gradient method ) 。 





























直接 搜索 法 适用 于 目标 函数 高 度 非 线 | 
程 中 很 多 问题 都 是 非 线性 的 ， 故 直接 搜索 法 不 失 为 一 种 有 效 的 解决 办 法 。 常 用 的 直接 搜索 法 






































生 ， 没 有 导数 或 导数 很 难 计算 的 情况 。 由 于 实际 工 



































为 单纯 形 法 ， 此 外 还 有 Hooke-Jeeves 搜索 法 、Pavell 共 斩 方 向 法 等 ， 其 缺点 是 收敛 速度 慢 。 














在 函数 的 导数 可 求 的 情况 下 ， 梯 度 法 是 一 种 更 优 的 方法 。 该 法 利用 函数 的 梯度 〈 一 阶 导 





数 ) 和 Hess 矩阵 〈 二 阶 导数 ) 构造 算法 ， 可 以 获得 更 快 的 收敛 速度 。 函 数 .六 9 的 负 梯 度 方向 





-VFCO 即 反映 了 函数 的 最 大 下 降 方向 。 当 
要 最 小 化 的 函数 有 一 狭长 的 谷 形 值 域 时 ，i 


















































这 种 类 型 的 函数 又 称 为 香 芍 函数 。 
常见 的 梯度 法 有 最 速 下 降 法 、 








(CQuasi-Newton method) 等 。 
在 所 有 这 些 方法 中 ， 用 得 最 
构成 下 式 得 二 次 模型 问题 




















题 的 最 优 解 
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搜索 方向 取 为 负 梯 度 方 向 时 称 为 最 速 下 降 法 。 当 需 
玄 法 的 效率 很 低 ， 如 Rosenbrock 函数 





JJ=100Ga-z AH-xD 

它 的 最 小 值 解 为 x=[11H， 最 小 值 为 fae)=0。 图 16-1 是 该 函数 的 等 值 线 图 ， 图 中 还 显示 了 
从 初 值 [-1.9，2] 出 发 向 最 小 值 前 进 的 路 径 。 人 迭代 1000 次 以 后 终止 ， 此 时 距 最 小 值 仍 有 相当 长 
的 距离 。 图 中 的 黑色 区 域 是 该 法 在 谷 的 两 侧 不 断 进行 “ 之 ”字形 搜索 形成 的 。 











Newton 法 、Marquart 法 、 共 斩 梯 度 法 和 拟 牛 顿 法 



















































































拟 牛 顿 法 ， 这 些 方法 在 每 次 迭代 过 程 中 建立 曲率 信息 ， 











minXTEX -CTX + 


式 中 ，Hess 矩阵 豆 为 一 正定 对 称 和 矩阵 ，C 为 常数 向 量 ，2 为 常数 。 对 关 求 侦 导 数 可 以 获得 问 








VhFoxz )=Pre +C=0 








图 16-1 香 芍 函数 的 等 值 线 图 及 最 速 下 降 法 的 搜索 路 径 





解 2 可 写成 : 
X = 一 五 -C 
拟 牛 顿 法 包括 两 个 阶段 ， 即 确定 搜索 方向 和 一 维 搜索 阶段 


1. Hess 矩阵 的 更 新 

牛顿 法 由 于 需要 多 次 计算 Hess 和 阵 ， 故 计算 量 很 大 。 而 拟 牛 顿 法 则 通过 构建 一 个 Hess 
托 阵 的 近似 矩阵 来 避 开 这 个 问题 。 
在 优化 工具 箱 中 , 通过 将 options 参数 HessUpdate 设置 为 BFGS 或 DFP 来 决定 搜索 方向 。 
当 Hess 托 阵 瓦 始终 保持 正定 时 ， 搜 索 方 向 就 总 是 保持 为 下 降 方 向 。 

构建 Hess 矩阵 的 方法 很 多 。 对 于 求解 一 般 问 题 ，Broyden, Fletcher Goldfarb 和 Shanno 的 
方法 〈 简 称 BFGS 法 ) 是 最 有 效 的 。BFGS 法 的 计算 公式 为 
和 kg! 如 SLSA 厅 ， 
4K.S， SS， 
式 中 : Se = ，g=VFCcD-VFGci) 

作为 初 值 ， 可 以 设 为 任意 对 称 正定 矩阵 。 

另 一 个 有 名 的 构造 近似 Hess 和 抢 阵 的 方法 是 DFP 〈Daridon-Fletcher-Powell) 法 。 该 法 的 计 
算 公式 与 BFGS 法 的 形式 一 样 ， 只 是 %% 替 换 为 Su。 

梯度 信息 可 以 用 解析 方法 得 到 ， 也 可 以 用 有 限 差 分 方法 通过 求 偏 导数 得 到 。 
在 每 一 个 主要 的 友 代 过 程 中 ， 在 下 式 所 示 的 方向 上 进行 一 维 搜索 : 

d=- 瓦 .VHCxa) 


图 16-2 演示 了 用 拟 牛 顿 法 时 Rosenbrock 函数 的 求解 路 径 。 可 见 ， 利 用 该 法 ， 只 需要 140 
次 旬 代 就 可 以 达到 最 小 值 解 ， 比 前 面 利用 最 速 下 降 法 要 快 得 多 。 
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到 











2. 一 维 搜索 





工具 箱 中 有 两 套 方案 进行 一 维 搜索 。 当 梯度 值 可 以 直接 得 到 时 ， 月 
































一 维 搜索 ， 当 梯度 值 不 能 直接 得 到 时 ， 采 月 











16.2.2 ”有 关 函 数 介 


1. fminunc 函数 




















式 中 ， X 为 一 


e fminunc 给 定 初 值 , 求 多 变量 标量 函数 的 最 小 值 。 常 用 

















-0.5 











16-2” 拟 牛顿 法 的 搜索 路 径 











日 二 次 、 三 次 混合 插值 法 。 






































min 太 z) 


问 量 ，Foo) 为 一 函数 ， 返 回 标量 。 
fminunc 函数 的 调用 格式 如 下 : 















































日 三 次 插值 的 方法 进行 


该 函数 求 多 变量 无 约束 函数 的 最 小 值 。 多 变量 无 约束 函数 的 数学 模型 为 : 


于 无 约束 非 线性 最 优化 问题 








e@ Xx= fminunc(fun,x0) 给 定 初 值 x0， 求 fan 函数 的 局 部 极 小 点 xx。x0 可 以 是 标量 、 向 量 或 


和 矩阵 。 


e@ x= fminunc(fun,x0,options) 月 
e@ xx = fminunc(fun,x0,optionsP1,P2,.) 将 问题 参数 P1、P2 等 直接 输 

















崩 options 参数 中 指 


options 参数 设置 为 空 扎 阵 ， 作 为 options 参数 的 默认 值 。 


[x,fval 


@ 
@ [x,fval,exitflag,output] = fminunc(...) 返 
@ 


[x,fvalexitflag,output,grad] = 


中 。 


[x,fval] = fminunc(...) 将 解 x 处 目标 函数 的 值 返 回 到 fval 参数 中 。 
,exitflag] = fminunc(...) 返 回 exitflag 值 ， 描 述 函 数 的 输出 条 件 。 


也 












































区 回 包含 优化 信息 的 结构 输出 。 





= fminunc(...) 将 解 x 处 fun 函数 的 梯度 值 返 


定 的 优化 参数 进行 最 小 化 。 
给 目标 函数 fhn， 将 




















回 到 grad 参数 





@ [x,fvalexitflag,outputgradhessian] = fminunc(.…) 将 解 x 处 目标 函数 的 Hessian 矩阵 信息 
返回 到 hessian 参数 中 。 








表 16-2 
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包括 各 输入 /输出 变量 的 描述 。 








表 16-2 ”输入 /输出 变量 描述 表 
























































为 目标 函数 ,， 即 需要 最 小 化 的 目标 函数 。fun 函数 需要 量 参数 x，) 4 目标 函数 标量 值 f。 可 以 
将 fun 函数 指定 为 命令 行 ， 如 
X=fminbnd(inline(sin(X*x)),xO) 
同样 ，fun 参数 可 以 是 一 个 包含 函数 名 的 字符 串 。 对 应 的 函数 可 以 是 M 文件 、 内 部 函数 或 MEX 文件 。 若 
fun=myfun'， 则 M 文件 函数 myfun.m 必须 有 下 面 的 形式 ; 
functionf= myfun(x) 
人 % 计 算 x 处 的 函数 值 
若 fun 函数 的 梯度 可 以 算得 ， 且 options.GradObj 设 为 'on'〈 用 下 式 设 定 ) ， 
options = optimset(GradObj,on) 
则 fon 函数 必须 返回 解 x 处 的 梯度 向 量 g 型 输出 变量 中 去 。 注 意 , 当 被 调用 的 fun 函数 只 需要 一 个 输 则 
变量 时 〈 如 算法 只 需要 目标 函数 的 值 而 不 需要 其 梯度 以 通过 核对 nargonut 的 值 来 避免 计算 梯度 值 
function [fg] = myfun(x) 
人 饮 计 算 x 处 的 函 娄 
过 nargout > 1 ，” 狗 调 用 fun 函数 并 要 求 
SEE % 计 算 x 处 的 梯度 
end 
若 Hess 矩阵 也 可 以 求 得 ， 并 且 options.Hessian 设 为 'on, 即 ， 
options = optimset(Hessian' ,on') 
则 fun 函数 必须 返回 解 x 处 的 Hess 对 称 算 阵 鼠 到 第 3 个 输出 变量 中 去 。 注 意 ， 当 被 调用 的 fun 函数 只 需要 一 
个 或 两 个 输出 变量 时 (如 算法 只 需要 目标 函数 的 值 F 和 梯度 值 g8 而 不 需要 Hess 窍 阵 豆 时 ), 可 以 通过 核对 nargout 
的 值 以 避免 计算 Hess 矩阵 
function [fg,H] = myfun(Cx) 
人 % 计算 x 处 的 函数 值 
让 nargout>1 饮 调用 fon 函数 并 要 求 有 两 个 输 则 


































































































































































































































































































g=.，  % 计算 x 处 的 梯度 值 
直 nargout > 2 
也 = .… 和 计算 x 处 的 Hess 矩阵 


end 











优化 参数 选项 。 可 以 通过 optimset 函数 设置 或 改变 这 些 参 数 。 其 中 有 的 参数 适用 于 所 有 的 优化 算法 ， 有 的 
则 只 适用 于 大 型 优化 问题 ， 另 外 一 些 则 只 适用 于 中 型 问题 
首先 描述 适用 于 大 型 问题 的 选项 。 这 仅仅 是 一 个 参考 ， 因 为 使 用 大 型 问题 算法 有 一 些 条 件 。 对 于 fminunc 
函数 来 说 ， 必 须 提供 梯度 信息 
@ LargeScale 当 设 为 on 时 使 用 大 型 算法 ， 若 设 为 off 则 使 用 中 型 问题 的 算法 
于 大 型 和 中 型 算法 的 参数 : 
@ _ Diagnostics 打印 最 小 化 函数 的 诊断 信息 
@ Display 显示 水 平 。 选 择 'off 显示 和 输出， 选择 'iter， 显 示 每 一 步 迭 代 过 程 的 输出 ;选择 final'， 显 
示 最 终结 果 。 打 印 最 / 的 诊断 信息 
@ GradObj 定义 的 目标 函数 的 梯度 。 对 于 大 型 问题 此 参数 是 必 选 的 ， 对 于 中 型 问题 则 是 可 选项 
@ MaxFunEvals ”函数 评价 的 最 大 次 数 
@ Maxlter 最 大 允许 迭代 次 数 
@ 
@ 























































































































































































































options 


TolFun 函数 值 的 终止 容 限 

TolX x 处 的 终止 容 限 
于 大 型 算法 的 参数 ; 

@ Hessian 户 定义 的 目标 函数 的 Hess 托 阵 

@ HessPattern 于 有 限 差分 的 Hess 矩阵 的 稀 玻 形式 。 若 不 方便 求 fon 函数 的 稀 朴 Hess 矩阵 豆 ， 可 以 
梯度 的 有 限 差分 获得 的 瑟 的 稀 玻 结构 〈 如 非 零 值 的 位 置 等 ) 得 到 近似 的 Hess 矩阵 豆 。 若 连 和 矩阵 的 稀 玻 结 
构 都 不 知道 ， 则 可 以 将 HessPattern 设 为 密集 矩阵 ， 在 每 一 次 欠 代 过 程 中 ， 都 将 进行 密集 矩阵 的 有 限 差 分 近似 
〈 这 是 默认 设置 )。 这 将 非常 麻烦 ， 所 以 花 一 些 力气 得 到 Hess 抢 阵 的 稀 玻 结构 还 是 值得 的 

@ MaxPCGIter PCG 友 代 的 最 大 次 数 















































































































































"。 203。 


options 


@ PrecondBandWidth PCG 前 处 理 的 上 带宽 ， 默 认 时 为 零 。 对 于 有 些 问题 ， 


@ TolPCG PCG 迭代 的 终止 容 限 














TypicalX 典型 x 值 























-中 型 算法 的 参数 : 


DerivativeCheck 对 


DiffMaxChange ”变量 























户 提供 的 导数 和 有 限 差分 求 出 的 导数 进行 对 比 
有 限 差分 梯度 的 最 大 变化 


DifftMinChange 变量 有 限 差分 梯度 的 最 小 变化 


LineSearchType ”一 维 








增加 带宽 可 以 减少 迭代 次 数 





exitflag 





H 条 件 : 














示 已 经 达到 函 


标 函 数 收敛 于 解 x 处 





数 评价 或 旭 代 的 最 大 次 数 





























标 函 数 不 收敛 





Output 





对 规模 不 同 的 优化 问题 ，fminunc 函数 使 


该 参数 包含 下 列 优 





信息 : 


output.iterations ”村 代 次 数 
output.algorithm 所 采用 的 算法 





output.funcCount 函 


output.cgiterations PCG 迭代 次 数 《〈 只 适 
长 的 大 小 《只 
output.firstorderopt ”一 阶 优化 的 度量 ; 


output.stepsize ”最终 步 | 





《1) 大 型 优化 算法 





若 用 户 在 fun 函数 
内 部 映射 牛顿 法 的 子 空间 





统 得 到 的 近似 解 。 








(251 
此 让 


















































| fminunc 医 




















数 评 价 次 数 









































型 优化 算法 
数 的 参数 options.LargeScale 设置 为 '"off 。 该 算法 采用 的 是 基于 二 次 和 三 次 
混合 插值 一 维 搜索 法 的 BFGS 拟 牛 顿 法 。 该 法 通过 BFGS 公式 来 更 新 Hess 
HessUpdate 参数 设置 为 dfp'， 可 以 用 DFP 公式 来 求 得 Hess 和 窃 阵 道 





























于 大 型 规划 问题 ) 


























于 中 型 问题 ) 
解 * 处 梯度 的 范 数 























j 不 同 的 优化 算法 。 






























































参数 设置 为 Steepdesc'， 可 以 用 最 速 下 降 法 来 更 新 Hess 抢 阵 。 但 一 般 不 建议 
当 options.LineSearchType 设置 为 quadcubic 时 , 默认 一 维 搜索 算 法 为 二 次 和 三 次 混合 插值 


法 。 将 options.LineSearchType 设置 为 "cubicpoly' 时 ， 将 采 










































































提供 梯度 信息 ， 则 默认 时 函数 将 选择 大 型 优化 算法 。 该 算法 是 基于 
置信 域 法 。 计 算 中 的 每 一 次 迭代 都 涉及 到 





PCG 法 求解 大 型 线性 系 











和 矩阵 。 











通过 将 














的 近似 。 通 过 将 HessUpdate 








使 用 最 速 下 降 法 。 








三 次 插值 法 。 第 2 种 方法 需要 的 目 














标 函 数 计算 次 数 更 少 ， 但 梯度 的 计算 次 数 更 多 。 这 样 ， 如 果 提 供 了 梯度 信息 ， 或 者 能 较 容 易 





地 算得 ， 则 三 次 插 











vie 上 H 
消息 。 


在世 
本 到 








值 法 是 更 但 








使 用 大 型 方法 时 ， 必 须 通 


方 和 的 问题 ， 

















的 选择 。 








复数 时 ， 必 须 将 它 分解 为 实 部 和 虚 部 。 





























须 设 置 为 'on')。 











fminunc 函数 不 是 最 好 的 选择 ， 用 lsqnonlin 函数 效果 更 佳 





O 
































目标 函数 必须 是 连续 的 。fminunc 函数 有 时 会 给 出 局 部 最 优 解 。 
fminunc 函数 只 对 实数 进行 优化 ， 即 * 必须 为 实数 ， 而 ] 

















过 将 options.GradObj 设置 为 'on 来 提供 梯度 信息 ， 否 则 将 给 





日 / Go) 必 须 返 回 实 数 。 当 zx 为 


在 使 用 大 型 算法 时 ， 用 户 必须 在 fun 函数 中 提供 梯度 〈options 参数 中 GradObj 属性 必 














目前 ， 若 在 fon 函数 中 提供 了 解析 梯度 ， 则 options 参数 DerivativeCheck 不 能 用 于 大 型 算 
法 以 比较 解析 梯度 和 有 限 差 分 梯度 。 通 过 将 options 参数 的 MaxIter 属性 设置 为 0 以 用 中 型 方 





























法 核对 导数 。 然 后 重新 用 大 型 方法 求解 问题 。 
【 例 16-2〗 将 下 列 函 数 最 小 化 
工人 ( 肥 ) 三 居 文 12 十- 2*x 文 1xX2 :下 文 22 








首先 创建 M 文件 myfun.m: 


function 工 = myfun(Xx) 















































于 大玉 ( 和 从 2 二 记 坟 关 ( 本 ) 下 (0 人 2 s 目标 函数 


然后 调用 fminunc 函数 求 [1， 了 附近 myfun' 函 数 的 最 小 值 。 





x0 = [1，1]， 
[xfval] = fminunc(emyftunyXx0O) 


























经 过 12 次 欠 代 以 后 ， 返 回 解 x 和 x 处 的 冰 数 值 fral。 


又 
1.0e-008 r 
-0.7914 0.2260 
fval = 
1.5722e-016 








下 面 用 提供 的 梯度 g 使 函数 最 小 化 ， 修 改 M 文件 如 下 ; 





function [fg9]l = myfun(X) 
于 二 人 马术 芝 人 于) 全 全 0 本 生 2 本 袜 下) 基 人 207 年 : 袜 (人 (2 人 27 
1fE nargout > 工 
9(1) = 6x*X(1)+2x*Xx(2)，; 
G(2) = 2xX(1)+2xX(2) 7 
enda 








oO 














标 函 数 








下 面 通过 将 优化 选项 结构 options.GradObj 设置 为 'on' 来 得 到 梯度 值 。 


















































opPtions = optimset ('Graadaobj' on'); 
x0 = [1，1]， 
[xfval] = fminunc(emyftunyxoroptions) 
经 过 数 次 迭代 以 后 ， 返 回 解 和 xx 处 的 函数 值 fval2 。 
广 = 
1.0e-015 
-0.6661 0 
fval12 = 
1.3312e-030 


2. fminsearch 函数 




















利用 fminsearch 函数 求解 多 变量 无 约束 函数 的 最 小 值 ， 其 调用 格式 如 下 : 





























e@ fminsearch 求解 多 变量 无 约束 函数 的 最 小 值 。 该 函数 常用 于 无 约束 非 线 性 最 优化 问题 。 
@ XxX = fminsearch(fun,x0) 初 值 为 X0， 求 fon 函数 的 局 部 极 小 点 X。x0 可 以 是 标量 、 向 量 




















或 矩阵 。 


























e@ X= fminsearch(fun,x0,options) 用 options 参数 指定 的 优化 参数 进行 最 小 化 。 


e@ Xx = fminsearch(fun,x0,options,P1,P2,…) 将 问题 参数 p1,，p2 等 直接 输 给 


options 参数 设置 为 空 矩 阵 ， 作 为 options 参数 的 默认 值 。 
@ [x,fval] = fminsearch(..) 将 xx 处 的 目标 函数 值 返 回 至 




















日 标 函 数 fun， 将 











‖ fval 参数 中 。 
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@ [x,fvalexitflag] = fminsearch(...) 返 回 exitflag 值 ， 描 述 函 数 的 退出 条 件 。 

@ [x,fvalexitflag,output] = fminsearch(..) 返 回 包含 优化 信息 的 输出 参数 output。 
fminsearch 函数 使 用 单纯 形 法 进行 计算 。 
对 于 求解 二 次 以 上 的 问题 ，fminsearch 函数 比 fminunc 郴 数 有 效 。 但 是 ， 当 问题 为 高 度 非 





















































线性 时 ，fminsearch 函数 更 具 稳健 性 。 


须 











注意 : 
尽 用 fminsearch 函数 可 能 会 得 到 局 部 最 优 解 。fminsearch 函数 只 对 实数 进行 最 小 化 ， 即 x 必 
实数 组 成 ，F 0) 函数 必须 返回 实数 。 如 果 x 为 复数 ， 则 必须 将 它 分 为 实数 部 和 虚数 部 两 部 分 。 


























另外 ，fminsearch 函数 不 适合 求解 平方 和 问题 ， 用 lsqnonlin 函数 更 好 一 些 。 
【 例 16-3】〗 使 一 维 函 数 .foo) = sinCo + 3 最 小 化 。 
首先 创建 M 文件 myfun.m: 


function 工 = myfun(Xx) 
EE= Sin(X) + 3; 


然后 调用 fminsearch 函数 求 2 附近 函数 的 最 小 值 。 


























瑟 

















X = fminsearch(emyfuny,2) 

下 面 使 用 命令 行使 该 函数 最 小 化 ; 
EE = inline('"sin(X)+3') 
X= fminsearch(f，2)，; 
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第 17 章 ”“ 有 约束 最 优化 问题 


17.1 线性 规划 























线性 规 蕊 
经 济 、 工 


Rs 








事 、 














是 处 理 线 性 目标 函数 和 线性 约束 的 一 种 较为 成 熟 的 方法 ， 
上 、 农 业 、 教 育 、 
线性 规划 的 求解 方法 3 








商业 和 社会 科学 等 许多 方面 。 
要 是 单纯 形 法 (Simple Method)。 该 法 由 





























前 已 经 广泛 应 用 于 军 

















Dantzig 于 1947 年 提出 ， 





以 后 经 过 多 次 改进 。 单 纯 形 法 是 一 种 迭代 算法 ， 它 从 所 有 基本 可 行 解 的 一 个 较 小 部 分 中 通过 友 


代 过 程 选 出 最 优 解 。 其 和 狗 代 过 程 的 一 般 

















述 如 下 。 






































G 将 线性 规划 化 为 

















范 形式 ， 从 而 可 以 得 到 一 个 初始 基本 可 行 解 x( 初 始 顶 点 )， 将 它 作 














为 迭代 过 程 的 出 发 点 ， 其 有 





标 值 为 xx)。 


























@@ 寻找 一 个 基本 可 行 解 zx2， 使 za) 过 ze)。 方 法 是 通过 消去 法 将 产生 x@ 的 典范 形式 


化 为 产生 xz 的 典范 形式 。 
@@) 继续 寻找 较 好 的 基 











本 可 行 解 z， xz 














汉中 












































目标 函数 值 不 断 改进 ， 即 zet)>zxoy) > 


zG5) …。 当 某 个 基本 可 行 解 再 也 不 能 被 其 他 基本 可 行 解 改 进 时 ， 它 就 是 所 求 的 最 优 解 。 














MATLAB 优化 工具 箱 
17.1.1 基本 数学 原理 








中 采 


























的 是 投影 法 ， 


线性 规划 问题 的 标准 形式 是 


写成 矩阵 形式 为 








式 中 ，0 为 对 维 列 向 量 。 














Iminz=Ci0 十 CD 十 :十 Ci 


GD 二 GD22PD 十 十 Oo 三 已 





0DD0 十 0222D 十 … 十 Co 二 已 








Cl 平 CDpM2 下 Cup = 以 
略 2 “0 过 0 
用 
Iln zZ 三 人 
7=1 
用 
十 交 计 证 
六 = 
Se oa 
Xi 一 0， 了 1.2 5 有 
minZz = 人 (下 
4 =D 
天 二 0 


它 是 单纯 形 法 的 一 种 变种 。 
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线 改 


E 规 戈 








| 的 标准 形式 要 求 使 目标 函数 最 小 化 ， 约 束 条 们 








F 取 等 式 ， 变 量 书 非 负 。 不 名 


个 条 件 的 线性 模型 要 首先 转化 成 标准 形式 。 
17.1.2 ”有 关 函 数 介绍 





在 MATLAB 了 




















[有 具 箱 中 ， 可 用 linprog 函数 求解 线性 规划 问题 。 
假设 线性 规划 问题 的 数学 模型 为 : 
min 三 zx 
4.x 莹 D 
4ed.xY=peq 
用 乏 Y 达 210 


式 中 太 x,D,peg, 荔 和 友 为 向 量 ，4 和 4ey 为 矩阵 。 


linprog 函数 的 调 




















格式 如 下 : 


e@ x=linprog (人 A,b) 求解 问题 min f*sx， 约 束 条 件 为 A*x <=b。 

e@ X=linprog (f,A,b, Aeq, beq) 求解 上 面 的 问题 ， 但 增加 等 式 约 束 ， 即 Aeq*x = beq。 若 没 
有 不 等 式 存在 ， 则 令 A=[]、b=[] 。 

e@ X=1linprog (f A,b, Aeq,beq,lb,ub) 定义 设计 变量 x 的 下 界 lb 和 上 界 ub， 使 得 x 始终 在 


、 








该 范 








围 内 。 若 没有 等 式 约束 
e@ X=linprog(f, A,b, Aeq, beq, lb, ub,x0) 设置 初 值 为 X0。 该 选项 只 适 月 
时 大 型 算法 将 忽 














各 初 值 。 




















， 令 Aeq=[ ]、beq=[ ] 。 


























默认 





日 于 


型 问题 ， 


























e@ x=linprog (f A, b, Aeq, beq, lb, ub, x0, options) 用 options 指定 的 优化 参数 进行 最 小 化 。 


@ [x, fval] = linprog (.…) 返 
@ [x, lambda, exitflag] = linprog (..) 返 回 exitflag 值 ， 
@ [x, lambda, exitflag, output] = linprog (.…) 返 
@ [x,fval, exitflag, output, lambda] = linprog (.….) 将 解 和 处 的 拉 格 表 日 乘 子 返 回 


数 中 。 


调用 格式 





 ，lambda 参数 是 解 x 处 的 拉 格 明日 乘 子 。 它 有 以 下 一 


回 解 x 处 的 目标 函数 值 





fval 。 

述 函 数 计算 的 退出 条 件 
回 包含 优化 信息 的 输出 变量 output。 
到 lambda 参 


























o 


























止 E 后 


-一 人 


性 : 


避 








> lambdaloweriambda 的 下 界 。 


> lambda.upper- 一 iambda 的 -| 





上 界 。 


> lambda.ineqlin 一 一 tambda 的 线性 不 等 式 。 
> lambda.eqlin 一 一 tambda 的 线性 等 式 。 





其 人 


























也 参数 意义 可 参见 表 1$-7 和 表 15-8。 
根据 问题 规模 的 不 同 ，linprog 函数 使 用 





































































































> 大 型 优化 算法 一 一 大 型 优化 算法 采用 的 是 LIPSOL 法 。 该 法 在 进行 迭代 计算 之 前 首先 要 
进行 一 系列 的 预 处 理 。 

> 中 型 优化 算法 一 一 linprog 函数 使 用 的 是 投影 法 ,就 象 quadprog 函数 的 算法 一 样 。linprog 
函数 使 用 的 是 一 种 活动 集 方法 ， 是 线性 规划 中 单纯 形 法 的 变种 。 它 通过 求解 另 一 个 线性 
规划 问题 来 找到 初始 可 行 解 。 

对 于 大 型 算法 ,算法 的 第 1 步 涉及 到 一 些 约束 条 件 的 预 处 到 








函数 退 昌 
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上 ， 并 显示 不 可 行 的 
若 Aeq 参数 中 某 行 的 所 有 元 素 都 为 零 , 但 Beq 参数 9 











问题 。 有 些 问题 可 能 导致 lnprog 
，exitflag 参数 将 被 设 为 负 值 以 表示 优化 失败 。 
对 应 的 元 素 不 为 零 , 则 显示 以 下 退 昌 

















消息 。 在 本 例 ， 
































消息 : 

Exiting due to infeasibility: an all zero IOow in the constraint matrix does not have a zero in 
Corresponding right hand Side entry. 

若 x 的 某 一 个 元 素 没 在 界 内 ， 则 给 出 以 下 退出 消息 ; 

Exiting due to infeasibility: objective f*x is unbounded below. 

若 Aeq 参数 的 某 一 行 中 上 只 有 一 个 非 零 值 ， 则 x 中 的 相关 值 称 为 奇异 变量 。 这 里 ，x 中 该 成 
直 可 以 用 Aeq 和 Beq 算得 。 若 算得 的 值 与 另 一 个 约束 条 件 相 矛盾 ， 则 给 出 以 下 退出 消息 : 

Exiting due to infeasibility: Singleton variables in equality constraints are not feasible. 

若 奇异 变量 可 以 求解 但 其 解 超出 上 界 或 下 界 ， 则 给 出 以 下 退出 消息 : 

Exiting due to infeasibility: singleton variables in the equality constraints are not within bounds. 

注意 : 预 处 理 步 又 是 累加 的 。 例 如 ， 即 使 约束 矩阵 开始 不 含有 元 素 全 为 零 的 行 ， 其 他 预 处 
理 步 又 也 会 引起 某 行 元 素 全 为 零 。 

一 旦 预 处 理 结束 , 将 进行 欠 代 计算 ， 直 到 满足 终止 准则 。 若 和 迭代 的 残 差 在 增加 而 不 是 减 小 ， 
或 者 残 差 不 增加 也 不 减 小 ， 则 分 别 给 出 下 面 两 条 终止 消息 ; 


One or more of the residuals, duality gap, or total relative error has grown 100000 times greater 







































































分 的 


Se 















































蕊 




















避 



























































than its minimum Value So far': 

或 者 

One or more of the residuals, duality gap, or total relative error has Stalled: 

对 于 中 型 优化 问题 ， 当 解 不 可 行 时 ，linprog 函数 给 出 下 面 的 警告 消息 : 

Warning: The constraints are overly Stringent;there is no feasible solution. 

这 里 ，linprog 函数 给 出 一 个 结果 ， 使 约束 矛盾 的 最 坏 程度 变 到 最 小 。 

当 等 式 约束 不 协调 时 ，linprog 函数 给 出 警告 消息 : 

Warning: The equality constraints are overly Stringent; there is no feasible solution. 

超出 边界 的 解 给 出 的 警告 消息 是 : 

Warning: The solution is unbounded and at infinity;the constraints are not restrictive enough. 

这 里 ，linprog 函数 返回 x 的 值 ， 该 值 满足 约束 条 件 。 

另外 ， 对 于 中 型 优化 问题 ， 显 示 水 平 参数 只 能 使 用 off 和 'final'， 进 行 欠 代 输出 的 iter 属 性 
不 可 用 。 


17.1.3 ”应 用 实例 


【 例 17-1】 生产 决策 问题 。 某 三 生产 甲 、 乙 两 种 产品 ， 已 知 制 成 一 吨 产 品 甲 需 用 资源 43 
吨 ， 资 源 B4m3;， 制 成 一 吨 产 品 乙 需 用 资源 4 2 吨 ， 资 源 有 6m， 资 源 C7 个 单位 。 若 一 吨 产品 
甲 和 乙 的 经 济 价值 分 别 为 7 万 元 和 5 万 元 , 三 种 资源 的 限制 量 分 别 为 90 吨 、200m 和 210 个 单 
位 。 试 决定 应 生产 这 两 种 产品 各 多 少 吨 才能 使 创造 的 总 经 济 价值 最 高 ? 
令 生 产 产品 甲 的 数量 为 悦 ， 生 产 产品 乙 的 数量 为 总 。 由 题 意 可 以 建立 下 面 的 模型 : 
maxZz=72X0 十 972 
3x +2x) 和 90 
4x +6x 入 200 
7x 入 210 
局 过 0x 过 0 






























































































































































































































































。 209。 




















该 模型 要 求 使 目标 函数 最 大 化 ， 需 要 投 照 MATLAB 的 要 求 进行 转换 ， 即 目标 函数 为 


minz 三 一 7X1 一 575 

















首先 输入 下 列 系数 : 
ff = [-77 -5]; 
A= [3 2 
4 6 
0 71]; 
b= [90; 200; 210]; 
lp = Zeros (27，1) ; 


然后 调用 linprog 函数 : 
[xfEvalvexitflagroutputy Lambqa]l = Linprogdg(f,Arbr[ ]，[ ]，1LPb) 











广 = 
14.0000 
24.0000 
fval = 
-218.0000 
exXitfladg 三 
OUtPUt = 三 
erations: 5 
cgiterations: 0 
alLgorithm: "ipPsol' 
Jamjbdqa = 
inedqlin: [3xl aqouble] 
edqlin: [0xl aqaoublel] 
Upper: [2x1l qoublel] 
oOwer: [2x1l qouble] 


上 上 可知， 生产 甲 种 产品 14 吨 、 乙 种 产品 24 吨 可 使 创建 的 总 经 济 价值 最 高 。 最 高 经 济 价 
值 为 218 万 元 。exitflag=1l 表示 过 程 正常 收敛 于 解 x 处 。 

【 例 17-2】〗】 投资 问题 。 某 单位 有 一 批 资金 用 于 4 个 工程 项 目的 投资 ， 各 工程 项 目 所 得 到 
的 净 收 益 《〈 投 入 资金 的 百分比 ) 如 表 17-1 所 示 。 


表 17-1 工程 项 目 收益 表 

















































































































程 项 4 妃 C 万 




















收益 〈%) 15 10 8 12 























由 于 某 种 原因 ， 决 定 用 于 项 目 4 的 投资 不 大 于 其 他 各 项 投资 之 和 ;而 用 于 项 目 B 和 C 的 
投资 要 大 于 项 目 刀 的 投资 。 试 确定 使 该 单位 收益 最 大 的 投资 分 配方 案 。 

jx 、2 和 总 分 别 代表 用 于 项 目 4，8，C 和 万 的 投资 百分数 ， 由 于 各 项 目的 投资 百 
分 数 之 和 必须 等 于 100 多 ， 所 以 






























































交 1 十 Xo2 十 X3 十 X4 一 1 


据 题 意 ， 可 以 建立 下 面 的 数学 模型 


"210。 


了 
伍 。 





maxz= 0.15x 十 0.1x; 十 0.08x3 十 0.1224 

辐 一 和 一 妇 一 和 委 0 
X 十 2 一 嫉 过 0 
为 二 2 十 2 十 X4 二 工 
Xi 之 0, =1 2,…,4 
将 它 转换 为 标准 形式 : 

minz= 0.152; 一 0.1x; 一 0.0823 一 0.1224 

岂 一 2 一 2 一 2 入 0 








Xo 一 妈 3 十 向 委 0 
及 十 入 二 站 十 旭 三 ] 
z 壹 0.J=12 4 
下 面 进行 求解 。 
首先 输入 下 列 系数 : 
工 [二 和 5 一 05087 二 072 
和 三 | [二 二 二 一 竺 
0 二 和 击 和 
D= [0; 0]; 
Aed=[1 1 1 1]; 
bedq= [1])， 
1]p = Zeros (4，1) ; 
然后 调用 linprog 本 数 : 
[xfvalrexitflagroutput Lamodqa]l = Linprodg(f ArbyrAedqrbedq 1b) ; 





























广 = 
0.5000 
0.2500 
0.0000 
0.2500 

fval = 

-0.1300 
exXitfladg = 
下 


























可 见 ，4 个 项 目的 投资 百分数 分 别 为 0.30，0.2$5，0.00 和 0.25 时 可 使 该 单位 获得 最 大 的 收 
最 大 收益 为 13%。 过 程 正 常 收敛 。 
【 例 17-3】〗】 工件 加 工 任务 分 配 问 题 。 某 车 间 有 两 台 机 床 甲 和 乙 ， 可 用 于 加 工 3 种 工件 。 







































































假定 这 两 台 机 床 的 可 用 台 时 数 分 别 为 700 和 800，3 种 工件 的 数量 分 别 为 300，500 和 400， 且 


已 和 















































上 用 两 台 不 同 机床 加 工 单位 数量 的 不 同 工 件 所 需 的 台 时 数 和 加 工 费 用 《如 表 17-2 所 示 )。 问 
































怎样 分 配 机 床 的 加 工 任务 ， 才 能 既 满 足 加 工 工件 的 要 求 ， 又 使 总 加 工 费 用 最 低 。 


机 床 类 型 





表 17-2 ”机 床 加 工 情况 表 















































作 记 需 加 
工件 2 

































































1.1 








1.2 
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设 在 甲 机 床上 加 工 工件 1，2 和 3 的 数量 分 别 为 习 ， 如 和 加 ， 在 乙 机 床上 加 工 工件 1，2 和 





3 的 数量 分 别 为 如 ， 姜 和风。 根据 3 种 工件 的 数量 限制 ， 有 
XI+X4=300 (对 工件 D) 
+Xs=500 (对 工件 2) 
2X3+X6=400 (对 工件 3) 

















再 根据 机 床 甲 和 乙 的 可 用 总 台 时 限制 ， 可 以 得 到 其 他 约束 条 件 。 以 总 加 工 费用 最 少 为 目标 




















函数 ， 组 合约 束 条 件 ， 可 以 得 到 下 面 的 数学 模型 
minz=132 十 9x2 十 10x3 二 11x4 十 12Xs 十 8X6 

X% 二 X4 =300 

X 十 X5 =300 

2 十 X =400 

0.42 +1.1x, +23 入 700 
0.5x4 +1.2x5 二 1.3x65 委 800 
2 全 0, = 2…,6 




















首先 输入 下 列 系数 : 

下 二 下 工 避 997 二 95 下 172283] 3 

A= [0.4 1.1 1 0 0 0 
晶 -0 
Pb= [700; 800]，; 
Aed=[100100 
010010 
001001]; 
bedq=[300 500 4001]; 
Jb = zeros (6,1) ; 


然后 调用 linprog 本 数 : 
[xfvalrexitflagroutputy Lamodqa]l = Linprog(f ArbyAedqrbedq 1b) ; 























0.0000 
500.0000 
0.0000 
300.0000 
0.0000 
400.0000 
fval = 
1.1000e+004 
exXitfladg = 
汪 











可 见 ， 在 甲 机 床上 加 工 $00 个 工件 2， 在 乙 机 床上 加 工 300 个 工件 1、 加 工 400 个 工件 3 























可 在 满足 条 件 的 情况 下 使 总 加 工 费 最 小 。 最 小 费用 为 11000 元 。 收 敛 正 常 。 




















【 例 17-4】〗】 裁 料 问题 。 在 某 建筑 工程 施工 中 需要 制作 10000 套 钢筋 ， 每 套 钢筋 由 2.9m， 














2.I1m 和 1.5m 3 种 不 同 长 度 的 钢筋 各 一 根 组 成 ， 它 们 的 直径 和 材质 不 同 。 目 前 在 市 场 上 采购 





的 同类 钢筋 的 长 度 每 根 均 为 7.4m， 问 应 购 进 多 少 根 7.4m 长 的 钢筋 才能 满足 工程 的 需要 ? 
首先 分 析 共 有 多 少 种 不 同 的 套 裁 方法 ， 该 问题 的 可 能 材料 方案 如 表 17-3 所 示 。 



































2 


到 





表 17-3 


下 料 长 度 


材料 方案 表 


裁 料 方案 山 号 





Com) 


4 





2.9 


1 





2.1 





1.5 





时 为 一 个 时 间 段 ) 所 需 的 值班 人 数 如 表 17-4 所 示 。 这 些 值班 人 员 在 菜 一 时 段 
用 膳 时 间 )。 问 该 公交 系统 至 少 





工作 8 个 小 时 〈 和 包括 轮流 


料 头 长 度 
Cm 

















设 以 G=12…,8) 表 示 按 第 种 裁 料 方案 下 料 的 原材料 数量 ， 




















则 可 得 该 问题 的 数学 模型 为 








minz = 2 十 X2 十 X3 1 


2X1 二 X5 十 X3 二 2X4 =10000 


X4 十 X5 十 X6 十 X7 十 8 





























2 入- 寺 学 二 975 乎 7 
XI 十 X3 十 3X4 十 2X6 
X 人 07=12 
首先 输入 下 列 系数 : 

下 王 [证 基因 证 吉 沁 关 -汪汪 ] 
RARAedq=[2 0 0 0 0 0 0 0 

0 

1 01302 3 4]:; 
bedq=[10000 10000 10000]; 
lb = Zeros (8， 1) ; 





然后 调用 linprog 函 数 : 


[xfvalexitflagroutputy Larmoaqal] 


又 = 

1.0e+003 六 
5.0000 
.0000 
.0000 
.0000 
.6667 
.5000 
.0000 
.0000 


fval = 
9.1667e+003 


Be 





所 以 最 节省 的 情况 需要 9167 根 7.4m 长 的 钢筋 ， 
案 使 用 1667 
































民 ， 第 6 种 方案 使 用 2500 根 。 
【 例 17-$S】 工作 人 员 计 划 安 排 问题 。 





























到 
需要 ? 


zx =10000 


H 3X7 十 4xsg =10000 


8 














某 昼 夜 服务 的 











其 中 第 1 种 方案 使 


LIinprog(f, []，[]vRAedvbedq, Lpb)， 


























民 ， 第 5 种 方 








j] 5000 





公共 交通 系统 每 天 各 时 间 段 (每 4 小 
始 上 班 后 要 连续 















































需要 多 少 名 工作 人 员 才 能 满足 值班 的 
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表 17-4 各 时 段 所 需 值 班 人 数 表 


时 间 段 





6:00 一 10:00 





10:00 一 14:00 





14:00 一 18:00 
18:00 一 22:00 





22:00 一 2:00 














2:00 一 6:00 




































































式 5 只 需要 在 不 等 


设 关 为 第 ;个 时 段 开 始 上 班 的 人 员 数 ， 据 题 意 建立 下 面 的 数学 模型 
IminZz 三 XI 十 Xo 十 23 十 X4 十 X5 十 X6 
X6 十 为 之 60 
x+ 二 2 之 70 
x+ 之 60 
X2 十 X4 过 0 
X4 二 X5 之 20 
X5 十 X6 之 30 
2 全 0, =12…,6 
需要 对 前 面 6 个 约束 条 件 进 行 形式 变换 ， 使 不 等 式 变 为 非 正 不 等 
取 负 即 可 。 
首先 输入 下 列 系数 : 
f= [1 1 1 1 1 1]， 
A= [一 0 0 0 0 一 
二 一 汪 0 0 0 0 
0 
0 0 去 王 二 于 0 0 
0 0 二 一 二 0 
0 0 0 OU 
pb=[-60; -70; -60; -50; -20; -30]，; 
1]b = Zeros (6，1); 


然后 调用 linprog 函数 : 





[xfvalrexitflagroutput Larmoaqa] = 


X 一 
41.9176 
28.0824 
35.0494 
14.9506 

9.8606 

20.1394 
fval = 

150.0000 


exXitfladg = 
工 


.214 。 


1inprog(frArbr[ ]，L ]v，1lP)， 


式 两 侧 


可 见 ， 只 要 6 个 时 段 分 别 安排 42 人 、28 人 、35 人 、15 人 、10 人 和 20 人 就 可 以 满足 值班 
的 需要 。 共 计 150 人 。 计 算 收 敛 。 

【 例 17-6】 厂址 选择 问题 。 考 虑 A，B，C 三 地 ， 每 地 都 出 产 一 定数 量 的 原料 ， 也 消耗 一 
定数 量 的 产品 〈 见 表 17-$)。 已 知 制 成 每 吨 产品 需 3 吨 原料 , 各 地 之 间 的 距离 为 : A~B: 150km， 
A~C: 100km，B 一 C: 200km。 假 定 每 万 吨 原料 运输 1km 的 运 价 是 5000 元 ， 每 万 吨 产品 运输 
lkm 的 运 价 是 6000 元 。 由 于 地 区 条 件 的 差异 ， 在 不 同 地 点 设 广 的 生产 费用 也 不 同 。 问 究竟 在 
哪些 地 方 设 三 ， 规 横 多 大 ， 才 能 使 总 费用 最 小 ? 另外 ， 由 于 其 他 条 件 限 制 , 在 了 B 处 建 三 的 规模 
(生产 的 产品 数量 ) 不 能 超过 5 万 吨 。 















































江 二 





















































表 17-5 A，B，C 三 地 出 产 原料 、 消 耗 产品 情况 表 











E 产 原料 〈 万 吨 ) FE 销 产品 〈 万 吨 ) : 产 费用 《万 元 /万 吨 ) 




















150 





120 

















100 









































令 忆 为 由 ;地 运 到 7 地 的 原料 数量 (万 吨 )， 罗 为 由 ;地 运往 /地 的 产品 数量 (万 吨 )， 记 1， 
2, 3, 广 1, 2,3《〈 分 别 对 应 A,B, C 三 地 )。 根 据 题 意 ， 可 以 建立 问题 的 数学 模型 《其 中 目标 函数 包 
括 原材料 运输 费 、 产 品 运输 费 和 生产 费 ): 
minz=73xi， +73x2 十 5073 二 3073 十 100X23 十 10023， 
HH150yii 二 240y5 +210y +120y， +160y3 十 220y3， 
3y70 +37p +2 +X3 一 2 一 01 20 
3y21+3y2 一 Xi +Xo1+223 一 3 福 16 
3)31+3》3 一 X3 一 223 十 231 二 02 太 24 
yt+ypi+ya=7 
yi + y2+yaz=13 
)21+y2 入 5 
世 之 077 =12.3)7 夫 7 
她 人 01=123;7=12 
首先 输入 下 列 系数 : 


E = [75775750750710071007150724072107120716072201])， 

































































AE=|[ 二 0 .03230 .00 0 
三 ”0 0 0 0 
Us 二 0 0 

0 0000000110 0]， 


bp=[20716;2475] 7， 
Aedq=[000000101010 
000000010101]，; 
beq=[7713]:; 
lb = zeros (12，1); 
然后 调用 linprog 函数 : 
[xfvalrexitflagroutputy Lamodqa]l = Linprog(fAvbyrAedqrbedq 1b) ; 
X = 





0.0000 


195 


.0000 
.0000 
.0000 
.0000 
.0000 
.0000 
.0000 
0000 
.0000 
.0000 

8.0000 
fval 

3.4850e+003 
exXitfladg = 

工 


要 使 总 费用 最 小 ， 需 
5 万 吨 和 8 万 吨 。 最 小 总 费 


17.2 ”有 约束 非 线 性 最 优化 问题 


基本 数学 原理 


在 有 约束 最 优化 问题 中 ， 通 常 要 将 该 问题 转换 为 更 简单 的 子 问题 ， 这 些 子 问题 可 以 求解 并 
作为 途 代 过 程 的 基础 。 早 期 的 方法 通常 是 通过 构造 惩罚 函数 等 来 将 有 约束 的 最 优化 问题 转换 为 


无 约束 最 优化 问题 进行 求解 。 现 在 ， 这 些 方 法 已 经 被 更 有 效 的 基于 K-T (Kuhn-Tucker) 方程 解 


《0 








要 B 地 向 A 地 运送 1 万 吨 ; 
为 3485 元 。 





A、B、C 三 地 的 建 三 规模 分 别 为 7 万 吨 、 





























17.2.1 




















































































































































































































的 方法 所 取代 。K-T 方程 是 有 约束 最 优化 问题 求解 的 必要 条 件 。 假 设 有 所 谓 的 Convex 规划 问 
题 ，Foo) 和 Go)，=12,….,a 为 Convex 函数 ， 则 K-T 方程 对 于 求 得 全 局 极 小 点 是 必要 的 ， 也 是 
充分 的 。 
对 于 规划 问题 
min JCY) 
G;(z)=0 i 一 .7 
Gi;(Z) 入 0 了 =7111 十 171 
X1 福 X 入 xx， 
式 中 , z 是 设计 参数 向 量 ，(xzER)，Fe) 为 目标 函数 ， 返 回 标量 值 ， 向 量 函 数 GO) 返回 等 式 
约束 和 不 等 式 约束 在 x 处 的 值 。 
它 的 K-T 方程 可 表达 为 
FlzJ+》 和 VG(z)=0 (#) 
VG;(z )=0 i=1 ,71 
和 二 0 1 一 1717。 十 1 .71 
其 中 第 1 行 描述 了 目标 函数 和 约束 条 件 在 解 处 梯度 消失 。 由 于 梯度 消失 ， 需 要 用 拉 格 朗 日 
乘 子 4 ee 来 平衡 目标 函数 与 约束 梯度 间 大 小 的 差异 。 
K-T 方程 的 解 形成 了 许多 非 线性 规划 算法 的 基础 。 这 些 算法 直接 计算 拉 格 朗 日 乘 子 。 用 拟 





“216。 










































































牛顿 法 更 新 过 程 ， 给 K-T 方程 积累 二 阶 信息 ， 可 以 保证 有 约束 拟 牛 顿 法 的 超 线性 收敛 。 这 些 方 
法 称 为 序列 二 次 规划 法 〈SQP)， 因 为 在 每 一 次 主要 的 迭代 中 都 求解 一 次 二 次 规划 问题 。 

对 于 给 定 的 规划 问题 ， 序 列 二 次 规划 〈SQP) 的 主要 思路 是 形成 基于 拉 格 朗 日 函数 二 次 近 
似 的 二 次 规划 子 问题 ， 即 
































LCz, 人 = Go)+> 80) 
je 



































这 里 ， 通 过 假设 约束 条 件 为 不 等 式 约束 来 使 (*) 式 得 到 了 简化 ， 通 过 非 线性 有 约束 问题 线性 
化 来 获得 二 次 规划 子 问 题 。 
二 次 规划 子 问题 可 表达 为 





min 二 07HLd+ SF(CcD7rd 

CER" 2 

Vsgi(Cz"d+gsiCz)=0 这 1 7。 
Vsgi(z)7d+giCz) 入 0 这 710e1 .77 








该 子 问 题 可 以 用 任意 一 种 二 次 规划 算法 求解 ， 求 得 的 解 可 以 用 来 形成 新 的 友 代 公式 
Xi+T=X+C AKC 

昌 SQP 法 求解 非 线 性 有 约束 问题 时 的 友 代 次 数 常 比 用 解 无 约束 问题 时 的 少 , 因为 在 搜索 区 
域内 ，SQP 方法 可 以 获得 最 佳 的 搜索 方向 和 步 长 信息 。 

给 Rosenbrock 函数 添加 非 线性 不 等 式 约 束 go) 

x+ 一 1.5 入 0 

经 过 96 次 迭代 得 到 问题 的 解 : x=[0.9072.0.8288]， 初 值 为 Y=[-1.9, 2]， 无 约束 问题 则 需要 

140 次 欠 代 。 图 17-1 是 搜索 路 径 














2 














机 
吕 


[FRR SC 
CNK 





图 17-1  SQP 法 的 搜索 路 径 
MATLAB 中 SQP 法 的 实现 分 3 步 ， 即 
GD 拉 格 朗 日 函数 Hess 和 矩阵 的 更 新 ; 
@ 二 次 规划 问题 求解 
@) 一 维 搜索 和 目标 函数 的 计算 。 
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1. Hess 和 矩阵 的 更 新 
在 每 一 次 主要 迭代 过 程 中 ， 都 用 BFGS 法 计算 拉 格 朗 日 函数 的 Hess 和 阵 的 拟 牛 顿 近 似 矩 
阵 。 更 新 公式 为 




















dx 丽 ! 再 ， 


互 ， ,= 允 + 
“ 44S， S4 已 ,S， 











史 = 一 区 


go = VCxsD)+y “VSi(CxeD) 一 (wpooD+y 4- VSiCxe)) 


二 1i=1 


上 式 中 ，4x=12.….0) 为 对 拉 格 衣 日 乘 子 的 估计 。 
2. 二 次 规划 求解 
SQP 法 的 每 一 次 主要 迭代 过 程 都 要 求 一 次 二 次 规划 问题 ， 形 式 如 下 : 






































Imin dd) 三 工 JTB +cId 

LER2 2 
44=D， 1==1,...,11。 
44 三 D 三 111 十 1 ,...,717 


求解 过 程 分 两 步 ， 第 1 步 涉及 可 行 点 ( 若 存在 ) 的 计算 ， 第 2 步 为 可 行 点 至 解 的 迭代 序列 。 
在 第 1 步 中 ， 需 要 有 可 行 点 作为 初 值 ， 若 当前 点 不 可 行 ， 则 通过 求解 下 列 线性 规划 问题 可 以 得 





















































min 7 
7 ERxr ER 
4 下 = 达 1,...,111。 
4 -7 入 记 1=7111。 十 1 .1 


式 中 ，4 ;为 矩阵 4 的 第 守 行 。 


3. 一 维 搜索 和 目标 函数 的 计算 
二 次 规划 子 问题 的 解 生成 一 个 向 量 由 ， 它 形成 一 个 新 的 迁 代 公式 ; 
疏 三 用 +Qd 














c 为 步 长 参数 。 
目标 函数 的 形式 如 下 : 
W(XY) = Jo+>7， Si(X) + > 7 max{0,8i(XZ)} 
1 一 7me 十 1 
式 中 
Cn 三 771 
17.2.2 ”有 关 函 数 介 


利用 fmincon 函数 求 多 变量 有 约束 非 线性 函数 的 最 小 值 。 假 设 多 变量 非 线性 函数 的 数学 模 
型 为 : 
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min /jz) 
cz) 和 0 
cedg(XY)=0 
4.x 芝 D 
4edq.x 达 je 
盈 乏 Y 迄 20 
式 中 ，x, 0, peqg, 肋 ,和 友 为 向 量 ，4 和 4ed 为 矩阵 ，cG@D) 和 cegGo) 为 函数 ， 返 回 标量 。F oo), co)， 
和 cegGo) 可 以 是 非 线性 函数 。 
fmincon 函数 的 调用 格式 如 下 : 
e@ fmincon 求 多 变量 有 约束 非 线性 函数 的 最 小 值 ， 常 用 于 有 约束 非 线性 优化 问题 
e@ Xx=fmincon(fun,x0,A,b) 给 定 初 值 x0， 求 解 fun 函数 的 最 小 值 x。fun 函 函数 的 约束 条 人 
Axx <=b，x0 可 以 是 标量 、 向 量 或 矩阵 。 
e@ Xx= fmincon(fun,x0,A,b,Aeq,beq) 最 小 化 fun 函数 ,约束 条 件 为 Aeqx*x= beq 和 Axx <=b。 
若 没有 不 等 式 在 在 ， 则 设置 A=[]，b=[ ] 。 
e@ X=fmincon(fun,x0,A,b,Aeq,beq,Ibup) 定义 设计 变量 x 的 下 界 lb 和 上 界 ub， 使 得 总 是 有 
lb <=x<=ub。 若 无 等 式 存在 ， 则 令 Aeq=[ ]，beq=[ ] 。 
e@ Xx = fmincon(fun,x0,A,b,Aeq,beq,lb,ub,nonlcon) 在 上 面 的 基础 上 ， 在 nonlcon 参数 中 提供 
非 线性 不 等 式 c00 或 等 式 cegC0。 fmincon 函数 要 求 c(Cx) <= 0 且 ceqCGx) = 0。 当 无 边界 存在 时 ， 
令 Ib=[] 和 或) ub=[]。 
e@ x= fmincon(fun,x0,A,b,Aeq,bed,lb,ub,nonlcon,options) 用 optiions 参数 指定 的 参数 进行 最 
小 化 。 
e@ x = fmincon(fun,x0,A,b,Aeq,beq,Ib,ub,nonlcon,optionsP1,P2,…) 将 问题 参数 P1, P2 等 直接 
传递 给 函数 faon 和 nonlin。 若 不 需要 这 些 变量 ， 则 传递 空 矩 阵 到 A, b, Aeq, beq, ]b, ub, nonlcon 
和 options 。 
[X,fval] = fmincon(.…) 返回 解 x 处 的 目标 函数 值 。 
[X,fvalexitflag] = fmincon(.….) 返回 exitflag 参数 ， 描 述 函 数 计算 的 退出 条 件 。 
[x,fvalexitflag,output] = fmincon(.…) 返回 包含 优化 音 县 的 输出 参数 Output 。 
[x,fvalexitflag,outputlambda] = fmincon(...) 返回 解 x 处 包含 拉 格 明日 乘 子 的 lambda 参数 。 
[x,fvalexitflag,outputlambda,grad] = fmincon(...) 返回 解 x 处 fun 函数 的 梯度 。 
[x,fvalexitflag,output,lambda,grad,hessian] = fmincon(...) 返回 解 x 处 fun 函数 的 Hess 矩阵。 
各 调用 格式 中 ，nonlcon 参数 计算 非 线性 不 等 式 约 束 co 和 0 和 非 线性 等 式 约束 ceqg(Co)=0。 
nonlcon 参数 是 一 个 包含 函数 名 的 字符 串 。 该 函数 可 以 是 M 文件 、 内 部 文件 或 MEX 文件 。 它 
要 求 输入 一 个 向 量 x， 返 回 两 个 变量 -一 和 解 zx 处 的 非 线 性 不 等 式 向 量 c 和 非 线 性 等 式 向 量 ceg。 
例如 ， 若 nonlcon=mycon， 则 M 文件 mycon.m 具有 下 面 ss 
































































































































































































































五 














































































































function [cvced] = mycon (X) 
攻克 s 计算 x 处 的 非 线 性 不 等 了 
ceq = ... ss 计算 x 处 的 非 线 性 等 式 。 








若 还 计算 了 约束 的 梯度 ， 即 
opPtions = optimset ('"GradConstr' "on ' ) 


则 nonlcon 函数 必须 在 第 3 个 和 第 4 个 输出 变量 中 返回 co 的 梯度 GC 和 ceo 的 梯度 Gceq。 
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当 被 调用 的 nonlcon 函数 只 需 要 两 个 输出 变量 〈 此 时 优化 算法 只 需 要 c 和 ceq 的 值 ， 而 不 需要 





GC 和 GCeq) 时 ， 可 以 通过 查看 nargonut 的 值 来 避免 计算 GC 和 

















function [crcedrGCcrGCed]l = mycon (X) 


人 


cedqd = ... 

















1fE nargout > 2 多 被 调 
GC = ... s 不 等 式 的 梯度 。 
Gced = ... s 等 式 的 梯度 。 
end 
若 nonlcon 函数 返 

















阵 ， 其 ; 








GCG, 站 是 cO 站 对 xD 的 1 





Geed 是 一 个 mxp 的 矩阵 ， 其 中 Geceg(, 帮 是 ceg( 四 对 xD) 的 


其 他 参数 意义 可 以 参见 表 15-7 和 表 
根据 问题 规模 的 不 同 ，fmincon 函 




















三 


(interior-reflective Newton method) 的 子 








次 迭代 都 与 








Y 


二 次 规划 子 问题 ， 








大 型 优化 算法 : 默认 时 ， 若 提供 了 枯 数 
式 约 束 存 在 ， 则 fmincon 函数 ， 


用 PCG 法 求解 大 型 线性 系统 得 到 
中 型 优化 算法 : fmincon 函数 使 用 序列 二 次 
并 用 BFGS 法 更 新 拉 格 朗 





Gced 的 值 。 


s 解 x 处 的 非 线性 不 等 式 。 
s 解 往 处 的 非 线性 等 式 。 
的 nonlLcon 函数 ， 要 求 有 4 个 输出 





三 
变 里 。 





回 产 元 素 的 向 量 ec 和 长 度 为 慰 的 x， 则 coo) 的 梯度 GC 是 一 个 mxmm 的 矩 


局 导数 。 


同样 ， 若 ced 是 一 个 疡 元 素 的 向 量 ， 则 cegGe) 的 梯度 















































































































































骨 导 数 。 
15-8。 
数 使 用 不 同 的 优化 算法 ; 
的 梯度 信息 ， 并 且 只 有 上 下 界 存在 或 上 只 有 线性 等 
各 选择 大 型 算法 。 本 法 是 基于 内 部 映射 牛顿 法 
空间 置信 域 法 (subspace trustregiom)。 该 法 的 每 一 
的 近似 解 有 关 。 

阮 划 法 (SQP)。 本 法 中 ,在 每 一 步 友 代 中 求解 

Hess 和 矩阵 。 





在 使 用 该 函数 的 过 程 中 ， 还 有 
《1) 大 型 优化 问题 

















G@ 使 用 大 型 算法 ,必须 在 fun 函数 中 提 任 





梯度 信息 ， 则 给 出 警告 消息 。 





fmincon 函数 允许 g(G) 为 一 近似 梯度 ， 但 





@) 当 对 拢 
但 不 需要 求 得 真正 的 Hess 和 天 阵 ， 如 
HessPattern 属 ; 
@ 若 x0 不 是 严格 可 行 









































六 

















些 需 要 注意 的 问题 : 


四 台 忆 
木 上 用 


生 )， 则 fmincon 函数 可 以 算得 Hess 六 








t 梯 度 信 ， 























由 若 x 的 某 些 元 素 没 有 上 界 或 下 界 ， 则 fmincon 
上 界 ) 或 -Inf (对 于 下 界 )， 而 不 希望 强制 性 地 给 上 界 赋 一 个 很 大 的 值 ， 给 下 界 赋 一 个 很 小 的 负 





值 。 
@@ 线性 约束 最 小 化 ; 
> Aeq 矩 阵 中 若 存 在 
使 计算 费时 。 
> fmincon 函数 剔除 Aeq 
相关 行 很 多 的 话 ， 计 算 ; 









































科 




















品 所 


线性 相关 的 行 。 此 过 程 需要 进行 反复 的 因 
是 一 件 很 费时 的 事情 


情 。 











> 每 一 次 迭代 都 要 用 下 式 进 行 黎 玻 最 小 二 乘 求解 









































式 中 玉 为 前 提 条 件 的 乔 累 斯 基因 
《2) 中 型 优化 问题 
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盏 = 4e0g 7 尺 一 
洗 5 





息 (options.GradObj 设置 为 'on)。 如 果 没 有 


使 用 真正 的 梯度 将 使 优化 过 程 更 具 稳 健 性 。 
阵 的 二 阶 导 数 〈 即 Hess 矩阵 ) 进行 计算 以 后 , 用 该 函数 求解 大 型 问题 将 更 有 效 。 
提供 Hess 矩阵 的 稀 朴 结构 的 信息 《 
E 阵 的 稀 玻 有 
的 ， 则 fmincon 函数 选择 一 个 新 的 严格 可 行 初始 点 。 

































































j options 参数 的 











限 差 分 近似 。 


函数 更 希望 对 应 的 元 素 设置 为 Inf〈 对 于 





中 也 有 几 个 问题 需要 注意 : 
攻 列 或 近 密 集 列 〈A dense (或 fairly dense)column )， 将 导致 满 秩 并 














子 分 解 ， 因 








此 ， 如 果 


GO 如 果 用 4ey 和 pbea 清楚 地 提供 等 式 约束 
@ 在 二 次 子 问 题 中 ， 若 有 等 

















式 约 束 并 且 诸 因 变 等 














则 将 在 过 
连续 的 情 


程 标 题 中 显示 'dependent'( 当 se 参数 要 求 使 有 


， 将 比 用 也 和 了 友 获 得 更 好 的 数值 








况 下 ， 因 变 等 式 才 会 被 别 除 。 若 





输出 infeasible' 消 息 。 


求 大 型 优化 问题 的 代码 中 不 允许 上 限 和 下 限 相 等 





出 错 消息 : 





右 只 
法 。 
(3) 


G@) 目标 函数 和 约束 函数 都 必须 是 连续 
@ 当 问 题 不 可 行 时 ，fmincon 函数 将 试 轿 
@@ 目标 函数 和 约束 函数 都 必须 是 
由 对 于 大 型 优化 问题 ， 使 用 大 型 优化 算法 时 ， 
数 的 GradObj 属性 必须 让 





Edual upper andq Jower bounqs not 


等 ， 即 不 能 


月 options.Display = 'iter)。 








解 。 











式 〈dependent equalities) 被 发 现 和 剔除 ， 


只 有 在 等 式 








等 式 系 统 不 连续 ， 则 子 问题 将 不 可 行 并 在 ) 








Use eqdquality constraints andq the medqiunm 














有 等 式 约 束 ， 仍 然 可 以 使 用 大 型 算法 。 当 既 有 等 式 约 束 又 有 边 


SCal 
































使 用 fmincon 函数 的 一 些 要 





要 求 





的 》 














实数 。 








否则 可 能 会 给 出 局 部 最 优 解 。 
使 最 大 约束 值 最 小 化 。 























乃 C)==z5(2)， 








过 程 标 题 中 


否则 给 出 下 面 的 





Permitted in this Large-scale method . 
methodq instead . 


界 约 束 时 ， 





使 用 中 型 算 

















户 必 须 在 fan 函数 








并 且 只 





发 置 为 'on)， 


存在 ，Aed 的 行 数 不 能 多 于 列 数 。 





@ 现在 ， 如 果 在 fun 函数 


法 一 起 用 ， 
来 用 中 型 


17.2.3 


【 例 
高 分 别 为 




















纺 








于 











下 一 


计算 结 








以 比较 解析 梯度 和 有 限 差 分 梯度 
方法 核对 导数 。 然 后 


应 用 实例 























大 型 方法 求解 问题 。 


17-6]】 
xz 和 为 ， 据 题 意 得 到 下 面 的 数学 模型 ; 


| min Z = 一 XIX2X3 


2 二 二 








一 个 M 文 件 optim17_6o.m， 返 回 x 处 的 函数 值 广 


function 工 = myfun(X) 



































于 二 -区 (了 ) 本 (人 2) 二 (3)3 

约束 条 件 是 非 线 司 后 等 式 约 束 ， 所 以 需 T 亲 要 编写 与 
function [crced]l = mycon (X) 

ced =X(2)X(3)+X(3)X(1)+X(1)X(2) -75 
步 给 定 初 值 ， 并 调用 优化 过 程 。 

x0 = [4 5 6]; 


bp=Zzeros (3，1) 


[xfvalrexitflagroutput Lamodqa]l=fmincon (Gopt17_6ovxo []， 


[rr[]， 
者 采 为; 


Optimization terminatedq Successful1ly : 


lb []vQopt17_6c) 








求 侧 面积 为 常数 6XS am 的 体积 最 大 的 长 方 体 体积 。 


个 约束 


可 以 指定 上 界 和 下 界 约束 ， 或 者 只 有 线性 约束 必须 


150 





Search qirection less than 2xoptions.TolX andq 











提供 梯度 (options 参 


提供 了 解析 梯度 ， 则 选项 参数 DerivativeCheck 不 能 与 大 型 方 
度 。 可 以 通过 将 options 参数 的 MaxIter 属性 设置 为 0 




















设 该 长 方 体 的 长 、 宽 、 


条 件 M 文件 opt17_6c.m: 


"。221。 


maximum Constraint Violation is less than options .TolCon 


Active Constraints : 
站 
X = 
5.0000 
5.0000 
5.0000 
fval = 
-125.0000 
exXitfladg = 
业 
OUtLPUt = 三 
iterations: 7 
funcCount : 38 
Stepsize: 工 
alLdorithm: "meaqium-scale: SQP，Quasi-Newtony 
fizrstorderopt: [] 
cgiterations: [] 
Jamjbqa = 
oOower: [3x1l1 qdqouble] 
UpPper: [3x1 qouble] 
edqlin: [0x1l1 aouble] 
edcqnonlin: 2.5000 
inedqlin: [0xl dqoublelj] 
inecdnonlin: [0x1l qdqoublelj] 








ine-sSsearch' 


优化 结果 显示 过 程 成 功 收 仿 ， 搜 索 方 向 小 于 两 倍 options.ToIX， 最 大 违约 值 小 于 
options.TolCon， 主 动 约束 为 1 个。 


问题 的 解 为 xl)=x(2)=x(3)=5.0000m， 最 大 体积 为 125.0000m。exitflag=1， 表 示 过 程 成 功 





收敛 于 解 z 处 。output 输出 变量 显示 了 收 和 敛 过 程 中 的 迭代 次 数 、 
法 等 信息 。lambda 则 包含 模型 信息 






































中 Co 

















目标 函数 计算 次 数 、 步 长 、 算 


【 例 17-7】〗 试 设 计 一 压缩 圆柱 螺旋 弹 得 ， 要 求 其 质量 最 小 。 弹 往 材 料 为 665Mn， 最 大 工作 
载荷 Pu=40N， 最 小 工作 载荷 为 0， 载荷 变 化 频率 太 = 23SHz， 弹 簧 寿命 为 104h， 弹 答 钢 丝 直径 


4 的 取 值 范 围 为 1 一 4mm， 中 径 D: 的 取 值 范围 为 10 一 30mm， 工 作 圈 数 二 不 应 小 于 4.5 轿 ， 弹 










































































簧 旋 绕 比 C 不 应 小 于 4, 弹簧 一 端 固定 , 一 端 自由 , 工作 温度 为 50C, 弹簧 变形 量 不 小 于 10mm。 
本 题 的 优化 目标 是 使 弹簧 质 量 最 小 ， 圆 柱 螺旋 弹簧 的 质量 可 以 表示 为 


式 中 : 



































M = yz 二 D)TD， 了 
7 一 一 弹簧 材料 的 密度 ， 对 于 钢材 =7.8X 10 kg/mm ; 
7 一 一 工作 圈 数 ; 
1 一 一 死 圈 数 ， 常 取 jpP=1.5 一 2.5， 现 取 m=2; 
































D> 弹 仁 中 径 ，Cmm ); 
4 一 弹 答 钢丝 直径 ，Cmm )。 





























将 已 知 参 数 代入 公式 ， 进 行 整理 以 后 得 到 问题 的 目标 函数 为 


5 20222322 























太 ()=M =0.192457x104(x 上 2)X2x 
2 二 从 和 








根据 弹簧 性 能 和 结构 上 的 要 求 ， 可 写 出 问题 的 约束 条 件 : 








(1) 强度 条 件 








上 


(2) 刚度 条 件 


81( 屋 ) =350 -163.0xz 36x08 过 0 


8)( 忆 )=0.4x10 xx3 -10.0 壹 0 


《3) 稳定 性 条 件 





(5) 弹簧 旋 绕 比 的 限制 





(6) 对 又 郊 D， 的 限 惠 









































由 上 可 知 ， 该 压 


取 初 始 设计 参数 
首先 编写 目标 函 


























于 = 0.192457x1e-4x* (人 











Si(X)=3.723 一 (2 +1.5)x 一 0.44x10 xxx3 过 0 
(4) 不 发 生 共振 现 象 ， 要 求 
sg4()=0.356x1050xzx -375 过 0 





8j(X)=2xz 并 -4.0 过 0 





一 局 


1.0 膛 4 入 4.0 
且 应 取 标 准 值 ， 即 1.0, 1.2, 1.6, 2.0, 2.5, 3.0, 3.5, 4.0mm 等 。 
4.5 壹 巡 5S0 
10 芝 D, 和 30 
缩 圆 柱 螺 旋 弹 签 的 优化 设计 是 一 个 三 维 的 约束 优化 问题 ， 其 数学 模型 为 
min 让 瑟 ) = M = 0.192457x10 一 (2 二 2)223 








8j(X)=2 妇 /0 一 4 二 0 
86( 导 ) = 为 -1>0 
87( 导 )=4- 为 二 0 
sg(X)= 和 一 4353>0 
8o()=50- 思 过 0 
8i0(X)= 冯 -10> 二 0 
Si(X)=30- 为 过 0 
为 下 "=-[2.0, 5.0, 25.0] 





81( 站 )=350 一 163x7sx086 入 0 

8)(X)=0.4x102x xx3 10 过 0 
83(X)=3.7x3 一 (Co +1.3)2 一 0.44x10 一 xx3 过 0 
84( 下 )=0.356x10"xxz xx 一 375 过 0 





数 的 M 文件 optl7_7.m， 返 回 x 处 的 函数 值 广 


function 工 = myfun(Xx) 





三 4 














X(2)+2)*xx(TI) 2 *x X(3)7 




















由 于 约束 条 件 中 有 非 线性 约束 ， 所 以 需要 编写 
opt17_7c.m: 
function [crced]l = mycon (X) 


C(1)=350-163x*X(1) 人 ( 
(2) 4x*0.01xX(1)^( -4) xxX(2)xx(3)^ 人 3; 
(3)=(X(2)+1.5)x*xX(1)+0.44x*0.01*xX(1)^( -4)*x(2)xx(3)^ 人 3-3.7xX(3) 7 
(4)=375-0.356x*1le6xX(1)*xXx(2)^ 人 (人 


cC(2)=10-0 . 


4 








-2.86)*xX(3)^0.86; 


个 描述 非 线性 














-1)*x(3)^ 人 (一 2)7 





约束 条 伯 


的 M 文件 





223， 


cC(5)=4-X(3)/Xx(1) ， 
然后 设置 线性 约束 的 系数 ; 
R= [-1 

工 




















0 


0 
pb=[-174; -4. 


1]; 
522507 一 0530]3 
步 给 定 初 值 ， 给 定 变 量 的 下 限 约 束 ， 并 调用 优化 过 程 
X0 [223 
bpb=zeros (3，1) 
































O 


[xfvalrexitflagroutputy Larmodqa]l]=fmincon (Gopt17_7orxorArpb[]，[]， 
Jp []v，Qopt17_7c) 
计算 结果 为 


又 


1.6564 
4.5000 
16.1141 
fVal 
0.0055 
exXitf1ad 
工 
OUtLPUt = 三 


IIerations : 
funcCount : 


Stepsize: 


3 
16 
二 


algorithm: "medqium-scale : 


[] 
[] 


所 以 当 弹 往 钢 丝 的 直径 dg、 工作 圈 数 半 及 中 径 D， 分 别 取 1.6564、4.5000 和 16.1141 时 弹 
质量 最 小 ， 为 $.5$ 克 。 考 虑 到 实际 情况 ， 各 参数 可 分 别 取 1.6，5.0 和 16.0 
X=[1.6 5.0 16.0]; 


ZzZ=OopPtim253 (X) 
Z 


SOP，Qouasi-Newton，， 1Line-search' 
firstordqeropt : 
cditerations : 
年 包 


看 



































0.0055 


故此 时 弹簧 质量 仍 为 5.5 克 。 








.224 。 


18.1 


第 18 章 二 次 规划 


基本 数学 原理 


如 果 某 非 线性 规划 的 目标 函数 为 自 变量 的 二 次 函数 ， 约 束 条 件 全 是 线性 函数 ， 就 称 这 种 
规划 为 二 次 规划 。 其 数学 模型 为 : 


式 中 ， 刀 ,4, 和 4ed 为 矩阵 ,上 0, peqg, 肋 ,xz2, 和 Y 为 向 量 。 


minxrHe+ 7 
4.xz 莹 D 


4edq.x 入 je 
肋 乏 xx 入 z1 



































18.2 ”有 关 函 数 介 绍 
(C1) 利用 quadprog 函数 求解 二 次 规划 问题 ， 其 调用 格式 为 
@@ 


=bed。 


参数 。 








X= quadprog(H,fA,b) 返回 向 量 x， 使 函数 12*x*H*x+fx*x 最 小 化 其 约束 条 
件 为 Axx <=b。 
Xx= quadprog(H, f A,b,Aeq, beq) 仍然 求解 上 面 的 问题 ， 但 添加 了 等 式 约束 条 件 Aeq*#x 

















x= quadprog(H,f A,b, lb, ub) 定 义 设计 变量 的 下 界 lb 和 上 界 ub， 使 得 lb <=x<= ub。 
X= quadprog(H,f A,b,lb, ub, x0) 同 上 ， 并 设置 初 值 x0。 

X= quadprog(H,f A, b, lb, ub, x0, options) 根 据 options 参数 指定 的 优化 列 山 拘 最 | 化 
[x, fval] = quadprog(..) 返 回 解 x 处 的 目标 函数 值 fval = 0.$*x'#Hs#x +f' yx。 





















































[x, fval, exitflag] = quadprog(..) 返 回 exitflag 参数 ， 











[x, fval, exitflag, output] = quadprog(..) 返 回 ] 包含 优化 








日 述 计算 的 退出 条 件 。 








言 县 的 结构 输出 output。 





[x, fval, exitflag, output, lambda] = quadprog(..) 返 回 解 x 处 包含 拉 格 朗 日 乘 子 的 lambda 











各 参数 的 意义 可 参见 表 15-7 和 表 15-8。 
(2) 根据 问题 的 规模 ，quadprog 函数 可 使 用 不 同 的 优化 算法 如 下 : 
@ 大 型 优化 算法 : 当 优 化 问题 具有 上 界 和 下 界 ， 而 没有 线性 不 等 式 或 等 式 约束 ， 则 默认 
































5 295 





入 











到 的 近似 解 有 关 。 
四 


空间 置 




















法 为 大 型 算法 。 或 者 ， 如 果 优 化 问题 
默认 算法 也 是 大 型 算法 。 大 型 算法 是 基于 
该 法 的 每 一 次 友 代 都 与 


村 信 域 法 (subspace trust-region)。; 
































规划 问题 来 获得 初始 可 行 解 。 


:十 普 
、 
) 土 忌 : 


@ 一 般 地 ， 如 果 问 题 不 是 严格 凸 怕 
@ 如 果 用 4eg 和 Bea 明确 地 指定 等 





数值 解 
四 

















上 限 ) 或 -Inf〈 对 于 


负数 。 


昌 对 于 大 型 优化 问题 ， 























下 限 )， 而 不 是 强制 性 




















若 没 有 提供 初 什 








择 一 个 新 的 初始 可 行 点 。 
@) 若 为 等 式 约 束 ， 且 quadprog 函数 发 现 负 曲率 (negative curvature)， 则 优化 过 程 终止 ， 
exitflag 的 值 等 于 -1。 




















(3) 在 使 用 quadprog 函数 的 过 程 ， 
G@) 大 型 优化 问题 。 大 型 优化 问题 不 允许 约束 








以 下 出 错 消 息 : 





中 只 有 线 必 















































等 式 ， 而 没有 上 界 和 下 界 或 线性 不 等 式 时 ， 
内 部 映射 牛顿 法 (interior-reflective Newton method) 的 
PCG 法 求解 大 型 线性 系统 得 





中 型 优化 算法 : quadprog 函数 使 用 活动 集 法 ， 它 也 是 一 种 投影 法 ， 首 先 通 过 求解 线性 








的 ， 用 quadprog 函数 得 到 的 可 
式 约 束 ， 而 不 是 用 了 肋 和 友 指 定 ， 则 可 以 得 到 更 好 的 














， 需 要 注意 以 下 


些 问 题 。 














| 
能 是 


局 部 最 优 解 。 





若 x 的 组 分 没有 上 限 或 下 限 ， 则 quadprog 天 数 希望 将 对 应 的 组 分 设置 为 pf 〈 对 于 
地 给 予 上 限 一 个 很 大 的 数 或 给 予 下 限 一 个 很 小 的 




















X0， 或 x0 不 是 严格 可 行 ， 则 quadprog 函数 会 选 





上 限 和 下 限 相 等 ， 若 肪 2)==zBO(C2)， 则 给 出 


Equal upper and lower bounds not permitted in this large-scale method.Use equality constraints 


and the medium-scale method instead. 


若 优化 模型 中 








界 约束 ， 则 必须 使 用 
@ 中 型 优化 问题 。 






































当 解 不 可 行 时 ，quadprog 函数 给 出 以 下 警 

















。 
喇 : 

















Warning: The constraints are Overly Stringent;there is no feasible solution. 














这 里 ，quadprog 函数 生成 使 约束 矛盾 最 坏 程 











下 面 的 警告 消息 : 














四 
人 小。 





度 最 小 的 结 








当 等 式 约束 不 协调 时 


只 有 等 式 约 束 ， 仍 然 可 以 使 用 大 型 算法 ， 如 果 模 型 中 既 有 等 式 约 束 又 有 边 
型 方法 。 


汶 
给 出 





Warning: The equality constraints are overly stringent;there is no feasible solution. 


当 Hess 和 矩阵 为 负 


定时 ， 生 成 无 边界 解 ， 给 出 下 面 的 警告 消息 : 





Warning: The Solution is unbounded and at infinity;the constraints are not restrictive enough. 


这 里 ， 
另外 ， 使 用 该 
此 时 ， 显 示 








三 


duadprog 函 








数 返 回 
函数 时 还 有 下 面 一 些 要 求 : 
水 平 








收敛 )。 若 ] 
凸 的 。 
对 于 大 型 问 
多 于 列 数 。 








"。 220。 


当 问 题 不 定 或 负 定 时 ， 和 常常 无 解 〈 此 时 exitflag 参数 给 出 
E 定 解 存 在 ， 则 quadprog 函数 可 能 只 给 


题 ， 不 能 依靠 线性 等 式 ， 
若 不 满足 要 求 ， 则 必须 调 














用 吕 


满足 约束 条 件 的 x 值 。 


只 能 选择 '"o 任 ' 和 inal' ， 和 迭代 参数 'iter 不 可 用 。 





























型 算法 进行 计算 。 


8 局 部 极 小 值 ， 

















个 负 值 ， 表 示 优 化 过 程 不 
因为 问题 可 


人 
能 是 


非 


因为 4ed 必须 是 行 满 秩 的 ， 即 hee 的 行 数 必须 不 


18.3 ”应 用 实例 


【 例 18-1] 求解 下 面 的 最 优化 问题 : 





本 1 
目标 函数 J CD = 五 十 天 用 2 二 0 


* 227 


约束 条 件 


首先 


x+X 入 2 
一 为 +T2xz 入 2 
22 + 入 3 
0 迄 轴 0 入 力 


， 目 标 函 数 可 以 写成 下 面 的 矩阵 形式 : 























| 


输入 下 列 系数 徐 阵 : 


于 演 : 起 榴 三 王 研 业 2] 

f = [-2) -6] 

全 [于 二 二 人 2 了 
D= [2 2; 3] 

lb = Zeros (271) 














然后 


人 


得 问 


"228。 











调用 二 次 规划 函数 quadratic: 
[xx ftval，exitflag， output，1Lambdqa]l = quadprod (H， 
题 的 解 ; 
广 一 

0.6667 

十 53333 
fval = 

-8.2222 
exXitfladg = 

工 
OUtLPUt = 三 

itezrations: 3 
algorithm: "medqium-scale: activVe-sSet ，" 

fizrstordqeropt: [] 

cgiterations: [] 
ambqa. inedqlin 
ans 一 

3 了 工 二 

0.4444 

0 

Jambdqa .OoweL 


六 有 避 一 


es 


fv 


第 19 章 多 目标 规划 


19.1 算法 




















前 面 介 绍 的 最 优化 方法 上 只 有 一 个 目标 函数 ， 是 单 目 标 最 优化 方法 。 但 是 ， 在 许多 实际 工 
程 问题 中 ， 往 往 希 望 多 个 指标 都 达到 最 优 值 ， 所 以 就 有 多 个 目标 函数 。 这 种 问题 称 为 多 目标 
最 优化 问题 。 多 目标 最 优化 问题 的 数学 模型 为 : 






























































min 天 (XY) 

光 玉 

G(z)=0 本 
Ci(z) 入 0 1=111。 十 1，..., 11 
Xi 福 X 福 1 

















式 中 Fo) 为 目标 函数 向 量 。 
由 于 多 目标 最 优化 问题 中 各 目标 函数 之 间 往 往 是 不 可 公 度 的 ， 因 此 往往 没有 惟一 解 ， 此 
时 必须 引进 非 劣 解 的 概念 〈 非 劣 解 又 称 为 有 效 解 或 由 累 托 解 )。 
定义 : 若 x Ce EgO) 的 邻 域 内 不 存在 Ax， 使 得 CC+ADEQ， 且 

下 (C +AoD 入 已 CO ) 这 1 .7 

FPC +AD< 杰 Cr ) 对 于 某 些 / 



























































则 称 z 为 非 劣 解 
多 目标 规划 有 许多 解法 ， 下 面 列 出 常用 的 几 种 。 


1， 权 和 法 
该 法 将 多 目标 向 量 问题 转化 为 所 有 目标 的 加 权 求 和 的 标量 问题 ， 即 


min7(CO= > 瑟 C9 
7xS i=1! 





























加 权 因 子 的 选取 方法 很 多 ， 有 专家 打分 法 、c 方法 、 容 限 法 和 加 权 因 子 分 解法 等 。 

该 问题 可 以 用 标准 的 无 约束 最 优化 算法 进行 求解 。 

2. 8 约束 法 

2 约束 法 克服 了 权 和 法 的 某 些 凸 性 问题 。 它 对 目标 函数 向 量 中 的 主要 目标 柬 , 进行 最 小 
化 ， 将 其 他 目标 用 不 等 式 约束 的 形式 写 出 : 






























































min 天 (2Z) 
下 
Sub 不 (入 2 i=]1 .71 172 


3、 目 标 达到 法 
目标 函数 系列 为 FoD={FIGO，P0,，:FaGO) ， 对 应 地 有 其 目标 值 系 列 
天 ={ 末 , 天 本 。 人 允许 目标 函数 有 正 负 偏差 ， 偏 差 的 大 小 由 加 权 系 数 向 量 


本 ={ 了 2 …,Wm} 控 制 ， 于 是 目标 达到 问题 可 以 表达 为 标准 的 最 优化 问题 : 
"228。 







































































min 7 
YER,xEG 


Sub， 下 (o)-oy 入 这 1 ,71 
指定 目标 { 五 , 玉 }， 定 义 目标 点 已 。 权 重 向 量 定义 从 己 到 可 行 域 空间 47) 的 搜索 方向 。 
在 优化 过 程 中 ，y 的 变化 改变 可 行 域 的 大 小 ， 约 束 边界 变 为 惟一 解 点 已 ,， 书 ，。 


4 目标 达到 法 的 改进 

目标 达到 法 的 一 个 好 处 是 可 以 将 多 目标 最 优化 问题 转化 为 非 线 性 规划 问题 。 但 是 ， 在 序 
列 二 次 规划 〈SQP)， 过 程 中 ， 一 维 搜索 的 目标 函数 选择 不 是 一 件 容易 的 事情 ， 因 为 在 很 多 情 
况 下 , 很 难 决定 是 使 目标 函数 变 大 好 还 是 使 它 变 小 好 。 这 导致 许多 目标 函数 创建 过 程 的 提出 。 
可 以 通过 将 目标 达到 问题 变 为 最 大 最 小 化 问题 来 获得 更 合适 的 目标 函数 。 


min max{A,} 
2 

















了 


































































































他 


























式 ， 


19.2 有关 函 数 介绍 


利用 fgoalattain 函数 求解 多 目标 达到 问题 。 假 设 多 目标 达到 问题 的 数学 模型 为 


min y 
4 

















正 (Y) 一 Weiz1it .7 入 go041 
cz) 入 0 
cedg(XZY)=0 
4.xz 莹 D 
4edq.xz=ped 
用 乏 Y 入 21 
式 中 写 weigjit goa1.0,pedg, 肋 和 码 为 问 量 ,4 和 4ed 为 矩阵 , cCo), cegoo0 和 Foo) 为 函数 , 返回 
问 量 。FGeo, co 和 cegGo) 可 以 是 非 线性 函数 。 
fgoalattain 函数 的 调用 格式 为 : 
@ fgoalattain 求解 多 目标 达到 问题 。 
@ Xx = fgoalattain(fun, x0, goal, weighb 试 图 通过 变化 x 来 使 目标 函数 fan 达到 goal 指定 的 
目标 。 初 值 为 x0,weight 参数 指定 权重 。 
@ X = fgoalattain(fun，x0，goal，weight，A, b) 求 解 目 标 达 到 问题 ， 约 束 条 件 为 线性 不 等 式 
AxX<=b。 
@ X = fgoalattain(fun, x0, goal, weight, A, b, Aeq, beg) 求 解 目 标 达 到 问题 ， 除 提供 上 面 的 线 
性 不 等 式 以 外 ， 还 提供 线性 等 式 Aeq*x = beq 。 当 没有 不 等 式 存 在 时 ， 设 置 A=[]，b=[ ]。 
@ X = fgoalattain(fun, x0, goal, weight, A, b, Aeq, beq, lb, ub) 为 设计 变量 xx 定义 下 界 Ib 和 上 
界 ub 集合 ， 这 样 始终 有 1lb <=x<=ub。 
@ X = fgoalattain(fun, x0, goal, weight, A, b, Aeq, beq, lb, ub, nonlcom) 将 目标 达到 问题 归结 
为 nonlcon 参数 定义 的 非 线 性 不 等 式 c09 或 非 线性 等 式 cegCo。fgoalattain 函数 优化 的 约束 条 件 




































































































































































229 


为 (0 <= 0 和 ceq(x) = 0。 若 不 存在 边界 ， 则 设置 lb=[] 和 【或 ) ub=[ ]。 





@ Xx=fsgoalattain(fun, x0, goal, weight, A, b, Aeq, beq, lb, ub, nonlcon, … options) 用 options 中 











设置 的 优化 参数 进行 最 小 化 。 








@ X=fesoalattain(fun, x0, goal, weight, A, b, Aeq, beq, lb, ub, nonlcon, … options, P1, P2, …) 


将 问题 参数 P1, P2 等 直接 传递 给 函数 fan 和 nonlcon。 如 


nonlcon 和 options， 则 将 它们 设置 为 空 矩 阵 。 











@ [x, fval] = fgoalattain(.…) 返回 解 x 处 的 目标 函数 值 。 





果 不 需 要 参数 A, b, Aeq, beq, Ilb, ub， 





























@ [x, fval, attainfactor] = fgoalattain(...) 返回 解 x 处 的 目标 达到 因子 。 





@ [x, fval, attainfactor exitflag] = fgoalattain(...) 返回 


























exitflag 参数 ， 描 述 计算 的 退出 条 件 。 























@_ [x，fval，attainfactor，exitflag，output] = fgoalattain(...) 返 回 包含 优化 信息 的 输出 参数 


output。 


@ [x, fval， attainfactor exitflag, output, lambda] = fgoalattain(...) 返回 包含 拉 格 朗 日 乘 子 的 


lambda 参数 。 

















各 调用 格式 中 ，goal 变量 为 目标 希望 达到 的 向量 值 。 向 量 的 长 度 与 fan 函数 返回 的 目标 


















































数 正 相等 。fgoalattain 函数 试图 通过 使 向 量 环 的 值 最 小 化 来 达到 goal 参数 给 定 的 目标 。 
nonlcon 参数 计算 非 线性 不 等 式 约 束 ca) <=0 和 非 线 性 等 式 约束 cegCo)=0。nonlcon 函数 























是 一 个 包含 函数 名 的 字符 串 ， 该 函数 可 以 是 M 文件 、 内 
需要 输入 向 量 x, 返回 两 个 变量 
名 若 
































例如 ， 若 nonlcon=mycon'， 则 M 文件 的 形式 如 下 : 
function [crced]l = mycon (X) 
c =- ..  s 计算 x 处 的 非 线性 不 等 式 
ceq = ... ss 当 计算 x 处 的 非 线性 等 式 


























部 函数 或 MEX 文件 。nonlcon 函数 





X 处 的 非 线 性 不 等 式 向 量 c 和 处 的 非 线性 等 式 向 量 ceg 。 





若 约 束 函 数 的 梯度 可 以 计算 ， options.GradConstr 设 为 'on', 即 


options = optimset ('"GradqConstr' "on ') 
则 函数 nonlcon 也 必须 在 第 3 个 和 第 4 个 输出 变量 中 
GCeq。 注 意 ， 可 以 通过 核对 nargout 参数 来 避免 计算 GC 



































有 4 个 输出 














function [crcedrGCcrGCed]l = mycon (X) 
本 当 Xx 处 的 非 线性 不 等 于 
Cedi 三 -cot s x 处 的 非 线性 等 式 
1IfE nargout > 2 s 被 调用 的 nonlcon 函数 ， 
ee s 不 等 式 的 梯度 
GCeq = .……. s 等 式 的 梯度 
end 








输出 cO9) 的 梯度 GC 和 cegO9) 的 梯度 
和 GCeq。 





若 nonlcon 函数 返回 ma 元 素 的 向 量 c 和 长 度 为 于 的 x， 则 co 的 梯度 GC 是 一 个 mxzm 的 
抢 阵 ， 其 中 GCC 是 cO) 对 xD 的 偏 导数 。 同 样 ， 若 ceg 是 一 个 疡 元素 的 向 量 ， 则 cegGo) 的 梯 
度 Gceq 是 一 个 wxp 的 和 玫 阵 ， 其 中 GceqG 放 是 cegO) 对 xD 的 偏 导 数 。 

options 变量 为 优化 参数 选项 。 可 以 用 optimset 函数 设置 或 改变 这 些 选 项 ; 



















































































> DerivativeCheck- 一 比较 用 户 提供 的 导数 (目标 函数 或 约束 函数 的 梯度 ) 和 有 限 差分 导数 。 
> Diagnostics- 一 打印 将 要 最 小 化 或 求解 的 函数 的 诊断 信息 。 

> DifftMaxChange 一 变量 中 有 限 差 分 梯度 的 最 大 变化 。 

> DifftMinChange- 一 变量 中 有 限 差 分 梯度 的 最 小 变化 。 
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Display- 一 显示 水 平 。 设 置 为 off' 时 不 显示 输出 ; 设置 为 iter 时 显示 每 一 次 欠 代 的 输 
出 ， 设 置 为 final 时 只 显示 最 终结 果 。 
GoalExactAchieve 一 一 使 得 目标 个 数 刚 好 达到 ， 不 多 也 不 少 。 
GradConstr- 一 用 户 定义 的 约束 函数 的 梯度 。 
GradObj- 一 用 户 定 义 的 目标 函数 的 梯度 。 使 用 大 型 方法 时 必须 使 用 梯度 ， 对 于 中 型 方 
法 则 是 可 选项 。 
MaxFunEvals 一 三 数 评价 的 允许 最 大 次 数 。 
MaxIter- 一 冰 数 迭代 的 允许 最 大 次 数 。 
MeritFunction 一 一 如 果 设 为 multiobj'， 则 使 用 目标 达到 或 最 大 最 小 化 目标 函数 的 方法 。 
若 设置 为 singleobj'， 则 使 用 fmincon 函数 计算 目标 函数 。 
TolcCon 一 一 约束 矛盾 的 终止 容 限 。 
TolFun 函数 值 处 的 终止 容 限 。 
TolIX 一 一 x 处 的 终止 容 限 。 
weight 变量 为 权重 向 量 ， 可 以 控制 低 于 或 超过 fgoalattain 函数 指定 目标 的 相对 程度 。 当 
goal 的 值 都 是 非 零 值 时 ， 为 了 保证 激活 对 象 超过 或 低 于 的 比例 相当 ， 将 权重 函数 设置 为 
abs(goaD (激活 对 象 为 阻止 解 处 目标 改善 的 对 象 集合 )。 当 目标 值 中 的 任意 一 个 为 零 时 ， 设 置 
weight=abs(goal) 将 导致 目标 约束 看 起 来 更 象 硬 约束 ， 而 不 象 目标 约束 。 当 加 权 函 数 weight 为 
正 时 ，fgoalattain 函数 试图 使 对 象 小 于 目标 值 。 为 了 使 目标 函数 大 于 目标 值 ， 将 权重 weight 
设置 为 负 。 为 了 使 目标 函数 尽 可 能 地 接近 目标 值 ， 使 用 GoalsExactAchieve 参数 ， 将 fun 函数 
返回 的 第 1 个 元 素 作 为 目标 。 
attainfactor 变量 是 超过 或 低 于 目标 的 个 数 。 若 attainfactor 为 负 ， 则 目标 已 经 洪 出 ; 若 
attainfactor 为 正 ， 则 目标 个 数 还 未 达到 。 
其 他 参数 意义 可 以 参见 表 15-7 和 表 15-8。 
注意 : 当 特 征 值 为 复数 时 ， 本 问题 不 连续 ， 这 也 说 明了 为 什么 收敛 速度 很 慢 。 尽 管 原始 
方法 假设 函数 是 连续 的 ， 该 法 仍然 可 以 向 解 的 方向 前 进 ， 因 为 在 解 的 位 置 上 ， 没 有 发 后 不 连 
续 的 现象 。 当 对 象 和 目标 为 复数 时 ，fgoalattain 函数 将 试图 得 到 最 小 二 乘 意 义 上 的 目标 。 
多 目标 优化 同时 涉及 到 一 系列 对 象 。fgoalattain 函数 求解 该 问题 的 基本 算法 是 目标 达到 
法 。 该 法 为 目标 函数 建立 起 目标 值 。 多 目标 优化 的 具体 算法 在 前 面 进 行 了 详细 的 介绍 。 有 具体 
实现 过 程 中 ， 使 用 了 松弛 变量 y 作为 模糊 变量 同时 最 小 化 目标 向 量 FooO，goal 参数 是 一 系列 
目标 达到 值 。 在 进行 优化 之 前 ， 通 常 不 知道 对 象 是 否 会 达到 目标 。 使 用 权 向 量 weight 可 以 控 
制 究 竟 是 没有 达到 还 是 溢出 。 
fgoalattain 函数 使 用 序列 二 次 规划 法 (SQP)， 前 面 已 经 进行 了 比较 多 的 介绍 。 算 法 中 对 于 
一 维 搜索 和 Hess 托 阵 进行 了 修改 。 当 有 一 个 目标 函数 不 再 发 生 改 善 时 ， 一 维 搜索 终止 。 修 改 
的 Hess 托 阵 借助 于 本 问题 的 结构 ， 也 被 采用 。 
attainfactor 参数 包含 解 处 的 y 值 。y 取 负 值 时 表示 目标 溢出 。 
目标 函数 必须 是 连续 的 。fgoalattain 函数 将 只 给 出 局 部 最 优 解 。 
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19.3 ”应 用 实例 




















【 例 19-1】 茶 化 工矿 拟 生 产 两 种 新 产品 A 和 B, 其 生产 设备 缆 用 分 别 为 : A，2 万 元 / 吨 ; 
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B，5 万 元 / 吨 。 这 两 种 产品 均 将 造成 环境 污染 ， 






































吨 ， 而 市 场 需要 这 两 种 产品 的 总 量 每 月 不 少 于 














场 需要 的 前 提 下 ， 使 设备 投资 和 公害 损失 均 达 最 小 。 该 工厂 决策 认为 ， 这 两 个 目标 








染 应 优先 考虑 ， 设 备 投资 的 目标 值 为 20 万 元 ， 


























这 个 问题 可 表达 为 多 目标 优化 问题 : 











min 万 (z) 


2 














function f=myfun (X) 
E(L1)=2xX(1)+5*xXx(2) 
E(2)=4x*X(1)+Xx(2); 







































































设 由 公害 所 造成 的 损失 可 折算 为 : A，4 万 元 / 


吨 ，B，1 万 元 / 吨 。 由 于 条 件 限 制 ， 工 三 生产 产品 A 和 B 的 最 大 生产 能 力 各 为 每 月 5 吨 和 6 





7 吨 。 试 问 工 三 如何 安排 生产 计划 ， 在 满足 市 


























环境 污 








公害 损失 的 目标 为 12 万 元 。 
设 工 厂 每 月 生产 产品 A 为 X1 号 ， 了 B 为 X2 呈 ， 设备 投资 费 为 万 (0)， 公害 损失 费 为 记 o0， 则 























=2XI 十 9X2 


min 户 (xz)=42 十 2 
局 委 5 

入 6 

Xi + 之 7 

JAD 过 0 


首先 需要 编写 目标 函数 的 M 文件 optl9_1lo.m， 返 回 目标 计算 值 

















给 定 目标 ， 权 重 按 目 标 比例 确定 ， 给 出 初 值 


goal=[20 12]:; 
weight=[20 12]，; 
XO=[2 5]; 


给 出 约束 条 件 的 系数 
太 二 | 寺 .020: 汪汪 二 下 7 二 了 这 
bp=[5 6 -7]:， 
Jpb=zeros (2，1) 


[xfvalvattainfactorrexitf1lag] 
































fgoalattain (Gopt19_ 1ovxovgoalvweightyArbv [lj，[]v， lb，r]) 


计算 结果 为 
这 4 二 
2.9167 4.0833 
fval = 
26.2500 15.7500 
attainfactor 三 
0.3125 


exXitfladg = 
工 





故 工厂 每 月 生产 产品 A 为 2.9167 吨 ，B 为 4.0833 轩 
值 分 别 为 26.2500 万 元 和 15.7500 万 元 。 达 到 因 











【 例 19-2〗 。 某 广 生产 两 种 产品 A 和 B， 已 知 生产 A 产品 
品 100kg 需 10 个 工时 。 假 定 每 日 可 用 的 工时 数 为 40， 且 希望 不 雇 临 时 工 ， 也 不 加 班 生产 。 这 

















E。 设 备 投 资费 和 公害 损失 费 的 目标 
子 为 0.3125， 计 算 收敛 。 


100kg 需 8 个 工时 ， 生 产 B 产 





























两 种 产品 每 100kg 均 可 获 利 100 元 。 此 外 ， 有 
何 安排 生产 计划 ? 
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个 顾客 要 求 每 








供应 B 种 产品 600kg。 间 应 如 








设 生 产 A,，B 两 种 产品 的 数量 分 别 为 zi 和 关 ( 均 以 100kg 计 )， 为 了 使 生产 计划 比较 合 
理 ， 要 求 用 人 尽量 少 ， 获 利 尽 可 能 多 ， 另 外 B 种 产品 的 产量 尽量 多 。 由 题 意 建 立 下 面 的 
数学 模型 















































min zl = 8X 十 10xX> 
maxz, =1002% 二 10072 
max z3 = 
8x +10x 受 40 
六 二 6 


7XD 0 














首先 需要 编写 目标 函数 的 M 文件 opt19_2o.m， 返 回 目标 计算 值 
function fE=myfun(X) 
f(1)=8#X(1)+10xX(2) 7 
fE(2)=-100#xX(1) -100x#xX(2) 7 
E(3)=-X(2) 7 

给 定 目标 ， 权 重 按 目 标 比例 确定 ， 给 出 初 值 
goal=[40 -800 -6]， 
weight=[40 -800 -6]; 

XO=[2 2]:; 

给 出 约束 条 件 的 系数 

A=[8 10;0 -1]， 

b=[40 -6]， 

Jp=Zzeros (2，1) ， 

options=optimset ('MaxEunEvals'y， 5000); ss 设置 函数 评价 的 最 大 次 数 为 5000 次 

[xfvalyrattainfactorrexitflag] = .… 

fgoalattain(eopt19_ 2ovxoygoalrweightyArb[]j，[]jv， lp，[]，[]，options) 


计算 结果 为 
这 到 
2.0429 ”1.9458 









































































































































fval = 
35.8007 -398.8648 -1.9458 
attainfactor = 
-0.0646 
exXitfladg = 
0 














经 过 5000 次 迭代 以 后 ， 生 产 A，B 两 种 产品 的 数量 各 为 204.29Kkg 和 194.58kg。 

【 例 19-3】 某 工 厂 因 生产 需要 欲 采 购 一 种 原材料 ， 市 场 上 的 这 种 原料 有 两 个 等 级 ， 甲 级 
单价 2 元 /kg， 乙 级 单价 1 元 /kg。 要 求 所 花 总 费用 不 超过 200 元 ， 购 得 原料 总 量 不 少 于 100kg， 
其 中 甲 级 原料 不 少 于 50kg， 问 如 何 确定 最 好 的 采购 方案 。 

设 z、 和 2 分 别 为 采购 甲 级 和 乙 级 原料 的 数量 (kg)， 要 求 采 购 总 费用 尽量 少 ， 采 购 总 习 
量 尽量 多 ， 采 购 甲 级 原料 尽量 多 。 由 题 意 可 得 ; 
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2 233:* 


min zl 一 22 十 X2 
InaXZ2 三 XI 十 X2 
ImaxX z3 三 力 
2XI + 入 200 
X 十 2 之 100 
Xi 之 90 
Ji,X2 之 (0 


首先 需要 编写 目标 函数 的 M 文件 opt19_3o.m， 返 回 目标 计算 值 
function f=myfun (X) 

f(1)=2xXx(1)+ X(2) 7 

f(2)=-X(1)- X(2) 7 

E(3)=-X(1) ， 


给 定 目标 ， 权 重 按 目 标 比例 确定 ， 给 出 初 值 
goal=[200 -100 -50]; 
weight=[2040 -100 -50]; 
X0O=[55 55]， 
给 出 约束 条 件 的 系数 
A=[2 17-1 -17-1 0]， 
bp=[200 -100 -50]， 
bp=Zzeros (2，1) 


[xfvalvattainfactorrexitflag] = .… 
fgoalattain (Gopt19_ 3ovxorgoalvweightyArby [lj lb， [])， 


输出 计算 结果 
广 一 
50 50 
fval = 
150 -100 -50 
attainfactor = 
1.3235e-023 


exXitfladg = 
王 


所 以 ， 最 好 的 采购 方案 是 采购 甲 级 原料 和 乙 级 原料 各 50kg。 此 时 采购 总 费用 为 150 元 ， 
总 重量 为 100kg， 甲 级 原料 总 重量 为 SO0kg。 
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第 20 章 ”最 大 最 小 化 


20.1 算法 





通常 我 们 遇 到 的 都 是 目标 函数 的 最 大 化 和 最 小 化 问题 ， 但 是 在 某 些 情 况 下 ， 则 要 求 使 最 
大 值 最 小 化 才 有 意义 。 例 如 城市 规划 中 需要 确定 急救 中 心 、 消 防 中 心 的 位 置 ， 可 取 的 目标 函 
数 应 该 是 到 所 有 地 点 最 大 距离 的 最 小 值 ， 而 不 是 到 所 有 目的 地 的 距离 和 为 最 小 。 这 是 两 种 完 
全 不 同 的 准则 ， 在 控制 理论 、 逼 近 论 、 决 策 论 中 也 使 用 最 大 最 小 化 原则 。 

最 大 最 小 化 问题 的 数学 模型 为 
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Iminmaxi 已 (X 
人 


cz) 和 0 

cedg(XY)=0 

47x 入 1 

4eqg'xY=pe9 

肋 乏 xx 过 11 
式 中 六 及 bed 且 和 码 为 向 量 , 4 和 4ey 为 矩阵 ，cG), cegCo) 和 Fe) 为 函数 ， 返 回 向 量 。Foo)， 
cGo0) 和 cegG) 可 以 是 非 线性 函数 。 

MATILAB 优化 工具 箱 中 采用 序列 二 次 规划 法 求解 最 大 最 小 化 问题 。 


20.2 ”有 关 函 数 介 绍 


fminimax 使 多 目标 函数 中 的 最 坏 情 况 达 到 最 小 化 。 给 定 初 值 估 计 ， 该 值 必须 服从 一 定 的 
约束 条 件 。 其 调用 格式 为 : 

@ X= fminimax(fun,x0O) 初 值 为 x0， 技 到 fon 函数 的 最 大 最 小 化 解 x。 

@ X= fminimax(fun,x0,A,b) 给 定 线性 不 等 式 A*sx <=b， 求 解 最 大 最 小 化 问题 。 

e@ X= fminimax(fun,x,A,b,Aeq,beq) 给 定 线性 等 式 ，Aeq*x = beq， 求 解 最 大 最 小 化 问题 。 
如 果 没 有 不 等 式 存在 ， 则 设置 A=[]、b=[ ] 。 

e@ Xx = fminimax(fun,x,A,b,Aeq,beq,lb,ub) 为 设计 变量 定义 一 系列 下 限 lb 和 上 限 ub， 使 得 
总 有 1lb <=x<=ub。 

e@ x = fminimax(fun,x0,A,b,Aeq,beq,Ib,ub,nonlcon) 在 nonlcon 参数 中 给 定 非 线性 不 等 式 约 
束 c00 或 等 式 约 束 cegC0，fminimax 函数 要 求 co <= 0 且 ceq(Cx) = 0。 若 没有 边界 存在 ， 则 设 
置 lb=[] 和 【或 ) ub=[]。 

e@ x= fminimax(fun,x0,A,b,Aeq,beq,lb,ub,nonlcon,options) 用 options 给 定 的 参数 进行 优化 。 

e@e x = fminimax(fun,x0,A,b,Aeq,beq,Ib,ub,nonlcon,options,P1,P2,….) 将 问题 参数 P1, P2 等 直 
接 传 递 给 函数 fan 和 nonlcon。 如 果 不 需 要 变量 A,b, Aeq, beq, lb, ub, nonlcon 和 options 则 将 它 
们 设置 为 空 矩 阵 。 
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[x,fval] = fminimax(...) 返回 解 x 处 的 目标 函数 值 。 
[x,fvalmaxfval] = fminimax(.….) 返回 解 x 处 的 最 大 函数 值 。 
[x,fvalmaxfval,exitflag] = fminimax(.…) 返回 exitflag 参数 ， 描 述 函数 计算 的 退出 条 件 。 
[x,fvalmaxfval,exitflag,output] = fminimax(...) 返回 描述 优化 信息 的 结构 输出 output 参数 。 
@ [x,fvalmaxfval,exitflag,outputlambda]l = fminimax(..) 返回 包含 解 x 处 拉 格 朗 日 乘 子 的 
lambda 参数 。 
调用 格式 中 的 maxfval 变量 为 解 x 处 函数 值 的 最 大 值 ， 即 ，maxfval = max{ffun(x)} 。 
fminimax 函数 使 用 序列 二 次 规划 法 (SQP) 进 行 计 算 。 对 一 维 搜索 法 和 Hess 托 阵 的 计算 进 
行 了 修改 。 在 一 维 搜索 中 ， 将 精确 目标 函数 和 另外 目标 函数 一 起 使 用 。 当 有 一 个 目标 函数 不 
再 发 生 改 善 时 ， 一 维 搜索 终止 。 修 改 的 Hess 和 矩阵 借助 于 本 问题 的 结构 ， 也 被 采用 。 
使 用 fminmax 函数 时 需要 注意 下 面 几 个 问题 ; 
(1) 在 options.MinAbsMax 中 设置 尺 最 大 绝对 值 最 小 化 了 的 目标 数 。 该 目标 应 该 放 到 环 
的 第 1 个 元 素 中 去 。 例 如 ， 考 虑 上 面 的 问题 ， 需 要 找到 x 值 ， 使 下 式 的 最 大 绝对 值 最 小 化 ; 
万 (, 户 (可 肪 (9, 万 (万 (a] 
通过 调用 fminimax 函数 来 求解 
x0 = [0.1; 0.1]; ss 设置 初 什 


opPtions = optimset ('" MinAbsMax'v5)， ss 使 最 大 绝对 值 最 小 化 
[xfval] = fminimax (funrxor []jv，[]jv， vv vvroptions)， 


经 过 7 次 友 代 以 后 ， 得 到 问题 的 解 


又 





























































































































































































































一 -一 






































4.9256 
2.0796 
fval = 
引 235673052396” 一 68357 470052 = 二 059948 


《2) 当 提 供 了 等 式 约 束 并 且 在 二 次 子 问 题 中 发 现 并 剔除 了 因 变 等 式 时 ， 则 在 过 程 标题 中 
打印 dependent 字 样 ( 当 输 出 选项 设置 为 options.Display='iter)。 因 变 等 式 只 有 在 等 式 连续 的 情 
下 才 被 剔除 。 若 系统 不 连续 ， 则 子 问题 不 可 行 并 且 在 过 程 标题 中 打印 infeasible 字 样 。 

另外 ， 要 求 目标 函数 必须 连续 ， 否 则 fminimax 函数 有 可 能 给 出 局 部 最 优 解 。 

























































































愉 洗 

















20.3 ”应 用 实例 


【 例 20-1〗】 定位 问题 。 
设 某 城市 有 某 种 物品 的 10 个 需求 点 ， 第 字 个 需求 点 忆 的 坐标 为 〈ap 六) ， 道 路 网 与 坐标 
轴 平 行 ， 彼 此 正 交 。 现 打算 建 一 个 该 物品 的 供应 中 心 ， 且 由 于 受到 城市 某 些 条 件 的 限制 ， 该 
供应 中 心 只 能 设 在 x 界 于 [5，8]，y 界 于 [5，8] 的 范围 内 。 问 该 中 心 应 建 在 何 处 为 好 ? 
户 点 的 坐标 为 : 
dl 4 3 5 9 6 20 17 8 
pi2 10 8 1l81 4 5 1 8 9 
设 供应 中 心 的 位 置 为 〈x, y)， 要 求 它 到 最 远 需 求 点 的 距离 尽 可 能 小 。 由 于 此 处 应 采用 党 
道路 行走 的 距离 ， 可 知 用 户 户 到 该 中 心 的 距离 为 |x =- 好 +|> 一 吕 ， 从 而 可 得 目标 函数 如 下 : 
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min{ max [|x 一刀 |+|>y 一 祈 肌 
, 


xy 1] 私交 


约束 条 件 为 
X 之 $ 
X 巡 8 
y 二 $ 
7y 生 8 














首先 ， 编 写 一 个 计算 x 处 10 个 目标 函数 的 M 文件 opt20_lo.m。 
function 工 = myfun(Xx) 
s* 输 入 各 个 点 的 坐标 值 
站 三 [由 和 920 500 7 581 
bp=[2 108 181 4 5 直 0，28 9]27 
1) = abs(X(1)-a(1))+abs(X(2)-b( 
= abs(x(1)-al(2))+abs(X(2)-b( 
= abs(X(1)-al(3))+abps(X(2)-b( 
= abs(x(1)-al(4))+abs(X(2)-b( 
= abs(X(1)-a(5))+abps(X(2)-b( 
( ) ( 
( ) ( 
( ) 











了 


了 


了 


) ) 
) ) 
) ) 
) ) ; 
) ) ; 
) ) ; 
间 
) ) 
) ) 


页 


) 

) 

) 

) 

) = abs(xX(1)-a(6))+abs(X(2)-b 
) = abs(x(1)-a(7))+abs(X(2)-b 
) 

) 
0 


和 


工 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 


= abs(X(1)-a(8) )+abps (X(2)-b( 
= abs(xX(1)-a(9))+abs(x(2)-b(9 
) = abs(x(1)-a(10))+abs(x(2)-b(10) ); 


然后 ,输入 初 值 、 约 束 条 件 并 调用 优化 过 程 进 行 计算 ; 


了 


Fi 















































x0 = [6; 6]); s 提供 解 的 初 值 
AA=[-1 0 

4: 刘 

0 一 

0 1]; 


bb=[-57 8 -57 8]; 
[xfval] = fminimax (aopt20_1ovx0,AAy bb) 


计算 结果 为 : 


又 





8 
8 
fval = 
13 6 避 13 8 8 号 14 9 工 
可 见 ， 在 限制 区 域内 的 东北 角 设 置 供应 中 心 可 以 使 该 点 到 各 需求 点 的 最 大 距离 最 小 。 最 
小 的 最 大 距离 为 14 个 距离 单位 。 
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第 21 章 ” 半 无 限 问题 


21.1 基本 数学 原理 


半 无 限 约束 问题 的 数学 模型 如 下 所 示 : 
min /xz) 
cz) 芝 0 
ced(x)=0 
4 入 1 
4eq'x=peq 
用 乏 Y 过 210 
开 i(xz,ViD) 委 0 
开 )(xz,) 入 0 


开 , (xz,W) 入 0 
其 中 ，z, 0, peg, 厂 和 砚 为 向 量 ，4 和 4eg 为 矩阵 , coo, ceg00 和 恺 Ge 为 返回 向 量 的 函 
数 。/oo) 为 返回 标量 的 函数 。Foo),cGo) 和 ceg(Co) 可 以 是 非 线性 函数 。 向 量 〈 或 矩阵 ) KiGcopD)s0 
即 为 半 无 限 约 束 ， 它 是 x 和 其 他 变量 W ,ww,. 凡 ,的 连续 函数 。 Wi , 孙 ，, 变量 的 最 大 长 度 
为 2。 
MATILAB 优化 工具 箱 采 用 二 次 、 三 次 混合 插值 法 结合 序列 二 次 规划 法 〈《SQP) 进行 问题 
求解 。 


21.2 ”有 关 函 数 介 绍 


j fseminf 函数 求 半 无 限 约束 多 变量 非 线性 函数 的 最 小 值 。 其 调用 格式 为 : 
@ fseminf 函数 求 几 个 变量 半 无 限 约束 标量 函数 的 最 小 值 ， 初 值 给 定 。 目 标 是 使 Ko 最 小 
化 。 因 为 不 可 能 计算 所 有 的 可 能 值 ， 所 以 必须 选择 一 个 区 域 ， 在 它 上 面 计 算 样 本 数据 集 。 

@ X= fseminf(fun, x0, ntheta, seminfcon) 初 值 为 xX0， 求 约束 条 件 为 ntheta， 半 无 限 约 束 为 
seminfcon 的 fun 函数 的 最 小 值 。 
@ X= fseminf(fun, x0, ntheta, seminfcon,A,b) 该 函数 试图 满足 线性 不 等 式 Axx <= b。 

e@ Xx = fseminf(fun，x0，ntheta，seminfcon，A, b，Aeq, beq) 在 上 面 的 基础 上 添加 线性 等 式 
Aeq#*x = bedq。 当 没有 不 等 式 存在 时 ， 设 置 A=[]、b=[ ]。 

e@ X= fseminf(fun, x0, ntheta, seminfcon,A, b, Aeq, beq, lb, ub) 定义 设计 变量 x 的 一 系列 下 
界 l]b 和 上 界 ub, 使 得 总 有 lb <=x<=ub。 

e@ X= fseminf(fun, x0, ntheta, seminfcon, A, b, Aeq, beq, lb, ub, options) 用 options 结构 指定 
的 优化 参数 进行 最 小 化 。 
















































































































































































"。 238。 


e@ x= fseminf(fun, x0, ntheta, seminfcon, A, b, Aeq, beq, lb, ub, options, P1, P2,…) 将 问题 参 
数 P1、P2 等 直接 传递 给 函数 ftn 和 seminfcon。 若 变量 A, b, Aeq, beq, ]b, ub 和 options 不 需要 
则 将 它们 设置 为 空 矩 阵 。 

@ [x, fval] = fseminf(...) 返回 解 x 处 的 目标 函数 值 。 

@ [x, fval, exitflag] = fseminf(...) 返回 描述 退出 条 件 的 exitflag 参数 。 

e@ [x, fval， 同 exitflag, output] = fseminf(.…) 返回 包含 优化 信息 的 输出 参数 output。 

@ [x, fval, exitflag, output, lambda] = fseminf(...) 返回 包含 解 x 处 拉 格 朗 日 乘 子 的 lambda 




































































各 调用 格式 中 ，ntheta 参数 为 半 无 限 约束 的 个 数 。options 参数 为 优化 参数 选项 ， 有 以 下 























> DerivativeCheck 比较 用 户 提 供 的 导数 〈 梯 度 ) 和 有 限 差 分 导数 。 
> Diagnostics 打印 待 最 小 化 或 竺 求解 函 数 的 诊断 信息 。 
> DifftMaxChange 变量 有 限 差 分 的 最 大 变化 。 

> DifftMinChange 变量 有 限 差 分 的 最 小 变化 。 

> Display 显示 水 平 。 设 置 为 "off 时 不 显示 输出 ; 设置 为 iter 时 显示 每 一 步 欠 代 过 
程 的 输出 ;设置 为 final 时 显示 最 终 的 友 代 结果 。 
> GradObj 用 户 定义 的 目标 函数 的 梯度 信息 。 对 于 大 型 算法 ， 必 须 提 供 梯 度 ， 对 于 
中 型 算法 ， 梯 度 则 是 可 选项 。 
> MaxFunEvals 函数 评价 的 最 大 次 数 。 





















































































































































> MaxIter 函数 欠 代 的 允许 最 大 次 数 。 
> TolCon 约束 矛盾 的 终止 容 限 。 
> TolFun 函数 值 的 终止 容 限 。 














> TolX 一 一 解 x 

seminfcon 参数 计算 非 线 性 不 等 式 向 量 c， 非 线性 等 式 癌 量 ceg 和 ntheta 半 无 限 约 束 〈 回 
量 或 矩阵 ) K1, K2,…, Kntheta。seminfcon 参数 是 一 个 包含 函数 名 的 字符 串 ， 该 函数 可 以 是 M 
文件 、 内 部 文件 或 MEX 文件 。 例 如 ， 若 seminfcon=myinfcon'， 则 M 文件 myinfcon.m 有 下 面 
的 形式 ; 


























function [crcedrK1L， K2，...rKnthetarS]l = myinfcon (XrS) 
s 初始 化 样本 区 间 
if isnan(S(1v，1))， 















































汪 : 人 人 ss S 有 ntheta 行 、2 列 
enda 
WwW1 = s 计算 样本 集 
W2 = s 计算 样本 集 
wntheta = ... ss 计算 样本 集 
下 和 二 s xx 和 w 处 的 一 阶 半 无 限 约 束 
六 2 s x 和 w 处 的 二 阶 半 无 限 约 束 
Kntheta = ... sx 和 w 处 的 最 后 一 阶 半 无 限 约束 
全 ss 计算 x 处 的 非 线性 不 等 怪 
BE 于 -5 s 计算 x 处 的 非 线 性 等 式 
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S 为 建议 的 样本 区 间 ， 它 可 能 会 被 利 月 
和 ced 返回 空 矩 阵 。 
向 量 或 矩阵 Ri KR2, ,Kateta 包含 分 别 为 样本 集 
的 半 无 限 约 束 。 两 个 列 矩 阵 $ 包含 w， … wntheta 值 的 建议 的 样本 区 间 ， 
开 2, … , 开 7tetl。S 和 阵 的 第 ; 行 包含 轩 作 克 的 样本 区 间 。 当 克 为 向 量 
列 可 以 都 为 零 )。 当 态 为 一 矩阵 时 ，$SG，2) 用 于 对 瓦 中 的 行进 行 取样 ， 
取样 区 间 。 第 一 次 友 代 ，8 为 空 值 ， 所 以 有 些 初始 取 林 

其 他 参数 的 意义 可 以 参见 表 15-7 和 表 15-8。 

困 数 使 用 二 次 和 三 次 混合 插值 法 估计 半 无 限 约束 范围 
系列 约束 提供 给 SQP 法 ， 就 像 在 fmincon 函数 中 所 做 的 一 样 。 
乘 子 被 重新 分 配 到 新 的 约束 集合 ， 
建议 计算 取样 区 间 时 使 用 内 播 峰值 和 峰值 之 间 的 差 人 
线 外 推 和 与 曲线 中 其 他 点 比较 而 被 考虑 。 当 峰值 
使 用 fseminf 函数 时 需要 注意 下 面 一 些 问题 
seminfcon 参数 中 设置 的 建议 取样 区 间 S 可 
他 不 是 建议 值 的 值 可 能 会 
极 小 值 的 明显 变化 ， 其 中 的 Ww; 是 允许 变化 的 。 
目标 函数 和 约束 函数 ， 以 及 半 无 限 约 束 函 数 必 须 为 x 和 的 连 
能 只 给 出 局 部 最 优 解 。 

页 不 可 行 时 ，fseminf 函数 试图 使 最 大 的 约束 


> 当 问 题 
21.3 应 用 实例 





目 ， 也 可 能 不 被 利用 。 久 




















的 独立 变量 VW1，VW2，. 







































































区 间 必 须 由 seminfcon 

















fseminf 式 























内 的 峰值 。 
当 约束 的 数 











































































































估计 插值 点 的 数 
接近 约束 边界 时 ， 










































































三 





和 | 
家 训 


























被 计算 过 程 





的 优化 方 



































Y 


车 续 范 


函数 。 








值 最 小 化 。 














【 例 21-1】 一 维 问题 。 


























假设 有 下 面 的 函数 : 
FOODO= (Oo 一 0.3)7 +(Oo 一 0.3)7 +(x 一 0.3)” 
式 中 
Kx Wi)=Sin(Ww2zi)cos(CWwx2 ) (COw -50) -sin0wz)-2 入 1 
天 (zwW)=Sin(W2xX )cos(Ow2xp ) 辣 二 (wm -50) 一 sin0wx) 一 和 1 
w1 和 妇 有 下 面 的 约束 ; 
1 私 W1 一 芭 100 


1 科 Ww, 和 受 100 

















.. Wntheta 进行 总 
它们 
得 时 ， 只 用 SG 疙 (第 2 
SG,1) 被 月 


建议 的 取样 


1 果 没 有 此 约束 存在 ， 将 为 c 

















价 
评价 Ri， 

















用 对 











旧作 玉 中 列 的 
参数 来 决定 。 


峰值 用 于 组 成 一 
改变 时 ， 拉 格 肯 





。 内 插 效 果 通 过 
区 间 变 窗 了 。 

















法 改变 , 因 





因为 





更 有 效 或 更 稳健 。 所 以 ， 计算 天 ,Cow ) 时 ， 只 要 不 引起 局 部 





fseminf 函数 可 


注意 : 这 里 半 无 限 约 束 是 一 维 向 量 。 因 为 约束 条 件 必 须 写 为 有 (xm) 入 0 的 形式 ， 故 需要 
对 约束 做 如 下 计算 。 
首先 ， 写 一 个 M 文件 opt21_1lo.m， 计 算 目 标 函 数值 。 



































function 荆 = myfun (人 
s 目标 函数 
E = Sum((X-0.2).^2) ; 


X S) 




















然后 ， 编 写 M 文件 op21_1lcm， 计 算 非 线性 等 式 约 束 和 非 线性 不 等 式 约束 ， 
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以 及 半 无 限 





约束 : 
function [crcedrK1L，K27sS] = mycon(Xrs) 
s* 初始 化 样本 区 间 
1fE isnan(s(1v 1))， 
SEOS2T0700.52220 





enda 

s 样本 集 

wL = 1:s(1， 1):100; 
w2=1:s(2，1):100; 





s 半 无 限 约束 

K1 = sin(wlxx(1)).*cos(wLx*x(2))-1/1000* (w1-50) .^2 -... 
Sin(wL*x(3))-X(3)-17 

K2 = Sin(w2xx(2)).*cos(w2x*x(1))-1/1000* (w2-50) .^2 -... 
Sin(w2x*x(3))-X(3)-17 














ss 无 约束 
cC= []， ceq=[]; 
s 绘制 半 无 限 约束 图 
Plot (w1，K1，-"，， w2，K2，:')vtitle('"Semi-inftinite constraints' ) 
Qrawnow 
然后 调用 优化 过 程 : 
x0 = [0.5; 0.2; 0.3]; s 给 初 值 














[xfval] = fseminf (Gopt21_ 1o，x0，2，Qopt21_1c) 
经 过 8 次 欠 代 以 后 ， 得 到 问题 的 解 


二 





0.6673 
0.3013 
0.4023 


解 处 的 函数 值 和 半 无 限 约 束 的 最 大 值 为 
fval = 
0.0770 
[cvcedvK1LvK2] = opPt28_1l1c(xrNaN) ; 
max (K1) 





ans 王 
三 Do00 二 
max (K2) 
ans 王 
-0.0845 


生成 半 无 限 约 柬 图 ， 如 图 21-1 所 示 。 
该 图 演示 了 约束 边界 上 两 个 函数 如 何 达 到 峰值 。 
myconm' 文件 内 部 的 绘图 语句 将 使 计算 速度 降低 ， 史 除 它 可 以 加 快速 度 。 
【 例 21-2】〗 二 维 问题 。 
该 问题 的 数学 模型 为 
Fxz)=(O0--0.3) +(Oo 一 0.53)7+(00 一 0.3) 
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SerDi-infinite cnstraints 











图 21-1 一 维 问题 的 半 无 限 约束 图 











式 中 





(COw 一 50)” 一 sin(10w 2 ) 一 2 十 … 


1 
天 (X,W)=Si oS(10 
1(0Z,W) = 一 Sin(Wi2 )coS(LOWw2X2 ) 1000 





1 
Sin(W2xo ) coSs(CW2 ) 0 (ww -50) 一 sin(0wsx) 一 2 入 1.5 


w1 和 如 有 下 面 的 约束 : 
1 委 w 科 100 
1 入 则 和 100 
初始 点 为 x=[0.2 0.2 0.2]。 
注意 半 无 限 约束 是 二 维 的 ， 即 为 矩阵 。 
首先 ， 将 上 例 中 的 M 文件 opt21_1o.m 再 用 一 遍 。 
第 2 步 ， 为 约束 条 件 编 号 M 文件 opt21_2c.m: 
function [c cedqd，Klvs] = mycon (xx S) 
s 初始 化 取样 区 间 
1fE isnan(s(1，1))， 
SsS= [2 2]; 
























































机 下 区: 三 二 SS ( 玉 芋 0 人 二 人 0 
wlyY= 1: S(1，2):100)， 


[wxrwy]=meshgrid(w1LxrwLY) ; 


MD oO 


5 半 无 限 约 束 

K1L=sin(wxxX(1)) .xcos (wyx*X(2))-1/1000* (wxX-50) .^2 --... 
Sin(wxr*Xx(3))-X(3)+Sin(wyxx(2)) .xcos (WwWXx*X(1)) 一 ... 
1/1000*x (wy-50) .^2-sin(wyxx(3))-X(3)-1.5); 

s 无 有 限 非 线性 约束 

c=[]7 cedq=[])， 

s 网 格 图 

mesh (KL) 


title('"Semi-infinite constraint " ) 
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QFrawnow 


下 一 步调 用 优化 过 程 (M 文件 为 opt21_2.m) 
x0 = [0.25，0.25，0.25];) s 初 值 
[xfval] = fseminf(Geopt21_1orx0, laQopt21_2c) 


经 过 7 次 迭代 以 后 ， 得 到 问题 的 解 : 
又 = 
0.2081 0.2066 0.1965 
[c，cedq， K1L] = opt28_2c(X， NaN) ; 


解 二 处 的 函数 值 和 半 无 限 约 束 的 最 大 值 为 


fval = 
1.2066e-04 
max (max (K1) ) 
ans 一 
-0.0262 


生成 网 格 岁 如 图 21-2 所 示 。 


几 0 多 CA 
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NI RN 人 
RN 
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人 
人 
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0 | | 
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图 21-2 二 维 问题 的 半 无 限 约 束 图 
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第 22 章 ，” 最 小 二 乘 问题 


22.1 算法 


最 小 二 乘 问题 可 用 下 式 表 达 : 
min Fo = 工 |Ccj 有 = 工科 严 (o)? 
注 丰 再 2 2 1 





此 类 问题 在 实际 应 用 中 很 常见 ， 特 别 是 进行 数据 拟 合 、 非 线性 参数 估计 时 。 最 小 二 乘 问 
题 的 常用 解法 有 Gauss-Newton 法 和 Levenberg-Marquardt 法 。 











1.， Gauss-Newton 法 
该 法 通过 在 每 一 次 友 代 中 求解 下 列 线性 最 小 二 乘 问题 来 获得 搜索 方向 w。 


minlyCxzoe 一 严 (ze 站 
ER 









































搜索 方向 丰 可 以 用 于 一 维 搜索 ， 以 保证 每 一 次 迭代 都 使 函数 Ko 减 小 。 

图 22-1 演示 了 采用 Gauss-Newton 法 求解 Rosenbrock 函数 最 小 化 问题 的 路 径 。 该 法 只 用 

了 48 次 欠 代 即 完成 计算 。 
Gauss-Newton 法 有 时 会 出 现 扎 阵 求 逆 的 困难 或 出 现 假 收 和 敛 的 情况 。 用 Levenberg- 

Marquart 法 可 以 解决 此 问题 。 


















































图 22-1 Gauss-Newton 法 的 搜索 路 径 


2. Levenberg-Marquart 法 《又 称 阻 尼 最 小 二 乘法 ) 
该 法 用 下 式 求 搜索 方向 : 
CC TCD+ADda =-7CzDECcn) 
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式 中 不 为 阻尼 因子 ， 它 可 以 控制 到 的 大 小 和 方向 。 当 M=0 时 ， 即 为 Gauss-Newton 法 。 当 
办 一 ce 时 ， 趋 于 零 向 量 ， 即 为 最 速 下 降 法 。 因 此 ， 只 要 给 一 个 足够 大 的 么 ，FgordbxFGCD 就 
始终 为 真 。 因 此 ， 即 使 是 遇 到 影响 Gauss-Newton 法 有 效 性 的 病态 二 次 项 ， 也 可 以 通过 阻尼 因 
子 从 来 进行 控制 。 
因此 ，Levenberg-Marquart 法 给 出 的 是 介 于 Gauss-Newton 法 和 最 速 下 降 法 之 间 的 搜索 方 
向 。 图 22-2 是 该 法 的 演示 ， 它 用 了 90 次 迭代 运算 ， 介 于 Gauss-Newton 法 的 48 次 和 最 速 下 
降 法 的 1000 次 之 间 。 

















一 












































图 22-2 ”Levenberg-Marquart 法 的 搜索 路 径 


22.2 ”线性 最 小 二 乘 问题 


利用 左 除 〈“\”) 算 子 可 以 求解 线性 最 小 二 乘 问题 。 

如 果 4 为 平方 矩阵 ， 则 除了 算法 不 同 ，4\z2 与 inv(C4) 线 大 致 相当 。 如 果 4 是 一 个 了 X 
的 矩阵 ,， 妈 是 一 个 具有 半 个 元 素 的 列 向 量 或 具有 多 个 此 类 列 向 量 的 和 矩阵， 则 成 = 4\2 为 用 高 
斯 消 元 法 得 到 的 方程 4X=2 的 解 。 如 果 4 奇异 ， 则 会 给 出 警告 消息 。 

如 果 4 为 丈 X 关 的 矩阵 〈m 夫 z， 且 玉 为 具有 六 个 元 素 的 列 向 量 或 具有 多 个 此 类 列 向 量 
的 矩阵 ， 则 素 =4\2 为 等 式 系统 4 下 =2 的 最 小 二 乘 意义 上 的 解 。 


22.3 非 负 线性 最 小 二 乘 解 问题 


22.3.1 基本 数学 原理 


非 负 线性 最 小 二 乘 解 问题 的 数学 模型 为 
min5lcs -和 







































































X 二 0 


式 中 ， 和 矩阵 C 和 向 量 4& 为 目标 函数 的 系数 。 独 立 变量 向 量 x 要 求 非 负 。 
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22.3.2 ”有 关 函 数 介绍 


j lsqnonneg 函数 求 线性 问题 的 非 负 最 小 二 乘 解 。 其 调用 格式 为 : 

@ X=1lsqnonneg(C,d) 返回 向 量 x， 使 范 数 (C*x-d) 最 小 化 ， 约 束 条 件 为 x>=0。C 和 d 必 
须 为 实数 。 

@ Xx = lsqnonneg(C,d,x0) 若 所 有 的 x0>=0， 则 使 用 x0 为 初 值 ; 否则 使 用 默认 值 。 默 认 的 
初 值 为 原点 〈 当 x0==[ ] 或 只 提供 两 个 输入 变量 时 也 使 用 默认 值 )。 

@ Xx=1lsqnonneg(C,dx0,options) 用 options 结构 指定 的 优化 参数 进行 最 小 化 。 
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@ [x:Tesnorm] = lsqnonneg(.…) 返回 残 差 的 平方 范 数值 : norm(C*x-d)^2。 

@ [x;resnormuresidual] = lsqnonneg(.….) 返回 残 差 C*x-d。 

@ [x:Tesnormresidual,exitflag] = lsqnonneg(...) 返回 exitflag 参数 ， 描 述 退 出 条 件 。 

@ [x,resnormresidualexitflag,output] = lsqnonneg(.….) 返回 包含 优化 信息 的 输出 结构 output 
参数 。 





@ [x,Tesnormresidual,exitflag,outputlambda] = lsqnonneg(...) 返回 拉 格 朗 日 乘 子 lambda。 
各 参数 的 意义 可 以 参见 表 15-7 和 表 15-8。 

lsqnonneg 函数 使 用 的 算法 是 从 一 系列 可 能 的 基本 向 量 出 发 ， 计 算 相 关 的 对 偶 向 量 
lambda。 然后 选择 与 lambda 中 最 大 值 对 应 的 基本 向 量 并 将 它 剔 除 , 然后 将 下 一 个 值 交 换 进 来 。 
重复 此 过 程 ， 直 到 lambda <= 0。 

必须 注意 的 是 ， 非 负 最 小 二 乘 问题 是 有 约束 线性 最 小 二 乘 问题 的 一 个 子 集 ， 所 以 当 C 的 
行 数 比 列 数 多 时 ， 除 了 lambda = -lambda_lsqlin.ineqlin 外 ， 




























































































[xy zesnormr resiqual exitflagroutputy Lambdqa]l = LIsdqnonneg(Cyrd) 
等 价 于 
[m,n] = size(C) ，; 


[xzesnormr residqualexitflagroutputy LIambdqa_lsdqlin] = 
Sqlin(Ccrdr-eye(nrn)v zeros (nr1I) )，; 


对 于 大 于 20 阶 的 问题 , lsqlin 函数 比 lsqnonneg 函数 的 计算 速度 快 。 否则, 使 用 lsqnonneg 
函数 更 有 效 。 


22.3.3 ”应 用 实例 
【 例 22-1】 利用 下 面 的 4*2 问题 比较 无 约束 最 小 二 乘 解 和 lsqnonneg 函数 解 。 


























CE 

0.0372 0.2869 

0.6861 0.7071 

0.6233 0.6245 

0.6344 0.6170]:， 
Q= [ 

0.8587 

0.1781 

0.0747 

0.8405]:， 
[CAXdq，1Lsdnonnedg(Ccyd) ] 
ans = 


.246 。 


=2325627 0 

3.1108 0.6929 
[norm(Cx (CNXd) -qd) ，norm(Cx1sdqnonneg(Ccyrd)-dq) ] 
ans = 

0.6674 0.9118 


二 者 的 解 不 完全 吻合 ， 但 非 负 最 小 二 乘 解 没有 为 负 的 元 素 。 
22.4 有 约束 线性 最 小 二 乘 问 题 
22.4.1 基本 数学 原理 


有 约束 线性 最 小 二 乘 问题 的 数学 模型 为 
min5lcx 一 4 

















47x 入 1 
4eqg'Y=ped 
肋 乏 xx 迄 z11 


式 中 ，C,4 和 4ed 为 矩阵 ，d、2、zeg、 男 、 吧 和 xz 为 向 量 。 
22.4.2 ”有 关 函 数 介绍 


j lsqlin 函数 求解 有 约束 线性 最 小 二 乘 问题 。 调 用 格式 为 : 

e@ x=lsqlin(C, d,A, b) 求解 最 小 二 乘 意义 上 的 线性 系统 Cxx=d, 约束 条 件 为 A*x<=b, 其 
C 为 msn 的 矩阵 。 

e@ Xx=lsqlin(C, d,A,b,Aeq, beq) 加 上 等 式 约 束 Aeq*x = bed 以 后 求解 上 面 的 问题 。 如 果 没 
有 不 等 式 存在 ， 则 令 A=[]、b=[]。 

@ x=]lsqlin(C，d，A，b，Aeq,， beq, lb, ub) 为 x 定义 一 系列 下 界 卫 和 上 界 ub， 使 得 总 有 lb 
<=x<=ub。 当 没有 等 式 约 束 存在 时 , 令 Aeq=[ ]、beq=[ ].x=jlsqlin(C, d, A,b, Aedq, bedq, lb, ub, x0) 
设置 初 值 x0。 

e@ X=lsqlin(C, d, A,b, Aeq, beq, lb, ub, x0, options) 用 options 结构 指定 的 优化 参数 进行 最 
小 化 。 

@ [x, resnorm] = lsqlin(.) 返回 残 差 的 平方 范 数值 : norm(C*x-d)^2。 

@ [x, resnorm, residual] = lsqlin(...) 返回 残 差 Cxx-d。 

@ [x, resnorm, residual, exitflag] = lsqlin(.….) 返回 exitflag 参数 ， 它 包含 函数 的 退出 条 件 。 

@ [X, reSsnorm, residual，exitflag,， output] = lsdqlin(.…) 返回 与 优化 信息 有 关 的 结构 输出 参数 
output。 

@ [x, resnorm, residual, exitflag, output, lambda] = lsqlin(...) 返回 解 x 处 包含 拉 格 明日 乘 子 
的 lambda。 

各 参数 的 意义 可 参见 表 15-7 和 表 15-8。 

对 于 不 同 规模 的 问题 ，lsqlin 函数 分 别 使 用 不 同 的 算法 : 

> 大 型 优化 算法 一 一 当 优 化 问题 具有 上 界 或 具有 下 界 ， 即 没有 指定 线性 不 等 式 或 等 式 ， 
而 且 抢 阵 C 的 行 数 至 少 与 列 数 一 样 多 时 ， 默 认 的 计算 方法 是 大 型 优化 算法 。 该 法 是 一 
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另外 ， 在 使 
对 于 无 约束 问题 ， 应 该 有 
一 般 ，1lsqlin 函数 会 找到 
上 4eg 和 Bed 指定 等 式 约 束 ， 而 不 是 用 到 和 友 ， 将 会 得 到 更 好 的 数值 解 。 


三 


三 


三 


三 


三 


大 型 优化 问题 的 优化 代码 中 不 允许 日 


肪 2)==z28(2)， 则 给 出 下 列 出 错 消 息 : 






































如 果 月 






































以 解 有 关 。 









































种 基于 内 部 映射 牛顿 法 的 子 空 间 
统 得 到 的 近 1 
中 型 优化 算法 














置信 域 法 。 每 一 次 迭代 都 与 用 PCG 法 求解 大 型 线性 系 











lsqlin 函数 将 options.LargeScale 设置 为 "off', 或 者 当 给 出 了 线性 不 等 
式 或 等 式 以 后 ， 使 用 活动 集 方法 的 quadprosg 函数 。 它 首先 通过 求解 线性 规划 问题 来 找 


到 一 个 初始 可 行 解 。 
j lsqlin 函数 时 还 要 注意 下 面 这 些 问 题 : 





























日 、 进 


一 个 





局 部 解 。 











行 计算 : xz= 4\b。 




















大 型 优化 问题 ， 若 z0 不 是 严格 可 行 的 ,lsqlin 函数 将 选择 一 个 新 的 严格 可 行 的 初始 解 。 
若 x 的 某 些 元 素 没 有 上 界 或 下 界 , 则 lsqlin 函数 更 希望 码 或 到 的 对 应 元 素 被 设置 为 Inf 
或 -Inf， 而 不 希望 赋 一 个 很 大 的 数 给 z8 或 赋 一 个 很 小 的 负数 给 耳 。 











上 现 约 束 上 限 与 约束 下 限 相 等 的 情况 。 若 有 






































Equal upper and lower bounds not permitted in this large-scale method.Use eqduality 


constraints and the medium-scale method instead. 
此 时 ， 必 须 用 中 型 优化 算法 求解 等 式 约 束 问题 。 
对 于 中 型 优化 问题 ， 若 窍 阵 C, 4 或 4ed 为 稀 玻 窃 阵 ， 而 且 用 大 型 算法 不 能 解决 该 问题 ， 


则 lsqlin 函数 给 出 警告 ， 

















说 明 甸 














E 阵 将 被 转换 为 满 秩 矩阵 : 





Warning: This problem formulation not yet available for Sparse matrices.Converting to full 


to Solve 





当 解 不 可 行 时 ，1lsqlin 函数 给 日 





警告 消 ， 


T\。 


旧 : 


Warning: The constraints are overly Stringent;there is no feasible solution. 


本 例 中 ，lsqlin 生成 使 约束 矛盾 的 最 坏 程度 最 小 的 结果 。 




















当 等 式 约束 不 连续 时 ，lsqlin 函数 给 出 警告 ; 


Warning: The equality constraints are Overly Stringent;there is no feasible solution. 


22.4.3 ”应 用 实例 
求解 下 列 问 题 的 最 小 二 乘 解 。 
CIX=d 
4 入 D 
用 乏 YY 和 过 21 


【 例 22-2】 
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C=[ 


人 


.9501 
234 
.6068 
.4859 
.8912 


.0578 


.1620 
.4564 
.0185 
.8214 
.4447 


ee 


首先 输入 系数 矩阵 和 下 界 、 上 界 : 


.6153 
.7919 
.9218 
.7382 
.762 


5 


.4057 
.9354 
.9169 
.4102 
.8936]， 


.3528 
.8131 
.0098 
.1388]; 


0 


0.2027 0.2721 0.7467 0.4659 
0.1987 0.1988 0.4450 0.4186 
0.6037 0.0152 0.9318 0.8462]， 


D=[ 
05525 二 
0.2026 
0.6721]:; 
lb = -0.1xones(4，1); 


ub = 2xones(4，1)，; 

然后 调用 有 约束 线性 最 小 二 乘 过 程 : 
[xzesnormr residqualexitflagroutputy Lambdqa]l = ... 
LIsdlin(Cc，dq Ab r[ ]，[ ]，1lb，upb)，; 

输入 xlambda.ineqlin,lambda.lowenlambda.upper 得 到 


























X 一 
-0.1000 
-0.1000 

0.2152 
0.3502 
Jambdqa.inedcqlin = 
0 
0.2392 
0 
ambqa.1Iower = 
0.0409 
0.2784 
0 
0 
ambqa .uppPer = 
0 
0 


0 
0 


lambda 参数 中 的 非 零 元 素 指 示 了 解 处 的 活动 约束 。 本 例 中 , lambda.ineqlin 中 的 第 2 个 不 
等 式 和 lambda.lower 中 的 第 2 个 下 界 都 是 活动 约束 《〈 解 在 约束 边界 上 )。 


22.5 非 线性 最 小 二 乘 问题 


22.5.1 ”基本 数学 原理 


非 线 性 最 小 二 乘 问题 的 数学 模型 为 
min Fo) = 万 (e+ 户 ( + 二 万 (z) + 
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式 中 工 为 常数 。 
该 问题 主要 通过 Gauss-Newton 法 和 Levenberg-Marquardt 法 进行 求解 。 
22.5.2 ”有 关 函 数 介 绍 
j lsqnonlin 函数 求解 非 线性 最 小 二 乘 问题 ， 其 调用 格式 为 : 
@ 1sqnonlin 函数 求解 非 线 性 最 小 二 乘 问题 ， 包 括 非 线性 数据 拟 合 问题 。 
@ 不 仅仅 要 计算 目标 函数 Ao (平方 和 ), lsqnonlin 函数 还 需要 用 户 指 定 函 数 来 计算 向 量 
函数 













































































刀 (z) 
下 (0)=| 万 (2) 
记 () 
e 然后 ， 将 优化 问题 重新 写成 向 量 的 形式 ; 
min5lPeoE -7 


式 中 ，xY 为 一 向 量 ，FGe) 为 一 返回 向 量 值 的 函数 。 
@ Xx = lsqnonlin(fun, x0) 初 值 为 xX0， 求 fon 函数 的 最 小 平方 和 。fun 函数 将 返回 一 个 数值 
向 量 但 不 是 值 的 平方 和 。 
e@ X= lsqnonlin(fun, x0, lb, ub) 定义 一 系列 的 下 界 lb 和 上 界 ub， 使 得 总 有 lb <=Xx<= ub。 
@ X=]lsqnonlin(fun, x0, lb, ub, options) 用 Options 结构 指定 的 优化 参数 进行 最 小 化 。 
e@ X= 1lsqnonlin(fun, x0, lb, ub, options, P1, P2,) 将 问题 参数 P1、P2 等 直接 传递 给 fun 机 
数 ， 将 空 矩 阵 传 递 给 options 参数 作为 其 默认 值 。 
@ [x, resnorm] = lsqnonlin(...) 返回 x 处 残 差 的 平方 范 数值 : sum(fun(x).^2)。 
@ [x, resnorm residual] = lsqnonlin(...) 返回 解 x 处 的 残 差 值 fnhn(x)。 
@ _[x, resnorm, residual, exitflag] = lsqnonlin(.….) 返回 exitflag 参数 ， 描 述 函数 的 退出 条 件 。 
@ [X, Tesnorm, residual, exitflag, output] = lSqnonlin(.…) 返回 包含 优化 信息 的 输出 结构 参数 
output。 
@ _ [x, resnorm, residual, exitflag, output, lambda] = lsqnonlin(...) 返回 包含 x 处 拉 格 朗 日 乘 子 
的 结构 参数 lambda。 
@ [x, resnorm, residual, exitflag, output, lambda, jacobian] = lsqnonlin(.….) 返回 解 x 处 的 fun 
函数 的 雅 可 比 和 矩 阵 。 
各 参数 的 意义 可 参见 表 15-7 和 表 15-8。 
对 于 不 同 规模 的 问题 ，lsqnonlin 函数 使 用 不 同 的 算法 : 
> 大 型 优化 问题 一 默认 时 ,lsqnonlin 函数 将 选择 大 型 优化 算法 。 该 算法 是 基于 内 部 映射 
牛顿 法 的 子 空间 置信 域 法 。 算 法 的 每 一 次 友 代 步骤 都 涉及 到 用 PCG 法 求解 大 型 线性 系 
统 得 到 的 近似 解 
> 中 型 优化 算法 一 -sqnonlin 本 数 通过 将 options.LargeScale 设置 为 "of 来 使 用 
Levenberg-Marquardt 法 进行 一 维 搜索 。 可 通过 设置 options.LevenbergMarquardt 参数 来 
选择 Gauss-Newton 法 进行 一 维 搜索 。 设 置 的 具体 方法 是 将 options.LevenbergMarquardt 
设置 为 'off ( 且 options.LargeScale 设置 为 '"off)。 当 残 差 较 小 时 ， 使 用 Gauss-Newton 法 效 
果 更 好 ， 速 度 更 快 。 
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"2530。 

















默认 的 一 维 搜索 法 ， 如 将 options.LineSearchType 设置 为 quadcubic', 将 使 








合 插值 法 。 将 options.LineSearchType 设置 为 "cubicpoly'， 将 采用 三 次 多 项 式 插 值 法 进行 一 维 
































j 二 次 、 三 次 混 


























搜索 。 该 法 一 般 需 要 较 少 的 函数 评价 次 数 ， 但 需要 更 多 的 梯度 评价 次 数 。 这 样 ， 如 果 提 供 了 























梯度 信息 或 梯度 容易 求 得 ， 则 三 次 多 项 式 插值 是 一 个 更 佳 的 选择 。 
使 用 本 函数 时 需要 注意 下 面 的 问题 : 



































Y 





将 给 出 下 面 的 出 错 消息 : 


Equal upper and lower bounds not permitted. 





Y 


fminimax 函数 或 fgoalattain 函数 都 是 可 以 选择 的 方法 。 
目标 函数 必须 是 连续 的 。lsqnonlin 函数 可 能 只 会 给 出 局 部 最 优 解 。 




















Y 





Y 











部 分 。 
大 型 优化 问题 




















Y 








大 型 优化 问题 的 代码 中 不 允许 出 现 约束 上 界 和 约束 下 界 相 等 的 情况 ， 若 Ib(2)==ub(2)， 


lsqnonlin 函数 没有 等 式 约 束 ， 有 等 式 约 束 时 需要 用 另外 的 方法 。 此 时 ，fmincon 函数 、 


lsqnonlin 函数 只 用 于 实数 变量 。 当 x 为 复数 变量 时 ， 必 须 将 它 分 解 为 实数 部 分 和 虚数 


lsqnonlin 函数 使 用 大 型 方法 时 不 求解 待定 系统 : 它 需 要 方程 数 (如 ， 











下 的 元 素 个 数 ) 至 少 与 变量 的 个 数 相等 。 对 于 待定 系统 ， 将 使 用 中 型 算法 进行 求解 。 


























如 果 存 在 边界 条 件 ， 将 给 出 警告 信息 并 且 将 忽略 边界 条 件 对 问题 进行 求解 。 


























若 关 的 元 素 没 有 上 界 或 下 界 , 则 lsqnonlin 函数 更 希望 尼 或 也 的 对 应 元 素 设置 为 Inf 或 -Inf， 


而 不 希望 给 双 一 个 很 大 的 正 数 而 给 忆 一 个 很 小 的 负数 。 







































































目前 ， 若 在 fun 函数 中 没有 提供 解析 的 雅 可 比 和 矩阵 ， 选 项 参数 DerivativeCheck 将 不 能 与 


大 型 算法 一 起 使 用 以 比较 解析 的 雅 可 比 矩 阵 和 有 限 差分 得 到 的 雅 可 比 窍 阵 。 取 而 代 之 ， 应 该 






























































解 问题 。 


> 中 型 优化 问题 

















中 型 算法 中 要 求 没 有 边界 约束 。 






































个 特征 的 优化 问题 都 不 能 用 lsqnonlin 函数 求解 。 
22.5.3 ”应 用 实例 
【 例 22-3】〗】 求解 x， 使 下 式 最 小 化 : 
yo-+ 2K 一 e5 一 ee 人) 


K=1 








初 值 为 x= [0.3, 0.4] 。 





























函数 应 该 计算 向 量 值 函 数 。 
下 (00)=2+2K 一 ec 一 ee 
1=1.2…,10 ( 即 ， 下 应 该 有 大 个 元 素 )。 
首先 编写 一 个 M 文件 opt22_3o.m， 计 算 大 元 素 向 量 到 : 
function FE = myfun(Xx) 
Kk = 1:10); 
EE=2 + 2x*Kk-exp(Kx*rx(1))-exp(kxx(2)): 


然后 调用 优化 过 程 : 







































































| 于 大 型 算法 不 能 求解 待定 系统 ， 中 型 算法 不 能 求解 有 边界 约束 的 问题 ， 


通过 将 options 参数 MaxIter 设置 为 0 次 迭代 来 使 用 中 型 方法 核对 导数 。 然 后 使 用 大 型 方法 求 








所 以 具备 这 两 


因为 lsqnonlin 函数 假设 用 户 提供 的 平方 和 不 是 显 式 表达 的 ,所 以 传递 给 lsqnonlin 函数 的 


"。 251。 





x0 = [0.3 0.4] ss 初 值 
[xzesnorm] = 1sdqnonlin(aQopt22_ 3ovX0) 多 调用 优化 函数 


经 过 24 次 函数 评价 以 后 ， 给 出 问题 的 解 : 


又 











0.2578 0.2578 
resnorm g* 残 差 或 平方 和 
resnorm = 

124.3622 


【 例 22-4】 求 下 面 函 数 的 极 小 点 ， 初 始点 取 为 Y0=[1.H。 
Fi)= 人 二 42 
首先 编写 目标 函数 的 M 文件 opt22_4o.m， 


function FE = myfun(Xx) 
相 =X(1)^2+4xXx(2)^ 人 2) 


然后 调用 优化 过 程 : 


x0= [1 1]; ss 初 值 
[xy zesnorm]=1lsdqnonlin(eopt22_4ovx0) gs 调用 优化 函数 


经 过 有 限 次 数 的 迭代 以 后 问题 的 解 : 
人 


reSnorm = 
3.6334e-011 


可 见 该 解 非 常 接近 于 问题 的 正解 [0, 0]。 
22.6 _ 非 线性 曲线 拟 合 问题 


22.6.1 基本 数学 原理 
非 线性 曲线 拟 合 问题 的 数学 模型 为 


min 本 lz (Cr,xdata)- ydata|: 














































































































1 
2 
其 中 xdatae 和 ydatau 为 向 量 ，FG,xdatw 为 向 量 值 函 数 。 
MATLAB 用 1lsqcurvefit 函数 进行 非 线性 曲线 的 拟 合 .其 算法 与 sqnonlin 函数 的 算法 相同 。 
设置 该 函数 的 目的 是 提供 一 个 更 方便 于 进行 数据 拟 合 的 方法 。 


22.6.2 ”有 关 函 数 介绍 


用 lsqcurvefit 函数 求解 最 小 二 乘 意义 上 的 非 线 性 曲线 拟 合 〈 数 据 拟 合 ) 问题 。 即 根据 输 
入 数据 xdate 和 得 到 的 输出 数据 ydautw， 找到 与 方程 Ce，xdautow 最 佳 的 拟 合 系数 。 该 函数 的 调 
用 格式 为 ; 

@ lsqcurvefit 求解 非 线 性 数据 拟 合 问题 。lsqcurvetfit 需要 一 个 用 户 定义 函数 来 计算 向 量 
函数 Fe xdatw)。 用 户 定义 的 函数 的 向 量 的 大 小 必须 与 yaate 的 大 小 相同 。 

@ X = lsqcurvefit(fun, x0，xdata, ydata) 初 值 为 xX0， 求 非 线性 图 数 fun(x, xdata) 与 数据 
ydata 在 最 小 二 乘 意 义 上 的 拟 合 系数 x。ydata 的 大 小 必须 与 fun 函数 返回 的 下 向 量 或 矩阵 


> (Fr,xzdatai ) 一 data ， ) 


1 







































































































































































29 六 


的 大 小 相同 。 

@ x=]1sqcurvefit(fun, x0, xdata, ydata, lb, ub) 定义 解 x 的 一 系列 下 界 lb 和 上 界 ub, 使 得 总 
有 1lb <=x<=ub。 

@ X=1lsdqcurvefit(fun, x0, xdata, ydata, lb, ub, options) 用 options 参数 指定 的 优化 参数 进行 
最 小 化 。 

@ X = lsqcurvefit(fun, x0, xdata, ydata, lb, ub, options, P1, P2,…) 将 问题 参数 P1, P2 等 直接 
传递 给 fun 函数 。options 允 参数 的 默认 设置 为 空 矩阵 。 

@ [x:Tesnorm] = lsqcurvefit(...) 返回 x 处 残 差 的 平方 和 范 数 值 : 

Sumt{f (fun(X， 人 ydata).^2 】} 

@ [x, resnorm, residual] = lsqcurvefit(...) 返回 解 x 处 的 残 差 值 : fun(x, xdata)-ydata。 

@ [x, Tesnorm, residual, exitflag] = lsqcurvefit(.….) 返回 描述 退出 条 件 的 exitflag 参数 。 

@ [x, esnorm, residual, exitflag, output] = lsqcurvefit(..) 返回 包含 优化 参数 的 输出 结构 参数 
output。 

@ [x, resnorm, residual, exitflag, output, lambda] = lsqcurvefit(.….) 返回 包含 解 x 处 拉 格 明 
乘 子 的 结构 参数 lambda。 

@ [x, resnorm, residual, exitflag, output, lambda, jacobian] = 99 991lsqcurvefit(.….) 返回 解 过 处 
的 雅 可 比 珑 阵 。 
各 调用 格式 中 ，fun 变量 为 目标 函数 。fun 变量 需要 输入 向 量 x， 返 回 x 处 的 目标 函数 向 
量 已 。 可 以 指定 fon 为 一 有 两 个 输入 参数 zx 和 xdatu 的 命令 行 对 象 。 如 


在 
inline('X(1)*xqdqata.^2+X(2)xsin(xqata) '，'XI，，IXqata')，; 


另外 ，fun 变量 可 以 是 一 个 包含 函数 名 的 字符 串 。 该 函数 可 以 是 M 文件 、 内 部 文件 或 
MEX 文件 。 知 fun=myfun， 则 该 M 文件 应 该 具有 下 面 的 形式 ; 


function FE = myfun (xxqatal) 













































































































































































人 当 计算 x 处 的 函数 值 
若 雅 可 比 矩 阵 也 可 以 求 得 ， 并 且 options.Jacobian 通过 下 式 设 置 为 "on 
options = optimset ('"Jacobian'，'on') 


























则 函数 fon 必须 在 第 2 个 输出 变量 中 输出 x 处 的 雅 可 比 和 矩阵.Jj。 注意 ， 当 被 调用 的 fon 函 
数 只 有 一 个 输出 变量 〈 此 时 优化 算法 只 需要 五 值 而 不 需要 .)， 则 可 以 通过 核对 nargout 值 来 
避免 计算 雅 可 比 和 矩阵 。 

function [FE，J] = myfun(xrxaqata) 


人 x 处 的 目标 函数 什 










































































o@ 

















IfE nargout > 1 工 s* 两 个 输出 变量 
可 s Xx 处 的 雅 可 比 珑 阵 
enda 























若 fun 函数 返回 六 个 元 素 的 向 量 〈 或 怎 阵 ) 和 长 度 为 于 的 *， 则 雅 可 比 矩 阵 是 一 个 码 Xm 
的 矩阵 ， 其 中 7, 六 为 FOD 对 xO) 的 偏 导数 。( 注 意 ， 雅 可 比 矩 阵 了 是 梯度 环 的 转换 。) 
其 他 参数 的 意义 可 参见 表 1$-7 和 表 15-8。 
对 于 不 同 规 醒 的 最 小 二 乘 问 题 ， 本 函数 使 用 不 同 的 算法 : 
> 大 型 题 一 默认 时 ,lsqnonlin 函数 将 选择 大 型 优化 算法 。 该 算法 是 基于 内 部 映射 
牛顿 法 的 子 空间 置信 域 法 。 算 法 的 每 一 次 友 代 步骤 都 涉及 到 用 PCG 法 求解 大 型 线性 系 
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O 


统 得 到 的 近似 解 
> 中 型 优化 算法 一 sqnonlin 
Levenberg-Marquardt 法 进行 一 




















将 options.LargeScale 设 














EL 





为 "of 来 使 用 

















维 搜索 。 可 通过 设置 options.LevenbergMarquardt 参数 来 














选择 Gauss-Newton 法 进行 
设置 为 'off ( 
果 更 好 ， 速 度 更 快 。 

> 将 options.LineSearchType 设 


一 维 搜索 法 






































维 
options.LargeScale 设置 为 "off)。 当 残 差 较 小 时 ， 使 用 Gauss-Newton 法 


。 将 options.LineSearchType 设 
本 一 维 搜索 。 该 法 一 般 需 要 较 少 的 函数 刘 














搜索 。 


设置 























置 为 quadcubic 时 ， 将 二 
置 为 cubicpoly'， 将 采用 三 次 多 项 式 操 
价 次 数 ， 但 需要 更 多 的 梯度 评价 次 数 。 这 样 ， 





次 、 三 次 混合 


的 具体 方法 是 将 options.LevenbergMarquardt 





E 效 








合 插值 法 作为 默认 的 
































如 果 提 供 了 梯度 信息 或 梯度 容 
使 用 本 函数 有 以 下 一 些 限 表 
进行 最 小 化 的 函数 必须 是 
函数 只 用 于 实数 变量 。 











c 


三 





> lsqnonlin 


部 分 。 





的 元 素 个 数 ) 至 少 与 变量 的 个 
果 存 在 边界 条 们 








易 求 得 ， 贝 


当 x 为 复数 变量 





上 三 次 多 项 式 插 值 


连续 的 。lsqcurvetfit 函数 可 能 会 给 日 


同 


日 








值 法 进 





























/EE 





LH 
ID /可 








个 更 但 





E 的 选择 。 


局 部 最 优 解 。 
旺 时 ， 必 须 将 它 分 解 为 实数 部 分 和 虚数 














数 相等 











告 信 息 





























若 x 人 











要 











大 型 优化 问题 。lsqnonlin 函数 使 用 大 型 方法 时 不 求解 待 
。 对 于 待定 系统 ， 
j 且 将 忽略 边界 条 件 对 间 


定 系 统 : 
将 使 用 





型 

















则 1 











了 上 界 或 下 8 
或 -Inf， 不 希望 


谷 z8 一 个 入 


目前 ， 着 在 fan 














大 
没有 提供 解析 的 








的 正 数 ， 









































与 大 型 算法 一 起 使 
之 ， 应 该 通过 将 opti 
使 用 大 型 方法 求解 问题 。 

中 型 算法 中 要 求 没 有 边界 约束 。 
有 边 


22.6.3 ”应 用 实例 
数据 问 量 





j 以 比较 解 

















四 三 届 
二 





【 例 22-S】 





ydataeG)=XD .xzdatuG)” 


即 ， 希 望 最 小 化 


ons 参数 MaxIter 设 


可 比 久 


上 




















析 的 


























Xdaltu 和 ydatu 的 长 度 为 m。 





置 为 0 次 迭代 来 使 





有 











民 差 分 得 到 的 




















题 进 行 求解 。 

sqnonlin 函数 更 希望 她 或 且 的 对 应 元 素 设 
1 给 玉 一 个 很 小 的 负数 。 
阵 ， 选 项 参数 DerivativeCheck 
可 比 托 阵 和 有 


它 需要 方程 数 (如 , 不 




















算法 进行 求解 。 如 


JE 


村 为 Inf 




















将 不 能 


可 比 矩 阵 。 取 而 代 




















j 中 型 方 





法 核对 导数 。 然 后 





1 于 大 型 算法 不 能 求解 待定 系统 ，: 
力 界 约 束 的 问题 ,所 以 具备 这 两 个 特征 的 优化 问题 都 不 能 








min 记 5 (xxdatui)- ydata) 


认 

式 中 ，F(x, xdata) 
首先 编写 
function 也 

忆 


然后 ， 调 


























入 人 ( 


到 | 


用 优化 过 程 : 











1 





myfun (X， Xdatal) 
工 ) xXQata.^2 二 文 (2) 大 


Sin(xqata) 


s 假设 通过 试验 得 到 数据 xdqata 和 yqata 





XqQata 


ydata 
X0 


.254 。 


[197 本 9 关 0 


gs 初 值 


= X(1)*#xdata.^2 + X(2)*sin(xdata) + x(3)*xdata.^3, 初 值 
个 M 文 件 opt22_5om， 返 

















回 有 2 个 元 素 的 忆 值 。 


+ X(3)*xXqata.^ 人 3; 


[356-7779,3) 4 82063238 二. 7590102025.<4]7 
[16.5 150.6 263.1 24.17 208.5 9.9 2.171 163.9 325.0 54.3]， 


为 x0 = 





开 


型 算法 不 能 求解 














日 lsqnonlin 函数 进行 求解 。 


要 求 找到 拟 合 方程 的 最 佳 系数 x。 
.X(2) .sin(xdata())+TX(3) .xdata 人 (3 


[0.3, 0.4, 0.1] 。 


[xfesnorm] = 


了 汪 TI 
YY 十 
注 忌 


ydata) 
， 当 jlsqcurvefit 被 调用 时 ， 假 设 存 在 xdata 和 ydata 并 且 是 相同 大 小 的 向 量 。 它 们 的 
大 小 必须 是 相同 的 ， 因 为 fnn 函数 返回 的 刁 值 必须 与 ydata 有 相同 的 大 小 。 
经 过 33 次 函数 评价 以 后 ， 得 到 问题 的 解 ; 





1Sdqcurvefit (aopPt22_5o，X0，Xdqatayv 









































闻 


[CS 








又 


0.2269 
s 残 差 或 平方 和 


EeeSnOEm 


0.3385 0.3021 


6.2950 


残 兰 非 零 ， 因 





为 本 例 中 数据 还 有 一 些 噪 声 《〈 试 验 误差 )。 
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第 23 章 方程 求解 














的 函数 ， 可 以 求解 线 公 





利用 MATLAB 优化 工具 箱 ， 





方程 《组 )》 和 非 线性 方程 〈 组 )。 




































































23.1 线性 方程 〈 组 ) 的 求解 
23.1.1 基本 原理 与 算法 
利用 左 除 符号 “\” 可 以 求解 线性 方程 〈 组 )。 对 于 线性 方程 组 
4x =D 
有 
X=4\D 
如 果 4 为 平方 矩阵 ， 则 除了 算法 不 同 ，4\8 与 inv(4) 纪 大 致 相当 。 如 果 4 是 一 个 即 久 7 
的 算 阵 , & 是 一 个 具有 守 个 元 素 的 列 向 量 或 具有 多 个 此 类 列 向 量 的 窍 阵 , 则 = 4 为 用 高 斯 











消 元 法 得 到 的 方程 4X = 的 解 。 如 果 4 奇异 ， 则 会 给 出 





























如 果 4 为 凤 X7 的 矩阵 (wm 和 2)， 且 2 为 具有 7 个 元 素 
的 矩阵 ， 则 下 =4\b 为 方程 组 4=2 的 最 小 二 乘 意义 
23.1.2 ”应 用 实例 

【 例 23-1】〗】 求解 下 列 线性 方程 组 





略 一 2X2 十 373 =2 
321 一 275 十 2X3 三 7 


说 十 0 一 23 三 ] 





该 方程 组 可 以 写成 向 量 形 式 











程 求解 : 
3 


于 是 可 以 纺 


A=[1 一 2 














所 以 xz 和 加 分 别 为 1.62530、-1.5000 和 -0.8750。 
【 例 23-2】 求解 下 面 的 线性 方程 组 : 





"25360。 





自 


oo 


的 列 向 量 或 具有 多 个 此 类 列 向 


警告 信 ， 














上 的 解 。 





转 
里 . 























32I 十 11x2> 
XI 十 Jo 


一 223 =7 
一 223 = 三才 


入 一 和 十 妇 =19 








问题 的 组 成 和 求解 如 下 ; 
R=-[311-2; 11-2; 1 -11]，; 
D= [7 4 19]; 
X = AN\b 
0 
-2.3438 
354375 
23.2 ” 非 线性 方程 〈 组 ) 的 求解 
23.2.1 非 线 性 方程 的 求解 
非 线性 方程 的 求解 问题 可 以 看 成 是 单 变 量 的 最 小 化 问题 
问题 解 的 真 值 。 单 变量 最 小 化 问题 的 求解 方法 请 参 见 前 面 的 内 容 。 
程 求 解 所 采用 的 算法 是 二 分 法 、secant 法 和 逆 二 次 内 揪 法 的 组 合 。 
用 fzero 函数 求 单 变量 函数 的 零点 ， 其 调用 格式 为 ; 




















在 MATITLAB 中 ， 非 线性 


， 通 过 不 断 缩 小 搜索 区 间 来 通 近 








方 


@ X = fzero(fun, x0) 如 果 x0 为 标量 ， 函数 试图 找到 x0 附近 fun 函数 的 零点 。fzero 函数 
























































































































































返回 的 x 值 为 fun 函数 改变 符号 处 邻 域内 的 点 ， 或 者 是 NaN 〈 如 果 搜 索 失 败 )。 这 里 ， 当 函数 
发 现 mnf、NaN 或 复数 时 ， 搜 索 终止 。 若 x0 为 一 长 度 为 2 的 向 量 ，fzero 函数 假设 x0 为 一 区 
间 ， 其 中 funCx0(GD)) 的 符号 与 fan(x0(2) 的 符号 相反 。 当 该 情况 不 为 真 时 ， 发 生 错 误 。 用 此 区 间 
调用 fzero 函数 可 以 保证 fzero 函数 返回 fun 函数 改变 符号 处 附近 的 点 。 

@ X=fzero(fun,x0,options) 用 options 结构 指定 的 优化 参数 进行 最 小 化 。 

@ X = fzero(fun,x0,optionsP1,P2,) 提供 其 他 变量 如 P1, P2 等 并 传递 给 目标 函数 fn。 如 


果 没 有 选项 设置 ， 则 令 


@ [X, fval] = fzero(.. 





@ [X, fval exitflag] = 


@ [X, fval, exitflag， 
























































人 []。 
.) 返回 解 x 处 目标 函数 的 值 。 
= fzero(…) 返回 exitflag 参数 ， 描 述 退出 条 件 。 
output] = fzero(...) 返回 包含 优化 信息 的 输出 结构 output。 








法 的 组 合 。 








三 


马 


三 


或 复数 值 。 
【 例 23-3】 














使 用 fzero 函数 时 需要 注 
调用 fzero 函数 时 ， 使 用 初 值 区 
fzero 命令 给 零点 的 定义 是 函数 与 X 轴 相交 的 点 。 
点 不 算 有 效 零点 。 例 如 ，y 
所 以 没有 发 现 零点 。 的 


通过 计算 sin 


各 参数 的 意义 可 参见 表 15-7 和 表 15-8。 
fzero 国 数 是 一 个 M 文件 。 其 算法 | 


百 . 一 
征 一 








工 Dekker 发 明 ， 














意 的 问题 有 : 
区 间 “〈 二 元 素 的 x0) 贡 党 比 用 
函数 与 X 




















分 法 、 


标量 x0 快 。 
轴 接 触 但 没有 穿 














= Xx.^2 困 数 
































函数 在 3 附近 的 零点 来 计算 r: 


1 线 便 在 0 处 与 X 轴 接 触 ， 但 没有 穿 
的 本 数 ，fzero 函数 将 一 











secant 法 和 逆 二 次 内 插 


过 X 轴 的 
FF 过 X 轴 ， 
直 运 行 到 发 现 Inf，NaN 


5 237…， 


X = fzetrol(Qsin, 3) 
X = 


3.1416 
【 例 23-4】 技 出 下 面 函 数 的 零点 
三 (x) =xX3-2x-5 
首先 编写 目标 函数 的 M 文件 opt23_4o.m。 


function Yy = 工 (X) 
Yy = 和 X.^3-2xX-57 
寻找 2 附近 的 零点 ; 
Z = fzero(Qopt23_ 4ov2) 


7 














2.0946 
因为 本 函数 为 一 多 项 式 ， 故 函数 roots([1 0 -2 -5]) 也 能 找到 相同 的 实数 零点 和 共 斩 复 数 解 。 
2.0946 


-1.0473 +1.13591 
-1L.0473 -1.1359I 


23.2.2 ” 非 线性 方程 组 的 求解 
非 线性 方程 组 的 数学 模型 为 





玫 (z) = 
式 中 ，z 为 一 向 量 ，FGo) 为 一 函数 ， 返 回 向 量 值 。 
在 MATLAB 中 ， 用 fsolve 函数 求解 非 线 性 方程 组 。 其 算法 基于 最 小 二 乘法 。fsolve 函数 
的 调用 格式 为 ; 
e@ X= fsolve(fun, x0) 初 值 为 x0， 试 图 求解 由 fun 函数 描述 的 等 式 系统 。 
x= fsolve(fun, x0, options) 用 options 结构 指定 的 优化 参数 进行 最 小 化 。 
x= fsolve(fun, x0, options, P1, P2,…) 将 问题 参数 P1、P2 等 直接 传递 给 fun 函数 。 
[x, fval] = 全 olve(fun, x0) 返回 解 x 处 的 目标 函数 fun 的 值 。 
[Xx, fval, exitflag] = fsolve(...) 返回 exitflag 参数 ， 描 述 函 数 的 退出 条 件 。 
[X, fval, exitflag, output] = folve(...) 返回 包含 优化 信息 的 结构 输出 output。 
[x, fval exitflag, output, jacobian] = fsolve(.…) 返回 解 x 处 的 fan 函数 的 雅 可 比 (Jacob ) 和 矩阵 。 
各 调用 格式 中 ，fun 变量 为 目标 函数 ， 即 需要 最 小 化 的 目标 函数 。fun 函数 需要 输入 标量 
参数 x， 返 回 x 处 的 目标 函数 标量 值 凡 可 以 将 fun 函数 指定 为 命令 行 ， 如 
X= fminbpndq(inline('"sin(Xr*Xx) ") xxX0) 
同样 ，fun 参数 可 以 是 一 个 包含 函数 名 的 字符 串 。 对 应 的 函数 可 以 是 M 文件 、 内 部 函数 
或 MEX 文件 。 知 fan=myfun'， 则 M 文件 函数 myfun.m 必须 有 下 面 的 形式 。 


function FE = myfun(Xx) 


认 汪 亿 当 计算 x 处 的 目标 函数 
若 雅 可 比 和 矩阵 可 以 算得 ， 并 且 options.Jacobian 设置 为 on', 即 
opPtions = optimset ('"Jacobian'y "on ') 
则 fun 函数 必须 在 第 二 个 输出 变量 中 输出 x 处 的 雅 可 比 矩 阵 J。 注 意 ， 如 果 fon 函数 只 要 
求 有 一 个 输出 变量 〈 此 时 优化 算法 只 要 求 目 标 函 数值 而 不 要 求 雅 可 比值 ) 则 通过 核对 nargout 




















































































































































































































































































































"2538。 








参数 可 以 避免 计算 雅 可 比 矩 阵 。 


的 入 









































function [FJ] = myfun (X) 

和 ss Xx 处 的 目标 函数 值 

1E nargout > 工 s* 两 个 输出 变量 
用 人 gs X 处 的 雅 可 比 矩 阵 

end 














若 fun 函数 返回 一 个 有 闫 个 元 素 的 向 量 或 矩阵 ， 长 度 为 于 的 x， 则 雅 可 比 矩 阵 J 为 maxm 


























E 阵 ， 其 中 vyG 旋 为 FOOD 对 xD) 的 偏 导 数 。 





options 变量 为 优化 参数 选项 。 可 以 用 optimset 函数 设置 或 改变 这 些 选项 。 有 些 参数 适用 





























于 所 有 的 算法 ， 有 的 只 适用 于 大 型 算法 ， 而 另外 一 些 则 只 适用 于 中 型 算法 。 
首先 描述 适用 于 大 型 问题 的 选项 。 这 仅仅 是 一 个 参考 ， 因 为 使 用 大 型 问题 算法 有 一 些 条 


件 。 





型 算法 ， 若 设 为 oo 从 则 使 用 中 型 问题 的 算法 。 






































对 于 fminunc 函数 来 说 ， 必 须 提 供 梯度 信息 。 对 于 LargeScale 选项 ， 当 设 为 'on' 时 











适用 于 大 型 和 中 型 算法 的 参数 包括 : 
打印 最 小 化 函数 的 诊断 信息 。 


























NS 


> Diagnostics 




















使 用 大 


> Display 一 一 显示 水 平 。 选 择 off， 不 显示 输出 ; 选择 iter， 显 示 每 一 步 欠 代 过 程 的 输出 ; 





选择 'final'， 显 示 最 终结 果 。 打 印 最 小 化 函数 的 诊断 信息 。 
> Jacobian 一 一 用 户 定义 的 目标 函数 的 雅 可 比 和 矩阵 。 
> MaxFunEvals 函数 评价 的 最 大 次 数 。 
> MaxIter 一 一 最 大 允许 友 代 次 数 。 
> TolFun 函数 值 的 终止 容 限 。 
> TolIX 一 一 处 的 终止 容 限 。 
只 用 于 大 型 算法 的 参数 包括 : 
















































































> _ JacobPattern: 






































等 ) 来 得 到 近似 的 Jacob 矩阵 J。 若 连 和 矩阵 的 稀 下 结 构 都 不 知道 ， 则 























用 于 有 限 差 分 的 Jacob 矩阵 的 稀 玻 形式 。 若 不 便 求 fbn 函数 的 秘 玻 
Jacob 和 矩 阵 J， 可 以 通过 用 梯度 的 有 限 差 分 获得 的 y 的 稀 朴 结构 〈 如 非 零 值 的 位 置 





























可 以 将 


JacobPattern 设 为 密集 矩阵 ， 在 每 一 次 欠 代 过 程 中 ， 都 将 进行 密集 和 矩阵 的 有 限 差分 








近似 《这 是 默认 设置 )。 这 将 非常 麻烦 ， 所 以 花 一 些 力气 得 到 Jacob 外 


E 阵 的 稀 玻 结 








构 还 是 值得 的 。 
> MaxPCGIter 一 一 PCG 迭代 的 最 大 次 数 。 



































> PrecondBandWidth 一 一 PCG 前 处 理 的 上 带宽 ， 默 认 时 为 零 。 对 于 有 些 问 题 ， 增 加 带宽 














可 以 减少 欠 代 次 数 。 
> TolPCG 一 一 PCG 迭代 的 终止 容 限 。 
> TypicalX. 典型 x 值 。 
> 只 用 于 中 型 算法 的 参数 : 
> DerivativeCheck 一 一 对 用 户 提供 的 导数 和 有 限 差 分 求 出 的 导数 进行 对 比 。 
> DifftMaxChange 一 一 变量 有 限 差 分 梯度 的 最 大 变化 。 
> DifftMinChange 一 一 变量 有 限 差 分 梯度 的 最 小 变化 。 
> LineSearchType 维 搜索 算法 的 选择 。 
其 他 参数 的 意义 可 参见 表 15-7 和 表 15-8。 




















































































































非 线 性 方程 组 求解 的 算法 基于 非 线性 最 小 二 乘法 ， 方 程 组 在 lsqnonlin 函数 中 也 使 用 了 该 

















“259 








算法 。 使 用 最 小 二 乘法 的 好 处 是 如 果 方 程 组 没有 零 解 ， 该 算法 仍然 返回 一 个 残 差 很 小 的 点 。 
但 是 ， 若 系统 的 雅 可 比 矩 阵 是 奇异 矩 阵 ， 则 该 算法 将 会 收 么 于 一 点 ， 该 点 不 是 方程 组 的 解 。 
民 据 问题 规模 的 不 同 ， 选 择 不 同 的 求解 算法 。 
G 大 型 优化 问题 。 默 认 时 ，fsolve 函数 会 选择 大 型 算法 。 该 算法 是 基于 内 部 映射 牛顿 法 
的 子 空间 置信 域 法 ， 每 一 次 欠 代 都 与 PCG 法 求解 大 型 线性 方程 组 得 到 的 近似 解 有 关 。 
人 @ 中 型 优化 问题 。fsolve 函数 将 options.LargeScale 设置 为 off ， 使 用 Gauss-Newton 法 进 
行 一 维 搜索 。 也 可 以 选择 Levenberg-Marquardt 法 进行 一 维 搜索 。 该 算法 可 通过 设置 
options.LevenbergMarquardt 来 实现 。 将 options.LevenbergMarquardt 设置 为 "on' (并 将 
options.LargeScale 设置 为 'off) 来 选择 Levenberg-Marquardt 法 。 
一 维 搜索 算法 根据 选项 确定 ， 如 将 options.LineSearchType 设置 为 quadcubic'， 则 默认 的 一 
维 搜 索 算 法 为 二 次 、 三 次 混合 插值 法 。 将 options.LineSearchType 设置 为 'cubicpoly'， 将 采用 三 
次 多 项 式 插值 法 进行 一 维 搜索 。 该 法 一 般 需 要 较 少 的 函数 评价 次 数 ， 但 需要 更 多 的 梯度 评价 
次 数 。 这 样 ， 如 果 提 供 了 梯度 信息 或 梯度 容易 求 得 ， 则 三 次 多 项 式 插值 是 一 个 更 佳 的 选择 。 
注意 ，fsolve 函数 可 能 会 收 么 于 非 零点 并 给 出 下 面 的 信息 : 
Optimizer is stuck at a minimum that is not a root Try again with a new starting guess 
此 时 ， 重 新 给 定 初 值 并 运行 人 olve 函数 。 
另外 ， 使 用 fsolve 函数 时 还 有 下 面 一 些 要 求 : 
> 要 求解 的 函数 必须 是 连续 的 。 当 成 功 收 么 时 ，fsolve 函数 只 给 出 一 个 根 。 当 函数 收敛 
于 非 零点 时 ， 用 其 他 初 值 进行 试 算 。 
> fsolve 函数 只 对 实数 变量 有 效 。 当 x 为 复数 时 ， 必 须 将 它 分 为 实数 部 分 和 虚数 部 分 。 
> 若 在 fun 函数 中 提供 了 雅 可 比 和 矩阵 ，options 参数 不 能 与 大 型 算法 同时 使 用 以 比较 解析 
雅 可 比 和 矩阵 和 有 限 差 分 雅 可 比 矩 阵 。 可 以 通过 将 参数 MaxIter 设置 为 0 来 核对 导数 。 
然后 用 大 型 算法 重新 运行 程序 。 
【 例 23-S】〗】 求解 下 列 方程 组 : 

















































































































































































































































































































































































































































































































区 


2 放 一 和 三 E 
一 为 十 2X5 一 e 
息 设 初 值 为 x0 = [-5, -5]。 
首先 编写 一 个 M 文件 opt23_5o.m， 计 算 xz 处 等 式 的 值 玉 。 
function FE = myfun(Xx) 
E = [2xx(1) X(2) XP (-X(1) ) 7 
-X(1) + 2xX(2) - exp(-xX(2))]); 


下 一 步调 用 优化 函数 : 





























x0 = [-5) -5]， s* 初 值 
options=optimset ('Display'，'iter') 1; s 输出 显示 的 选项 
[x，fval] = fsolve(eopt23 5o，x0，options) ss 调用 优化 函数 








经 过 28 次 函数 评价 以 后 ， 得 到 表 23-1 所 示 的 结果 。 


表 23-1 计算 结果 





IITERAIION FUNC-COUNT FCX) NORM OF STEP FIRSTORDER OPTIMALITY CG-ITERAIIONS 





47071.2 下 2.29e+004 




















6527.47 1.45207 3.09e+003 





IITERAIION FUNC-COUNT FCX) NORM OF STEP FIRSTORDER OPTIMALITY 


















































918.372 1.49186 418 
127.74 1.3$326 
14.9153 1.37S91 
0.779051 1.276062 1.14 
0.00372453 0.484658 0.0683 
9.21617e-008 0.038S55S2 0.000336 
S.60133e-017 0.000193707 8.34e-009 
表 中 各 列 的 意义 分 别 为 : 
ITERATION 一 -一色 代 次 数 ; 
FUN-COUNT 一 一 目标 函数 计算 次 数 ; 




















FCO 一 一 目标 函数 值 ; 

NORM OF STEP 一 一 当前 步 长 的 范 数 ; 

FIRSTORDER OPTIMILITY 一 -一 当前 梯度 的 无 限 范 数 ; 
CG-ITERATIONS 一 一 当前 友人 代步 中 源 于 PCG 的 欠 代 次 数 。 


Optimization 革 erminatedqd Successful1ly : 




















Relative function value changindg by less than OPTIONS .TolLEun 
广 = 

0“567/ 寺 

0.5671 
fval = 

1.0e-08r 

-0.5320 

-0.5320 


说 明 优化 过 程 成 功 终止 ， 函 数值 的 相对 改变 小 于 OPTIONS.TolFun。x 和 z2 的 取 值 均 为 
0.5671， 两 个 函数 的 目标 值 均 为 1.0e-08*-0.5320。 
【 例 23-6】 求 和 矩阵 x， 使 其 满足 方程 


必 <2 
居 六 疏水 大 一 
3 4 





















































初 值 为 x= [1 1 1,1] 
首先 编写 一 待 求 等 式 的 M 文件 opt23_6o.m。 


function FE = myfun(Xx) 
本 人 六 天 天 区 一 让 二 坟 22 7 人 


然后 调用 优化 过 程 : 
X0TEoGneS (2 2 s 设 初 什 
options = optimset ('Display'，'off'); ss 取消 显示 
[xx， FEVval，， exitflag]l = fsolve(Qopt23_ 6o，XxX0，options) 
解 为 : 
广 = 
-0.1291 0.8602 
工 :2908 1.1612 





























"。 201。 


EVal = 
工 .0e 一 03* 
0.1541 -0.1163 
0.0109 -0.0243 


exXitfladg = 
于 
残 差 接近 于 零 。 
Sum(sSum (EvalL .xFVal) ) 
ans 王 
3.7974e-008 


。 202。 


第 24 章 大 型 课题 


24.1 概述 





广 到 大 规模 问题 。 在 求解 变量 个 数 相当 














随 着 工程 技术 的 发 展 和 最 优化 技术 的 广泛 应 用 ， 科 学 技术 领域 中 需要 求解 很 多 大 规模 问 
题 。 大 型 问题 的 解法 近年 来 在 国内 外 颇 受 重视 ， 并 做 了 很 多 工作 ， 主 要 是 将 拟 Newton 法 推 
大 的 大 型 问题 时 ， 遇 到 的 最 大 困难 是 需要 非常 大 的 存 















































储量 。 例 如 ，Newton 法 、 变 尺度 法 为 了 计算 逐次 搜索 方向 需要 存储 n 阶 矩 阵 ， 这 样 就 受到 计 
算 机 存储 量 的 限制 。 而 且 ， 由 此 引起 的 计算 时 间 过 长 。 








但 是 ， 实 际遇 到 的 大 规模 问题 一 般 都 有 
《1) 很 多 大 型 无 约束 问题 ， 















































含有 大 量 的 零 元 素 。 

















《2) 大 规模 问题 中 出 现 的 矩阵 往往 具有 





I 于 某 些 变量 之 间 没 有 非 线 必 


























阵 中 ， 零 或 非 零 元 素 不 是 随机 分 布 的， 根据 问 
和 矩阵 中 所 占 的 位 置 事先 有 所 了 解 。 对 于 稀 芷 的 
和 结构 性 进行 求解 ， 设 法 减少 计算 量 和 存储 量 〈 例 如 ， 与 零 元 素 的 乘法 可 以 不 做 ， 在 有 特 
定 结构 的 天 阵 中 ， 大 块 的 零 元 素 可 以 不 存储 等 )， 把 Newton 法 ， 特 别 是 拟 Newton 法 推广 





























到 大 型 问题 。 















































历 个 十 分 有 利 的 性 质 ， 即 
的 交互 作用 ， 故 它 的 Hess 和 扼 阵 





定 的 结构 或 模式 。 在 一 个 具有 一 定 结构 的 矩 
题 的 固有 性 质 和 变量 之 间 的 关系 ， 对 它们 在 



































大 规模 问题 ， 通 常 利用 Hess 矩阵 的 黎 玻 性 











对 于 非 稀 玻 的 大 规模 问题 ， 目 前 最 有 效 的 算法 还 是 共 配 梯度 法 和 一 些 以 它 和 拟 Newton 
法 为 基础 的 修正 算法 。 








表 24-1 


化 问题 的 优化 函数 时 ， 我 们 也 介绍 了 对 应 大 型 问题 的 算法 。 
时 参考 理解 和 使 用 。 
















































































表 24-1 ”大 型 问题 模型 与 函数 表 


问题 模 型 


附 加 条 件 


述 了 MAILAB 中 能 求解 的 大 型 问题 的 数学 模型 和 对 应 函数 。 在 前 面 介 绍 各 优 
读者 朋友 们 可 以 在 解决 其 体 问题 











备 注 





FEminunc 


min jz) 


必须 提供 Jo) 


让 


供 Hess 和 窍 阵 的 稀 下 结 构 , 或 计 
算 目 标 函 数 的 Hess 矩阵 
Hess 矩阵 必须 是 稀疏 的 




















FEmincon 


min F(x) 1<x < < 
minfn 

4edg xzx=ped 

4ed 为 mxn 和 抢 阵 ms<m 








提供 Hess 矩阵 的 稀 玻 结构 , 或 计 
算 目 标 函 数 的 Hess 矩阵 
Hess 矩阵 必须 是 稀 玻 的 


























LSsqnonlin 





1 
min 林 PCoP = 广 忆 及) 


1 过 YX 迄 xO<ID) 


1 1 
min 本 IC = 忆 瑟 OD 


FGoD 的 方程 个 数 必须 与 变量 个 数 相等 


供 雅 可 比 和 矩阵 的 稀 丽 结构 ， 或 























不 可 供 使 




















目标 函数 的 雅 可 比 移 阵 
可 比 矩 阵 必须 是 稀 玻 的 





。 203。 


函 数 问 


题 模 型 





minJ|PCr xdala) 一 ydatal: 
LSsqcurvefit 1 
min 可 | 到 (Cx, xduta) 一 ydatal 


1<Y 过 (1 < zo0) 


t 雅 可 比 矩 阵 的 稀 琉 结构 ， 或 




















标 函 数 的 雅 可 比 矩 阵 
可 比 矩 阵 必 须 是 稀 玻 的 








Oo)=0 





























min|C .一 ol 
克 


C 为 不 X7 矩阵 〈m 壹 7) 


1 和 xz 入 rx(1 < Do) 





min 六 xz 
4。xzs<D 

Linprog 这 

eqg "xx=pbeq 


7 和 x 到 z 














不 可 供 使 











minxrEr 二 7x 


1 汪 生 过 7 十 7 
quadprog 记 友 
4eqg "xz=ped 


4ed 为 不 X7 和 抢 阵 (入门 





1 和 xz 入 LO < oO) 

















不 可 供 使 














妃 和 4ed 必须 是 稀 玻 矩阵 


















































24.2 ” 带 雅 可 比 和 矩阵 的 非 线 性 等 式 
对 于 下 面 的 问题 ， 寻 找 x， 使 oo)=0， 假 设 x=1000。 
FJ)=3x 一 2 好 一 2x +1 
达 (D) = 37X 5 Xi 一 2 
下 (1) =3x， = 2 二 本 | 
书 folve 函数 求解 大 型 非 线性 方程 组 。 
第 1 步 : 建立 M 文件 nlsfl.m， 计 算 目 标 函 数值 和 雅 可 比 和 矩阵 。 
Eunction [FE J]=nlsfl(XxX) ， 
s# 评 价 向 量 函数 








Dn=Length (X) ; 


E=Zeros (hn 1) ; 














=2: (n-1) 
ER(I)=(3-2xX(I) ) .xxX(I)-X(I-I) ee 
FE(n)=(3-2*X(n) ) .*x(n)-Xx(n+l1)+ 
ER(1L)=(3-2xX(1)) .xxX(1) 一 2xXx(2) 十 
s 如 果 vargout>0， 人 
IE nargout>1 

Qq=-4*X+3xones (nD， 1) ， 

D=SParse(1: n 1l1:nvrdq nr n)， 

C=-2xones (n-1，1) 7 

E=Sparse(2: n 1: n-1l， er nr Dn)， 





.264 。 


第 


初 
还 指定 
但 需要 


区 


外 


寻 





Y 


Y 


优 


三 


三 


在 





AP 


融 宽 


预 设 值 的 默认 选择 。 如 


J=C+DT+ 


b 





、\。 


end 

2 步 : 调用 等 式 求解 过 程 系统 。 
XStatrt=ones (1000v1) ; 
fun= nlsfl; 


options=optimset (\DisPlay"， 





AiEee 7 7 Uacoblarm 


[Xv 





DJ 
Do 





始点 与 函数 名 一 起 给 日 
了 每 一 次 迭代 的 输 ! 
















































































将 雅 可 比 和 矩阵 参数 用 optimset 函数 设置 为 'on'。 
面 的 命令 得 到 以 下 结果 : 
Norm of First-order 
Iteration ”Func-count fx) Step optimality 
1 纺 1011 1 19 
儿 3 16.1942 7.91898 2.39 
3 4 0.0228027 1.33142 0.291 
4 5 0.000103359 0.0433329 0.0201 
和 0 7.3792e-007 0.0022606 0.000946 
6 过 4.02299e-010 “0.000268381 4.12e-005 
中 各 列 的 意义 分 别 为 ， 
Iteration 第 几 次 迭代 ; 
Func-count 函数 计算 次 数 ; 
foo 目标 函数 的 值 ; 
Norm of steps 当前 步 的 范 数 ; 
First-order optimality 当前 梯度 的 无 限 范 数 ; 








当前 和 迭代 步 9 





CG-Iterations P 源 于 PCG 的 迭代 次 数 。 


化 过 程 成 功 收敛 ， 
函数 值 的 相对 改变 值 小 于 OPTIONS.TolFun 。 





























“on ) ， 


fval， exitflag output]=fsolve (fun xstatrt options) ; 
默认 时 使 用 大 型 算法 ， 所 以 不 必 在 options 变量 中 进行 指定 。 
 。 最 后 , fsolve 函数 将 使 用 nlsfl.m 中 可 以 得 

















虽 的 缆 





CG-Iterations 
0 


nn 上 上 mm 呈 





在 每 个 主要 的 迭代 步 , 使 用 预 设 结合 梯度 法 对 线 仅 

PrecondBandWidth 的 默认 值 取 为 0。 

从 一 阶 优化 值 可 以 看 出 ， 过 程 达 到 了 快速 收敛 。 每 一 次 
《CG) 迭 代 次 数 较 低 ， 对 于 大 小 为 1000 的 问题 ， 

该 线性 系统 不 是 很 难 求解 的 。 

使 用 参数 PrecondBandWidth 的 整个 过 程 中 , 可 以 通过 选择 


















































吕 





























opPtions 
"PrecondqBandqWiadth'y 1I) ， 
[xfvalvexitflagroutput] 














本 例 中 ， 输 出 为 : 
Norm of 
Iteration Func-count f(x) step 
1 2 1011 1 
2 3 16.0839 7.92496 


主要 迭 代 所 需 
最 多 只 需要 5 次 ， 表 示 在 本 问题 中 ， 


二 上 中 


吨 
果 需 要 使 用 三 对 角 预 设 值 ， 则 将 PrecondBandwWidth 参数 设 为 1。 


optimset ('"DisPlay"， "iter'r'Jacobian''on'y... 


二 
二 








预 设 值 来 代 蔡 





fsolve (funvXstartroptions) :; 


EFirst-ordeT 


的 


可 比 珑 阵 信息 ， 


系统 进行 了 求解 。 在 options 参数 中 ， 


全 攻 
结合 


梯度 


对 角 线 上 





optimality CG-Iterations 
19 0 
1.92 1 


"205。 


3 4 0.0458181 1.3279 0.579 

4 5 0.000101184 0.0631898 0.0203 

5 0 3.1661Se-007 0.00273698 0.00079 

0 7 9.72481le-010 0.00018111 5.82e-0035 
优化 成 功 终止 : 








> 函数 值 的 相对 改变 小 于 OPTIONS.TolFun 。 


























iD iD IN 一 


> 尽管 欠 代 次 数 相同 ， 但 PCG 迭代 的 次 数 下 降 了 ， 所 以 每 一 次 帮 代 中 的 工作 量 更 小 。 








24.3 ”采用 梯度 和 Hess 矩阵 的 非 线性 最 小 化 


假设 有 下 面 的 问题 





及 一 | 


Fo=y[(z2)r+(z20)c] 
JE=I1 


式 中 ，m=1000。 这 是 一 个 大 型 优化 问题 ， 现 在 求解 它 。 
第 1 步 : 建立 计算 目标 函数 和 目标 函数 导数 、Hessian 和 矩阵 的 三 对 角 稀 疏 和 矩阵。 
typPe brownfdgh 
s 计算 函数 值 
n=1Length (X) ; 























Y=Zeros (ny 1) 

1=1: (n-1) 

巡 () 二 (这 (宇和 全 2 有 六 六 (有 人 《 宇 寺 工 入 二 人 2 二 二) 二 妆 革 平王 人 二 全 27) 二 人 ( 芝 订 证 ) 坟 全 2 于 工序 
=Sum(y) ; 


oo oo 


计算 梯度 值 
1fE nargout > 工 
1i=1: (n-1)， 9 = zeros(nr1):; 
9(1i)= 2*(X(I+1L) .^ 人 2+1) .xxX(iI) .*x((X(i) .^2).^ 人 (Xi+l).^2))+..。。 
2 本 (二 (人 (直人 2 人 (人 生 (开刀 二 全 己 机 二 放 全 汪 ] 四 可 人 ( 宝 ( 开 二 二 二 207 
9(i+1)=g(i+1l)+..。 


的 国 奈 全 生根 人 才 的 二 大 区 2 多 性 提 村 克 二 所 国生 2 页 队 苏 关于 风 区 ee 由 作用 各 的 古人 2 计 下 全 本 


2 夫 交 (了 ) 人 2 下 开演 (十 开 ) 二 二 人 (人 ( 诡 (卫士 1 人 27 人 (县 (5 人 2 人 2 
end 


oo oo 


计算 Hess 和 矩阵 


1fE nargout > 2 








V=Zetos (ny 1); 
于 二 于 (下 二 王 ) 
V(I)=2* (X(I+1) .^2+1) .x((X(I) .2).^ 人 (xXGi+Ll).^2))+..。 


和 关 (区 ( 守 十 二 ) 六 2 林 芋 ) 和 人 《 爱 ( 开 下 荆 姓 人 全 业 《 关 (了 工 放 二 人 全 故人 ( 区 (了 7) 全 2) 人 


((X(i+1) .^2) 
-1L))+2x*((X(I+l).^2).^ 人 (XI) .2+1)).x(LIog(X(i+1L) .人 2))7 
V(I)=V(I)+4*(X(I) .^2) .x((X(I+LI) .人 2) .人 (X(IT) .人 2+1) ) 。x. 
((1og (X(I+I) .2)) .2) 7 


碗 ( 宇 二 二) 三 灰 ( 宇 二 1) 机 2 (并 六 二 人 2 ( 匡 ( 了 十) 人 2 天 ( 二 可 (全 (了 ) 2) 二。 


4* (X(I+1) .^2).x((X(I) .2) .> 人 (X(I+1L) .2+1)) .xx ... 
((L1og(X(I) .^2)).^2)+2x(X(iI) .2+1) .x((X(Oi+L) .2).^(x() 


"。 2006。 


.2))7 


(下 洁 二 三 玉 ( 江 本 村 二 4 ( 生 (全 ) 全 2 二 开 二 再生 2 人 二 于 人 划 7 全 (了 工 生 ] 2) 
(X(IT) .2-IT) ) 7 


VO=V; 


V=Zetzos (n-1,，1) ; 


V(I)=4x*X(I+1) .xxX(I) 


(人 


4*X(IiI+1) .*(X(I+1L1) .^ 人 2+1) .xxX(iI) .x((X(I) .人 2).^ 人 (XIL+L) .人 2) ) .大 
Log (xX(iI) .^2) 7 


V(I)=V(I) 十 


4xX(i+1) .xxX(i) .x((xX(i+1l).^2).^(x(I) .^2)).*log(x(i+1).^2) 1; 
V(I)=V(i)+4xXx(i) .*((X(i+l).^2).^(xX(i) .^2)) .xx(iI+l)， 
V1L=V7 
i=[(1:n) "7 (1:(n-1I)) 7"]; 


j=[(1L1:n) "7 (2:n) 7"])， 


S=[Z0;72x*xV1L]7 


7 


H=sparse(i，,jrsrnrn) ，; 


H= (H+HI)V/ 2; 
end 


第 2 步 : 调用 给 定 初 值 xstart 的 非 线性 最 小 化 过 程 。 





n=1000; 
XStart=-ones (nr 1L); 
Stat (223230n7 1)=17 





options=optimset (\Gradqobj"“ on Hessian" on ) 


[xfvalvexitflagroutput]=fminunc (abrownfgdh,xstartroptions) 


X 一. 
fval = 
2.8709e-017 
exXitfladg 三 
二 
OUtPUt = 三 


〈 略 ) 


Lerations : 
funcCount : 
cgiterations: 7 
fizrstordqeropt : 


alLdgorithm: 


24.4 





现在 解决 与 上 一 节 相同 的 问题 ， 























求解 大 型 问题 ， 
第 1 步 ， 建立 计算 目标 函数 和 


























工 


4.7948e-010 


"Large-scale: 


七 TUSt 上 -egion Newtony' 


采用 梯度 和 Hess 稀 芷 模式 的 非 线性 最 小 化 








但 Hess 矩阵 通过 有 限 差 分 近似 得 到 。 使 
首先 必须 计算 目标 函数 的 梯度 〈 对 于 中 型 问题 ， 就 没有 这 个 必要 )。 











| 























导数 的 M 文件 brownfg.m。 


function [fg]=brownfg(x aqummy) 


n=1Length (X) ; 
y=Zeros (nrI); 
1=1: (n-1) 
Y(Ii)=(X(I) .^2) 


(二 (下 人 2 于) 二 二 


(X(I+1L1) .^2).^(X(IL) .人 2+1) 7 


f=Sum(Yy) ， 
IE nargout>1 




















j fminunc 数 


"207。 


II=1: (n-1) ， 

g=Zzeros (nr1); 

攻 ( 是 让 三 之 本 (二 (下 于 下) 人 2 下 二 六 光 茂 人工 
《天 ( 王 下 二 人 2 全 全 休 戈 区 于 半 于 六 全 人 2 
二 和 (于 六 二 故人 ( 生 (和 本 本 和 全 多 让 人 (和 (开关 二 人 2 二 王 六 二 
1og (和 (IEI+1L) .^2) 7 

g9(i+1)=g (并 ) 十 
委 关 区 【《( 宇 十 二) 夫人 《 瑟 【入 二 全 六 放生 区 匡 ( 王 酝 下) 二 会 委 二 开放 二 汪 二 
og (和 ( 工 ) .人 2 ) 十 … 
当天 下 区 王族 二 关 到 二 六 二 大 基业 村 开 ) 二 二 
((X(i+1) .2). (XIT) 2)) 7 

endQ 





为 了 使 Hess 矩阵 瓦 Co) 的 稀 朴 有 限 差 分 近似 计算 更 加 有 效 ， 必 须 首 












































先 确定 稀 朴 结构 互 。 在 




















本 例 中 ， 假 设 稀 玻 矩阵 Hstr 可 以 从 文件 brownhstrmat 中 得 到 。 使 用 


























spy 命令 ， 会 发 现 Hstr 确 





























实 是 稀 玻 的 (只 有 2998 个 非 零 值 )。 用 optimset 函数 将 HessPattern 参数 设置 为 Hstr。 当 与 本 问 





题 大 小 相当 的 问题 具有 明显 的 千 玻 结构 时 , 不 设置 HessPattern 参数 将 需要 





























很 大 一 部 分 不 必要 的 





内 存 和 计算 ， 因 为 fminunc 函数 将 试图 对 一 个 有 百 万 非 零 入 口 的 完全 Hess 矩阵 进行 有 限 差 分 。 












































算 。fminunc 函数 的 运行 过 程 在 第 2 步 显 示 。 
第 2 步 : 调用 给 定 初 值 xstart 的 非 线性 最 小 化 过 程 


fun= Qbrownfg; 























1oad brownhstL #s 获得 Hess 和 矩阵 的 结构 Hstt 
SPy (HstL) gs 查看 Hstz 的 稀 芯 结构 
D=10007 


XSstart=-ones (nr1)， 
XStatrt (2:2:nv1)=1; 


options=optimset (\Gradqobj“， on， HessPattern' yy HSt) ， 
[xfvalvexitflagroutput]=fminunc (funrxstartroptions) ， 








生成 如 图 24-1 所 示 的 稀 玻 结 构图 。 











1000 
0 200 400 600 800 
rz=2998 


图 24-1 _Hstr 的 稀 玻 结构 图 





。 208。 


1000 




















还 需要 用 optimset 参数 将 GradObj 参数 设置 为 on, 因为 梯度 在 brownfg.m 文件 中 进行 计 














这 个 具有 1000 个 变量 的 大 型 问 
参数 为 正 表 示 收 剑 )。 解 x 处 的 最 终 函 




















一 阶 优化 为 函数 梯度 的 有 限 范 数 ， 它 是 
exXitfladg = 
正 
fval = 
7.4738e-017 


outPut .IIerations 


QnsS 


outPut .cditerations 


ansS 


OutPut .firstoradqeropt 


7.9822e-010 


ansS 


24.5 ”给 定 边 界 约 束 和 初始 


假设 有 下 面 的 非 线性 最 小 化 问题 














题 通 过 
数值 和 优化 度量 都 





8 次 迭代 和 7 次 结合 梯度 欠 代 达到 收敛 〈exitflag 
分 接近 于 0 (对 于 fminunc 函数 ， 











局 部 极 小 点 )。 


条 件 的 非 线性 最 小 化 





大 1/2 
FCo)=1I+>|3G-2zD)z -zt+] +>|o+ziooo| 
J=1 j=1 
-10 入 zj 入 10 
1 =800 
D=7/3 
X0 = 三 交 0 
按照 下 面 的 步骤 求解 它 。 
第 1 步 : 建立 计算 目标 函数 和 目标 函数 的 导数 的 M 文件 tbroyfg.m。 











D=1Length (X) 7 和 儿 
P=7/3; 
Y=Zezos (nr TI) ; 
1=2: (n-1) ，; 
y(i)= abs((3-2xx(I)) 
y(n)= abs((3-2xx(n) ) 
y(1)= abs((3-2xx(1)) 
j=1: (n/2) ; 
Zz=Zeros (Length(j)，1) ; 
() 


Z 
夺 =1+Sum(y)+Sum(Z) 7 


1E nargout > 工 
P=7/3; n=1Length (x) ; 
=2: (n-1); 
七 ( 革 )=(3-2x*xXx(I) ) 


9 


n 应 该 是 4 的 倍数 


.xX(I)-X(I-1)-X(I+l)+1) .^P 
.xxX(n)-X(n-1L)+1) .^P 
.xX(1)-X(2)+1) . 


^P; 


=abs (X(J)+Xx(jJ+n/2) ) .^P 


Zeros (ny 1)) 七 = Zekros(ny 1)，; 


(二 (二 


"。 209。 


g(i)= Prxrabs(t(I)).^(P-1).*xsign( 七 (II)).*(3-4xxX(I) ) 7 
9(i-1)=9(I-1)-Ppxrabs( 蕊 (II)) .人 ^(P-1) .xsign (七 (十 ) ) 7 
9(i+l1)=9(I+1)-Ppxrabs (七 (I)) .人 ^(P-1) .xsign (七 (十 ) ) 7 

tt = (3--2xX (了 ) ) 。* 葡 (了 ) -X(n=-1) 二 1， 
g(n)=g(n)+Pxabs(tt) .^(P-1) .xsign(tt) .*x (3-4*Xn) ) 7 
9(n-1)=g(n-1)-Pxabs (tt).^(P-1) .xsign(tt) 7 

tt= (3-2x*X(1)) .xxX(T)-X(2)+17 
g(1)=g(1)+Pxabs(tt).^(Pp-1) .xsign(tt).x*x(3-4xXx(1)) 7 
g(2)=g9(2)-Pxabs (tt) .^(P-1) .xsign(tt) ; 

j=1: (n/2);) 七 (J)=xX(J)+X(J+n/2) ， 

g(]J) = 9(J)+Ppxabs(tL(]J)). (P-L1) .xsign(t(]) ) 7 
jj=j+ (n/2) 7 


g(jj) = g(jJJj)+Ppxabs(t(j)).^(P-1) .xsign( 蕊 () ) 7 
grad = 9 
endQ 























Hess 矩阵 的 稀 玻 模式 已 经 确定 并 保存 在 文件 tbroyhstrmat 中 .本 问题 中 Hess 矩阵 的 稀 玻 
结构 可 以 利用 spy 命令 绘 出 。 
oad 七 boyhstL 
SPY (HSstLr) 


生成 的 图 形 如 图 24-2 所 示 。 图 中 ， 中 心 条 带 为 一 五 带宽 的 和 矩阵， 用 下 面 的 语句 生成 的 图 
形 〈 图 24-3) 显示 得 更 清楚 。 
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图 24-2 ”本 问题 Hess 矩阵 的 稀 玻 结构 
SPYy (Hstz (1:20v1:20)) 
用 optimset 函数 将 HessPattern 参数 设置 为 Hstr。 与 本 问题 大 小 相同 并 具有 明显 稀 踊 结构 
的 问题 ， 如 果 不 设置 HessPattern 参数 ， 将 需要 很 大 的 不 必要 的 内 存 和 计算 。 因 为 fmincon 函 
数 将 试图 对 一 个 具有 640000 个 非 零 入 口 的 完全 Hess 矩阵 使 用 有 限 差 分 法 。 
还 必须 使 用 optimset 函数 将 GradObj 参数 设置 为 on',， 因 为 在 tbroyfg.m 中 计算 了 梯度 。 
fmincon 函数 的 具体 运行 见 第 2 步 。 
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图 24-3 中心 条 带 为 五 带宽 矩阵 


锅 2 步 : 调用 给 定 初 值 的 非 线性 最 小 化 过 程 

fun= Qtbroyfg; 

1Loadqd tbroyhst s 求 Hess 和 矩阵 的 稀 玻 结构 

n=800; 

XStart=-ones (nr1)， 

XStart(2:23:n)=1); 

1b=-10x*ones (ny1); 

Ub=-1b; 
options=optimset (\Gradqobj“， on" ， HessPattern” yphstr) ， 








他 




















忆 








[xfEvalvexitflagroutput ] =… 
fmincon (\tbroyfdg" xxstartr []，[]，，v， Lpub， [vvoptions) ， 


经 过 8 次 迭代 以 后 ， 输 出 结果 : 
exXitf1ladg = 
工 
fval = 
270.4790 
OUtPUt = 三 








iterations: 8 
funcCount : 8 
cgiterations: 18 


firstorderopt: 0.0163 
algorithm: "arge-sScale: trust-region reflective Newton' 


对 于 边界 约束 问题 ， 一 阶 优化 为 v*g 的 有 限 范 数 ， 其 中 v 定义 为 Box 约束 ，g 为 梯度 。 
因为 是 五 带宽 中 心 条 带 ， 可 以 通过 用 五 带宽 预 设 值 代替 默认 的 对 角 预 设 值 来 改进 求解 过 
星 。 使 用 optimset 函数 ， 重 新 将 PrecondBandWidth 参数 设置 为 2 并 重新 求解 问题 〈 带 宽 为 上 
对 角 或 下 对 角 的 个 数 ， 不 包含 主 对 角 )。 

fun = Qtbroyfdg'; 


1Loadqd tbroyhstL 当 得 到 Hess 结构 Hstr。 
nn = 800; 
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XStatrt = -ones (nn 1)) Xstatrt(2: 2: nn 1) = 1; 

lb = -1L10xones (nnD，， ， 1) ub = -1b); 

options = optimset ('Gradobj'， "on"，'HessPattern'，， HSstry 
"PrecondqBandNWidth'y2)，; 

[xx fval，exitflag output] = ... 

fmincon (fun xstart [ ]，[ ]，[ ]，[ ]，1lb，ub，[ ]，options):; 


迭代 次 数 增 加 了 两 次 ， 但 总 的 CG 迭代 次 数 从 18 降 到 了 15。 
exXitflag = 
了 
fval = 
2.7048e+002 
OUtPUt = 三 





itezrations: 10 
funcCount : 10 
cgiterations: 15 
firstordqeropt: 7.5339e-005 
algorithm: "arge-scale: trust-region reflective Newton' 





24.6 ” 带 等 式 约 束 的 非 线 性 最 小 化 














工 


如 果 没 有 其 他 约束 存在 ， 则 用 fmincon 函数 求解 大 型 问题 可 以 控制 等 式 约 束 。 假 设 现 在 
希望 最 小 化 的 目标 函数 与 上 一 节 的 相同 ， 其 代码 包含 在 函数 brownfghm 中 ， 其 中 站 = 1000， 
对 于 4eg， 有 100 个 方程 《所 以 4ed9 是 一 个 100X1000 的 矩阵 )。 

第 1 步 : 建立 计算 目标 函数 和 目标 函数 梯度 、Hess 扎 阵 的 M 文件 brownfgH.m 

function [f，g9 H] = brownfgH (X) 

s 计算 函数 值 

Dn=Jengthnh (X) ， 



























































Y=Zeros (nn ， 1) ， 

工 三 主攻 前 二 了 二 
Yy(i)=(xX(I).^2).^(X(i+1l).^2+1)+(X(i+1l).^2).^ 人 (X(IT) .^2+1)， 
=Sum(y) 


oo oo 


计算 梯度 值 
1fE nargout > 工 
1i=1: (n-1)， 9 = zeros(nr1):; 
可 (二 记 才 并 天 (证 寺 于) 人 2 上 天 人 ( 汪 和 有 二 人 [人 基 人 2 人 人 (二 机 二 六 全 有) 大寺 
父 大 生 《 开 让 二 光 区 ( 基 全 于 和 人 人 全) 全 全 2 二 直人 本 局 可 (工本 工 六 区 公 )7 
可 (宇和 二 六 三 可 :( 守 浊 册 六 汪汪 有 
2 过 ( 主 卡 开光 (区 ( 宇 让 27 信人 《 奖 开 和 宇 二 二 ) 二 和 2 十 工 ) 人 本 工 GGT 人 (区 人) 会 27 二 
公 本 (区 基 主 二 人 人 直下) 术 关 (十 于 本 于 人 (生生 于 二 和 二 全 有 7 人 20 池 
end 


oo oo 


计算 Hess 乞 阵 


1fE nargout > 2 








V=Zeros (nr1) ， 
霸业 这 多 站 二 于 ) 


7 


V(I)=2x (X(I+1) .^2+1) .x((X(iI) .2) .人 (XI+l) .2))+... 
井 术 《( 且 人 (下 于 下 全 2 瑟瑟 区 二 水 再 芝 人 2 这 (和 人 王 和 人 2 全 (了 全 经 六 二 全 


((x(i+1) .^2)-1))+2x((X(i+L).^2).^(x(i) .^2+1)) .x(Llog(xX(i+L) .^2)) 7 
V(i)=v(i)+4*(X(i) .^2).x((X(i+L) .^2).^(x() .^2+1) ) .xx 
((L1og(Xx(i+1l).^2)).^2) 7 
V(I+1)=vV(iI+1l)+..。。 
2x (X(I) .^2).^(x(i+1).^2+1) .*(L1og(x(i) .^2))+... 
4x (X(i+1) .^2) .*x((x(i) .^2).^(xX(i+1l).^2+1)) .x ... 
jJ=[(1:n) "7 (2:n) 7]7; 
Ss=[v072xv1]， 


H=sparse(i,jvrsrnrn); 
((Llog(x(i) .^2)).^2)+2*x(x(i) .^2+1) .x((X(i+l).^2).^(xK() .^2)) 1; 
V(i+1)=V(i+1)+4x* (X( 计 ) .^2+1) .* (X(i+1) .^2) .* (X(I) .^2) .*((X(I+ILI) .人 2) .人 ^ 人 .… 
(X(I) .^2-1) )， 
VO=V; 
V=Zeros (n-1y1) 7， 
V(i)=4x*X(i+l) .xxX(i) .*x((X(i).^2).^(x(Gi+l).^2))+... 
4x*X(iI+1) .x (X(i+1) .^2+1) .xxX(i) .xx((X(i) .^2).^(xX(I+L) .人 ^2) ) .x. 
1og (X(I) .^2) 7 
V(I)=Vv(iLD)+ 
4xX(i+1) .xx(i).x((xX(i+Ll).^2).^(x(i) .^2)) .xlog(xX(i+L).^2)， 
V(i)=vV(i)+4xXx(i) .*((X(i+l).^2).^(xX(i) .^2)) .xx(i+l)， 
V1L=V7 
i=[(1:n) "7 (1:(n-1I)) "]7 


H= (H+H'I) /2; 


end 


Load prowned 
condest (AedxAed' ) 


ans= 
2.9310e+006 


因为 brownfgh 函数 计算 目标 函数 值 、 梯 度 值 和 Hess 托 阵 值 ， 所 以 需要 使 用 optimset 函 
数 表 示 利 用 GradObj 参数 和 Hess 参数 在 brownfgh 函数 中 可 以 得 到 该 信息 。 
在 文件 browneq.mat 中 可 以 得 到 稀疏 矩阵 4eg 和 向 量 ged。 
oadq browned 
生 约 束 系 统 是 100X 1000 的 。 


conadest (AedqxAed ' ) 

























































































线 


区 


ans 三 
2.9310e+006 


第 2 步 : 调用 非 线性 过 程 ， 给 定 初 值 。 


fun = Qbrownfgh; 








Load browned 
n=1000; 
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XStatrt=-ones (D，1) ， 

XStatrt (2:2:n)=1; 

options=optimset (\Gradqobj“， "on"， "Hessian"，" on" ， "PreconaqBanaqWidqth” 
InE) ， 


[xx，fval，exitflag output]=fmincon (`brownfgh"，xstatrt [ ]， 
[ ]，… 
[ ]，[ ]，oPtions) 


将 参数 PrecondBandWidth 设置 为 inf， 将 用 黎 玻 直接 求解 器 代 蔡 预 设 结合 梯度 涪 
exitflag 参数 表示 经 过 16 次 欠 代 以 后 过 程 收敛 。 
exXitf1ladg = 
工 
fval = 
205.9313 
OUtLPUt 三 


[ ]，Aedq，beGv 























革 








o 








iterations: 16 

funcCount : 16 

cgiterations: 14 
fitrstorqeropt: 2.1434e-004 
algorithm: "arge-Scal 

在 x 处 ， 线 性 等 式 得 到 满足 。 


norm(Aedr*x-bed) 





: Projected trust-region Newton' 





ans 三 
1.1913e-012 


24.7，” 送 边界 约束 的 二 次 最 小 化 

















最 小 化 带 上 界 和 下 界 的 二 次 大 型 问题 ， 可 以 使 用 quadprog 函数 。 本 节 要 讨论 的 问题 保存 
在 MAT 文件 dpboxl.mat 中 ， 是 一 个 正定 二 次 问题 ，Hess 和 阵 瑟 为 三 对 角 阵 ， 有 上 界 (xpD) 
和 下 界 〈 覆 )。 


下 面 装载 Hess 和 矩阵， 定义 人 一 和 码 ， 调 用 给 定 初 值 xstart 的 二 次 最 小 化 过 程 。 
1Loaqd qbbox1 s 装载 理 
Jpb=zeros (400，1) 
Jpb(400)=-inf; 
ubb=0.9xones (400， 工 ) ; 
ub (400)=inf; 
fE=Zzeros (400，1) ; 
f([1 400] )=-2; 
XStart=0.5xones (400，1) 7， 




















[x，fval，exitflagroutput]=quadprog(H， ft， LILbub xstart)， 
计算 结果 为 : 
exXitfladg 三 
工 
OUtPUt = 三 





firstorderopt: 7.8435e-006 


ItLerations: 20 


.274 。 


cditerations: 1809 
alLdgorithm: "Lardgde-scale: reflective 七 TUst-tedg9ion'" 








经 过 20 次 迭代 计算 收敛 , 较 高 的 CG 迭代 次 数 表示 线性 求解 的 损耗 是 比较 大 的 。 改 变 设 


























置 以 后 进行 计算 : 

















opPtions = optimset (" MaxPCGIter '，50) 
[xfvalrexitflagroutput] = ..。 


SuaaQpPpTFGg (再 产 王 六 于 人 下 可 诡计 了 记 了 本 提 7 有 7 SEE bionmS) ， 

















现在 计算 仍然 收 和 但 ， 但 CG 从 代 次 数 减 少 了 〈1547 次 )。 
exXitfladg 三 
工 
OUtLPUt = 三 
firstorderopt: 2.3821e-005 
itezrations: 36 


cgiterations: 1547 
alLdgorithm: "Lardgde-scale: treflective 七 TUst-tedg9ion'" 






































options = optimset ('PrecondqBandWiatnh'，，， inf)， 
[xx fval，， exitflag output]l = ... 


第 2 个 方案 是 通过 将 PrecondBandWidth 参数 设置 为 inf 来 使 用 直接 求解 器 进行 计算 。 


cuadqprog(H，f，[ ]，[ ]，[L ]，[ ]，lpb，ub，xXxstart， options) ; 


现在 欠 代 次 数 减 少 到 10 次 。 
exXitfladg = 
于 
OUtPUt = 三 
fizrstordqeropt: 4.8955e-007 
itezrations: 10 
cgiterations: 9 
aldgorithm: "Lardgde-scale: reflective 七 TUst-tedg9ion'" 
































间 要 多 一 坚 。 


24.8 ”天 边 界 约束 的 线性 最 小 二 乘 问题 








许多 情况 下 都 要 遇 到 稀 玻 线性 二 乘 问题 , 变量 具有 边界 约束 。 下 一 个 问题 要 














在 每 个 欠 代 步 使 用 直接 求解 法 一 般 可 以 大 幅度 地 减少 欠 代 次 数 ， 但 每 次 欠 代 时 所 花 的 时 


求 变量 非 负 。 











本 问题 源 于 对 线性 样 条 进行 函数 拟 合 。 特 殊 情 况 下 ， 许 多 散 点 散布 在 单位 方形 9 
的 函数 对 这 些 点 进行 评价 ， 在 线性 系数 非 负 的 情况 下 建立 起 分 段 线性 样 条 近似 。 
2000 个 方程 拟 合 400 个 变量 。 
Joadq Patrticle gs 获取 C，da 
lb = Zeros (400， 1) ; 
[xzesnormr residqual exitflagroutpPut] = ... 
亚 S 可 生生 《7 天 [过 国庆 了 国法 2 元 于 区 9 














卫 | 








exXitfladg 三 
上 
zeSnorm = 三 

2259 和 4 


本 例 中 ， 用 








0 


OUtLPUt = 三 


Newton'" 





alLdorithm: "Large-scale: trust-redgdion reflectiV 


fizrstorderopt: 2.7870e-005 
iterations: 10 
cgiterations: 42 




















对 于 边界 约束 问题 ， 一 阶 优化 是 v*g 的 有 限 范 数 ， 其 中 v 定义 为 Box 约束 ，8 为 梯 


度 。 





在 每 个 迭代 过 程 中 用 系数 QR 因子 分 解 可 以 改进 一 阶 优化 : 将 PrecondBandWidth 设置 为 





inf。 
options = optimset ('PrecondqBandWiatnh'，， inf)， 


[x， resnormr residqual，exitflag output] = ... 
1sclin(Cc gq []，[ ]，L]j，[ ]j，lp LI]， 


迭代 次 数 和 一 阶 优化 都 减 小 了 。 
exXitfladg = 
工 
zeSnorm = 三 
225794 
OUtLPUt = 三 


[ 

















]，options) ; 


algorithm: "arge-sSscale: trust-region reflective Newton' 


firstorderopt: 5.5907e-015 
iterations: 12 
cgiterations: II 


24.9 ” 带 等 式 约束 和 不 等 式 约 束 的 线性 规划 问题 


该 问题 的 数学 模型 为 
min 六 >x 
4edq.x=ped 
4.x 和 1 


X 二 0 





可 以 键入 下 面 的 命令 , 在 MAILAB 工作 空间 装 入 矩 阵 和 向 量 4,4eq,D,pedg, 和 下 界 防 。 








load sc50b 


在 sc$0b.mat 中 ， 本 问题 有 48 个 变量 、30 个 不 等 式 约 束 和 20 个 等 式 约束 。 




















可 以 使 用 linprog 函数 求解 此 问题 : 


[xx ftval，exitflag output]l = ... 








inprodg (ff，A，b，Aed，beq， lb，[ ]，[ ]，optimset ("DisPlay"， "iez'))， 




















因为 设置 optimset 函数 时 ， 要 求 显 示人 迭代 信息 ， 所 以 输出 到 命令 行 
Residqualas : PL1Imal DuUal DualIitY Total 
Infeas Infeas GapP Re1l 
和 ArxX-DbD 全 和 2 也 丰 OL 


已 这 


加 





工 LeL 0: 1.50e+003 2.19e+001 1.91e+004 1.00e+002 
工 LeL 1: 1.15e+002 2.94e-015 3.62e+003 9.90e-001 
工 LeL 2: 1.16e-012 2.2l1e-015 4.32e+002 9.48e-001 


"276。 











的 结果 为 : 





工 七 e 工 
工 七 e 工 
工 七 e 工 
工 七 e 工 


工 苇 e 工 
工 苇 e 工 

















8 : 
优化 过 程 成 功 终止 。 
exitflag 的 值 为 了 


~ 心 mw 


.23e-012 
.78e-011 
.31e-011 
.96e-011 
.51e-011 
,5lLe=012 


人 
OO 


T 











数 output.iterations 。 


exXitf1ad 


工 
fval = 


-70.0000 


OUtPUt 


erations: 8 


cgiterations: 0 


alLgorithm: 


.16e-015 
.61e-016 
.84e-015 
.62e-016 
.74e-016 
.37e-016 


"ipsol' 


户 TI TO 


.78e+001 
.38e+001 
.05e+000 
.64e-001 
.09e-005 
.09e-011 


.88e-001 
.69e-001 
.89e-002 
.34e-003 


.55e-007 
.51e-013 


OA 


E， 说 明 linprog 函数 收敛 。 此 外 ， 还 可 以 得 到 最 终 函 数值 fval 和 迭代 次 
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军 三 倘 ” 偶 向 分 万 程 驳 值 解 工具 条 


第 25 章 “” 含 微 分 方程 效 值 解 工 具 箱 概述 




















工程 中 有 许多 问题 可 以 归结 为 俩 微分 方程 问题 ， 





等 ) 内 部 的 应 力 应 变 问题 、 地 下 水 渗流 问题 等 。 这 些 由 




















组 合成 的 数学 模型 ， 只 有 在 十 分 特殊 的 条 件 下 才能 求 得 解析 解 
人 们 对 于 这 一 类 问题 是 无 能 为 力 的 。 随 着 计算 机 技术 的 发 
限 元 法 、 有 限 差 分 法 、 离 散 元 法 、 拉 格 衣 日 元 法 等 等 。 利 





















































如 弹 塑 性 力学 中 研究 对 象 〈 结 构 、 边 坡 
偏 微分 方程 及 边界 条 件 、 初 始 条 件 等 








因此 ， 在 很 长 一 段 时 间 内 ， 








展 ， 各 种 数值 方法 应 运 而 生 ， 如 有 
j 数 值 法 ， 可 以 求 得 这 些 问 题 的 数 




















值 解 。 它 不 是 问题 的 精确 解 ， 但 可 以 无 限 接近 精确 解 。MATILAB 采用 有 限 元 法 求解 俩 微分 方 








程 的 数值 解 。 


























襄 分 插值 把 区 域 连 续 求 解 的 微分 方程 离散 成 求解 线 



































按照 所 依据 的 原理 不 同 ， 有 限 元 法 又 可 分 为 变 分 有 


法 等 。 




















在 进行 有 限 元 计算 以 前 ， 往 往 要 进行 一 系列 的 预 处 
离散 化 ， 即 用 比较 简单 的 形状 或 形体 来 逼近 和 代 蔡 实际 的 形状 或 形体 。 例 如 ， 对 于 二 维 的 情 

































































有 限 元 法 由 我 国 数学 家 汉 康 等 于 1956 年 最 先 提 出 ， 最 早 应 用 于 结构 力学 。 它 是 利用 
性 代数 方程 组 ， 以 近似 解 代 替 精 确 解 。 
限 元 法 、 














迦 辽 金 有 限 元 法 和 均衡 有 限 元 











理工 作 ， 如 对 该 几何 形状 或 形体 进行 
































况 ， 可 以 用 很 多 三 角形 或 四 边 形 来 逼近 一 个 有 着 复杂 边界 的 实际 图 形 ， 对 于 三 维 的 情况 ， 可 





























以 用 四 面体 或 六 面体 的 集合 体 来 逼近 实际 形体 。 这 相 





























f， 可 以 将 比较 复杂 的 曲线 或 曲面 问题 转 























化 为 相对 简单 的 直线 或 平面 问题 。 这 个 过 程 ， 即 为 建立 几何 模型 的 过 程 。 图 25-1 中 用 三 角形 





可 


格 将 研究 域 离散 化 。 














图 25-1 ”研究 域 的 三 








形 网 格 
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PDE 工具 箱 提 供 了 一 系列 函数 绘制 研究 对 象 的 几何 形状 并 根据 几何 形状 自动 进行 网 格 齐 
分 。 表 25-1 中 为 绘制 几何 形状 的 函数 ， 表 25-2 中 为 与 网 格 放 分 有 关 的 函数 。 
































表 25-1 绘图 算法 函数 

































































图 数 描述 
pdecirc 绘 圆 
pdeellip 绘 椭圆 
pdemdlcv 将 PDE 工具 箱 1.0 模型 的 M 文件 转换 为 PDE 工具 箱 1.0.2 版 本 的 格式 
pdepoly 绘 多 边 形 
pderect 绘 矩形 
pdetool PDE 工具 箱 图 形 用 户 集成 界面 GUI) 
































csgchk 对 几何 描述 矩阵 的 有 效 性 

csgdel 除 最 小 子 域 之 间 的 界线 

decsg 将 建设 性 实体 几何 模型 分 解 为 最 小 子 域 
initmesh 建 初始 三 角形 网 格 















































jigglemesh 微调 三 角形 内 部 点 


























pdearcl 在 参数 表示 和 圆 弧 长 度 之 间 进 行内 插 
poimesh 在 抢 形 几何 图 形 上 生成 规则 网 格 
refinemesh 将 一 个 三 角形 网 格 细 化 

wbound 写 边 界 条件 指 定 文件 


WwWgeom 写 几 何 指定 函数 



















































































建立 几何 模型 以 后 ， 需 要 根据 要 求解 的 问题 赋予 初始 条 件 、 边 界 条 件 和 方程 参数 等 。 组 
合 各 方面 的 贡献 以 后 , 组 成 一 个 大 型 的 矩阵 方程 ,然后 采用 一 定 的 方法 求 得 方程 的 解 。 表 25-3 
中 列 出 了 PDE 工具 箱 提 供 的 部 分 仿 微 分 方程 求解 算法 函数 。 


表 25-3 ” 偏 微分 方程 求解 算法 函数 

































































adaptmesh 生成 自 适 应 网 格 并 求解 PDE 问题 
assemal 组 合 面积 的 整体 贡献 

assemb 组 合 边界 条 件 的 贡献 

assempde 组 合 刚度 矩阵 和 PDE 问题 的 右 端 项 
hyperbolic 求解 双 曲 线 PDE 问题 















































parabolic 求解 抛物 线 型 PDE 问题 





pdeeig 求解 特征 值 PDE 问题 








pdenonlin 求解 非 线性 PDE 问题 

















poisolv i 形 网 格 上 对 泊 松 方程 进行 快速 求解 


7 











计算 完毕 以 后 ， 可 以 得 到 网 格 上 各 个 节点 《网 格 顶点 ) 上 的 解 ， 可 以 用 列表 的 形式 来 列 
出 这 些 值 ， 但 使 用 图 形 更 直观 。 于 是 引出 有 限 元 计算 的 后 处 理 问题 。 通 常用 于 表现 有 限 元 计 
算 结 果 的 图 形 有 变形 网 格 图 、 云 图 (色谱 图 )、 等 值 线 图 、 矢 量 图 、 网 格 图 、 表 面 图 、 流 线 图 
等 。PDE 工具 箱 提供 的 后 处 理 函 数 如 表 25-4 所 示 。 
































































































































表 25-4 ”绘图 函数 


函数 描述 
pdecont 绘 等 值 线 图 


pdegplot 绘制 PDE 几何 医 





























pdemesh 绘 PDE 三 角形 








pdeplot 一 般 PDE 工具 箱 


























pdesurf 绘 三 维 表面 氏 
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第 26 章 ，” 含 微 分 方程 数值 解 有 关 函 数 介绍 


26.1 偏 微分 方程 求解 算法 函数 


1. adaptm 


esh 函数 

















利用 该 函数 生成 适应 性 网 格 并 进行 PDE 求解 。 其 调用 格式 和 说 明 如 下 所 示 : 


@ [uz, p, e， 


和 了 PDE 求解 。 选 项 参数 作为 属性 名 称 /属性 值 匹配 对 给 出 。 














革 j=adaptmesh(g, b, c, a, f PropertyName', PropertyValue,) 进行 适应 性 网 格 生成 
































该 函数 生成 枯 圆 型 标量 PDE 问题 的 解 











或 椭圆 型 系统 PDE 问题 的 解 





问题 的 几何 





























-V。(cV 由 +au= 厂 在 Q 上 ， 


-V。(cQ@VYIW+aut= 厂 在 Q 上 
条 件 和 边界 条 件 由 g 和 给 出 。 网 格 由 p、e 和 +t 进行 描述 。 


















































解 吕 代表 解 向 量 &。 

求解 PDE 问题 序列 的 算法 用 到 三 角形 网 格 。 第 1 个 三 角形 网 格 的 生成 是 通过 给 adaptmesh 
函数 赋 选 项 参数 或 通过 调用 不 带 参 数 的 initmesh 函数 得 到 的 .下 面 生 成 的 网 格 是 通过 求解 PDE 
问题 、 计 算 误 差 估计 、 选 择 一 系列 基于 误差 估计 的 三 角形 并 最 后 定义 这 些 网 格 来 获得 的 。 然 
后 重新 计算 PDE 问题 。 此 循环 直到 用 三 角形 选择 方法 获得 网 格 或 达到 最 大 三 角形 数 或 要 求生 














































































































成 的 三 角形 已 经 全 部 生成 为 止 。 

















g 描述 PDE 








问题 的 分 解 几何 模型 。g 可 以 是 分 解 儿 何 和 矩阵 或 几何 模型 M 文件 的 文件 名 。 


分 解 几何 窍 阵 和 几何 模型 M 文件 的 格式 分 别 在 decsg 和 pdegeom 中 描述 。 














b 描述 PDE 








矩阵 和 边界 M 文件 的 格式 分 别 在 assemb 和 pdebound 中 描述 。 
PDE 问题 的 适应 性 三 角形 网 格 由 网 格 数据 P、e 和 + 给 出 
见 initmesh 函数 。 























问题 的 边界 条 件 。b 可 以 是 边界 条 件 和 矩阵 或 边界 M 文件 的 文件 名 。 边 界 条 件 












































。 网 格 数据 代表 意义 的 详情 请 参 














一 





























PDE 问题 的 系数 c，a 和 f 可 以 通过 多 种 方式 给 出 。 若 非 线 性 求解 器 通过 设置 属性 nonlin 



























































得 到 了 加 强 的 话 ， 这 些 系数 可 以 通过 求 出 。 系 数 与 时 间 t 无 关 。 在 assempde 函数 中 可 以 看 


到 所 有 选项 的 一 个 

















表 26-1 列 


完整 的 列表 。 

















上 了 属性 名 /属性 值 匹 配对 ， 及 它们 的 默认 值 和 属性 描述 。 









































Par 被 传递 给 Tripick 函数 。(Tripick 函数 将 在 后 面 描述 。) 它 通常 作为 描述 解 与 方程 拟 合 


程度 的 容 限 值 。 
































当 达 到 Ngen 或 网 格 中 的 三 角形 个 数 超过 Maxt 时 ， 细 化 《加 密 ) 终止 。 
pl、el 和 tl 为 输入 网 格 数据 。 该 三 角形 网 格 被 作为 适应 性 算法 的 初始 网 格 。initmesh 函 


数 中 给 出 了 网 格 
到 的 结果 作为 初 
























































数据 的 细节 。 如 果 没 有 提供 初始 网 格 ， 将 用 调用 不 带 参 数 的 initmesh 函数 得 
始 网 格 。 
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表 26-1 属性 表 


属 性 值 默 认 值 




















Positive integer i 新 三 























positive integer 生成 三 角 姑 














pl,el,tl initmesh 初始 网 











Tripick MATILAB function | pdeadworst 





Par numeric 0.5 














Rmethod longestregular longest 























Nonlin on|off off 








Toln numeric le-4 





u0 





fixedlIumped|lfull 非 线性 雅 可 比 矩 阵 的 计算 


























numericlinflenergy | i 非 线性 残 差 范 数 








三 角形 选择 方法 Tripick 是 一 种 用 户 定 义 的 三 角形 选择 方法 。 给 定 通过 pdejmp 函数 计算 





的 误差 估计 以 后 ， 将 选择 在 下 一 次 网 格 生成 中 将 要 细 化 的 网 格 。 使 月 


























































































































网 格 的 细 化 方法 有 最 长 法 和 匀称 法 。 


NS 






































置 为 on。 非 线性 容 限 Tomn, 非 线性 初 值 u0, 非 线性 雅 可 比 矩 阵 Jac 和 非 


























传递 到 非 线性 求解 器 pdenonlin 中 去 。 参 见 pdenonlin 函数 ， 可 了 解 非 线性 

















线 局 

















月 变量 p，1，cc，aa， 妨 

2，errf 和 par 调用 函数 。p 和 代表 当前 生成 的 三 角形 ，cc，aa 和 六 为 PDE 问题 的 当前 系数 
并 扩展 到 三 角形 的 中 点 ,2 是 当前 解 ，errf 为 计算 误差 估计 ，par 为 函数 参数 ， 赋 给 adaptmesh 
函数 作为 可 选 变量 。 抢 阵 cc，aa, 太 和 errf 都 有 Ni 列 ,其 中 Nt 为 三 角形 的 当前 个 数 。cc，aa 
和 六 中 的 行 数 与 输入 变量 c，a 和 上 的 相同 。errf 中 的 每 一 行 都 对 应 系统 ' 
具 箱 中 有 两 个 标准 的 三 角形 选择 方法 一 pdeadworst 和 pdeadgsc。pdeadworst 选 





的 某 一 个 方程 。 工 





择 errf 
值 闪 值 〈 默 认 值 为 0.5) 的 三 角形 ，pdeadgsc 则 使 用 相对 容 限 临界 值 来 选择 三 角形 。 

化 方法 的 细节 内 容 可 参见 refinemesh 函数 。 
适应 性 算法 也 可 以 求解 非 线性 PDE 问题 。 对 于 非 线 性 PDE 问题 ， 


必须 将 Nonlin 参数 设 
E 残 差 范 数 Norm 将 被 
求解 器 的 细节 内 容 。 


【 例 26-1】 求解 扇形 圆 弧 的 拉 善 拉 斯 方程 。 该 扇形 圆 弧 的 Dirichlet 边界 条 件 为 : 沿 圆 弧 











&U = cos(2/3atan2(y, x))， 沿 直线 & = 0。 并 与 其 解析 解 进行 对 比 。 
首先 用 最 坏 误 差 临 界 值 法 细 化 网 格 ， 直 到 至 少 有 500 个 三 角形 : 


[ru P，ey 七 ]=adqaptmesh('cirsg'"，'cirsb'，1，0，0， 






































"tripick'， pdaeadqworst '， "ngen'"，， inf) 


x=P(lIr:)7 Yy=Pp(2，:) 7 
exXact=((X.^2+Yy.^2).(1/3) .xcos (2/3xatan2(y，X) )) 1; 
max (abs (u-exact) ) 
ans 一 
0.0058 
Size( 蕊 ，2) 
ans = 
534 
Pdemesh (pvev) 





"maxt 'yv 


结果 如 图 26-1 所 和 示 。 最 大 绝对 误差 为 0.00358， 有 5$34 个 三 角形 。 
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但 D7 





下 面 我 们 使 用 均匀 三 角形 网 络 进行 细 化 : 


[PP，ey 七 ]=initmesh('cirsdg') 7 








[和 廿 ]=fefinemesh('cirsgd'， Pr er 七 ) ; 
u=assempaqe ("cirsb'， Per 廿 1，0，0):， 
x=P(lIr:)7 Yy=Pp(2，:) 1; 
exXact=((X.^2+Yy.^2).^(1/3) .xcos (2/3xatan2(y，X) ) ) 07 
max (abs (u-exact) ) 
ans 一 
0.0085 
Size( 蕊 2) 
ans 一 
1640 


[P， 七 ]=fefinemesh('cirsgd'，PpP er 七 ) ; 





u=assempaqe ("cirsb'， Per 廿 1，0，0):， 
x=P(lIr:)7 Yy=Pp(2，:) 1; 
exXact=((X.^2+Yy.^2).^(1/3) .xcos (2/3xatan2(y，X) ) ) 07 
max (abs (u-exact) ) 
ans 一 
0.0054 
Size( 七 ，2) 
ans 一 
6560 
Pdqdemesh(P，ey 七 ) 


细 化 后 的 网 格 如 图 26-2 所 示 。 可 见 ， 使 用 均匀 细 化 法 ， 需 要 6560 个 三 角形 就 可 以 达到 
比 用 适应 法 更 好 的 绝对 误差 。 对 于 有 正则 解 的 问题 ， 我 们 希望 误差 为 o(/ 轧 。 但 本 问题 中 解 是 
奇异 的 ， 因 为 在 原点 上 srl/3。 
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到 全 多 
到 量 


局 

















图 26-1 三 角形 网 格 图 图 26-2 ” 细 化 后 的 网 格 


上 面 的 计算 终止 时 ， 会 给 出 下 面 消息 中 的 一 种 : 
Adaption completed〈 这 表示 Tripick 返回 0 值 ， 即 细 化 三 角形 的 个 数 为 0)。 
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P， tb 


和 矩阵 中 去 ， 并 且 包 含混 合 边界 条 件 的 贡献 。G 需要 添加 到 右 端 项 中 并 包含 广义 Neumann 条 件 
和 混合 边界 条 件 。 方 程 Hu=R 代表 Dirichlet 类 型 的 边界 条 件 。 输 入 参数 p，e，u0，time 和 


sdl 


Maximum number of triangles obtained 〈 达 到 三 角形 最 大 个 数 )。 
Maximum number of refinement passes obtained 〈 得 到 的 最 大 细 化 次 数 )。 





2. assema 函数 

该 函数 组 合 面积 的 整体 贡献 ， 其 调用 格式 为 ; 

@ [K, M, F]=assema(p,tb caD 组 合 刚度 矩阵 玉 、 总 体 和 矩阵 M 和 右 侧 问 量 FE。 输 入 参数 
c, af u0,time 和 sdl 的 意义 与 后 面 assempde 函数 中 的 相同 。 



































3. assemb 函数 
该 函数 组 合 边界 条 件 的 贡献 ， 其 调用 格式 为 ; 
e@ [Q, G, H, R]=assemb(b,p,e) 组 合 息 阵 Q 和 邢 , 以 及 向 量 G 和 R。Q 应 该 被 添加 到 系统 




































































具有 与 assempde 函数 中 相同 的 含义 。b 描述 PDE 问题 的 边界 条 件 。b 可 以 是 边界 条 件 和 矩阵 





























或 边界 M 文件 的 文件 名 。 边 界 条 件 矩 阵 的 格式 用 下 面 的 形式 进行 描述 ， 边 界 M 文件 在 
























































pdebound 函数 中 进行 描述 。 


























PDE 工具 箱 处 理 下 列 边界 条 件 类 型 : 
《1) 在 广义 Neumann 边界 段 ，g 和 8 与 根据 下 式 得 到 的 导数 有 关 : 
元 。(cCVI +GIU=8 
(2) 在 Dirichlet 边界 段 ，jixr = r。 
该 工具 箱 也 处 理 研 究 区 域 Q 上 的 偏 微分 方程 组 。 仿 方程 组 的 变量 个 数 为 W， 边 界 条 件 为 
HU = 
1 (CQ@VOD+ 9gUL=8+AN 
元 ，(cC @VI 为 N*#l 的 窃 阵 ， 它 的 《六 1) 元 素 为 
和 N 


0 DA 本 0 
aa 一 一 十 全 一 一 十 2 一 一 
EE2 Ci jl 元 CoS(Q)ci j12 下 Sin(C)Ci ja2l 元 Sin(C)ci ja 2 ] 

































































式 中 ，& 为 边界 法 向 向 量 的 向 量 角 ， 指 向 区 域外 侧 。 












































在 PDE 图 形 用 户 界 面 中 ， 边 界 条 件 和 矩阵 由 系统 自动 创建 ， 并 由 assemb 函数 将 边界 的 贡 





献 传递 给 矩阵 Q、G、 瑟 和 尽 。 边 界 条 件 矩 阵 也 可 以 作为 一 个 M 文件 保存 起 来 ， 并 与 wbound 
函数 一 起 使 用 。 


可 查看 下 表 : 

















对 于 分 解 几 何 矩 阵 中 的 每 一 列 而 言 ， 必 须 在 边界 条 件 和 矩阵 中 有 对 应 的 列 。 每 一 列 的 格式 



































第 1 行 包 含 系统 的 维 数 N。 

第 2 行 包 含 Dirichlet 边界 条 件 的 个 数 M。 

第 3 行 至 第 3+M -1 行 包含 代表 & 的 字符 串 的 长 度 ， 各 长 度 按照 列 的 大 小 顺序 保存 。 
第 3+ 六 行 到 第 3+ NM +N-1 行 包 含 代表 g 的 字符 串 的 长 度 。 

第 3+M+N 行 至 第 3+M+N+MN-1I 行 包含 代表 天 的 字符 串 的 长 度 。 长 度 根据 疡 的 列 























的 大 小 顺序 进行 保存 。 





上 面 的 内 容 决定 。MAILAB 文本 根据 矩 阵 严 和 2 的 列 的 大 小 顺序 进行 保存 。 字 符 串 之 间 没 有 











第 3+M+N+NM 行 至 第 3+M+N+MN+M-1 行 包含 代表 > 的 字符 串 的 长 度 。 
接 下 来 的 各 行 所 包含 的 MATLAB 文本 代表 实际 的 边界 条 件 函 数 。 文 本 字符 串 的 长 度 根 据 
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分 隔 符 。 可 以 插入 包含 下 列 变量 的 MATLAB 表达 式 ; 
> 二 维 坐 标 x，y 
> 边界 段 参数 9， 它 与 圆 弧 的 长 度 成 比例 。 在 边界 段 的 起 点 处 等 于 0， 并 沿 箭头 指向 的 
方向 在 边界 段 上 增加 到 1 。 
> 向 外 的 法 向 向 量 元 素 nx 和 ny。 如 果 需 要 切 向 向 量 
区 = -ny，ty=DnXo。 
> 解 U (只 有 当 指 定 了 输入 变量 六 以 后 才 有 )， 时 间 上 (只 有 在 输入 变量 中 指定 了 才 有 )。 
【 例 26-2】 描述 边界 条 件 托 阵 的 格式 。 对 于 标量 PDE (N=1) 问题 的 一 条 Neumann 边 
界 (M=0)， 











中 












































则 可 以 通过 nx 和 ny 得 到 ， 因 为 

















必 







































































元 。(cV 丰 = 一 妃 





边界 条 件 将 由 列 向 量 来 代表 ， 即 
[OO 人 2] 
注意 , 严 或 上 中 没有 保存 长 度 。 
同样 ， 对 于 标量 PDE 问题 ，Dirichlet 边界 条 件 
以 


人 
三 X 一 y 























也 保存 在 列 向 量 中 。 
[汪汪 
对 于 N=2 且 混 合 边界 条 件 〈M=1) 如 下 所 示 的 系统 : 
Gap)z = 万 


ievat| 人 和 | -|2 + 
d21 92 8 





其 列 可 看 做 : 
2 
1 











六 2 
这 让。 和 志 
其 中 ，1q11, 1q21, . .. 表示 MATLAB 文本 表达 的 长 度 ，q11，q21, . .. 表示 实际 表达 。 
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4. assempde 函数 


该 函数 组 合 刚度 矩阵 和 PDE 





问题 的 右 端 项 ， 其 调 























j 格 式 为 : 











@ assempde 函数 是 PDE 工具 箱 中 的 一 个 基本 函数 。 它 使 用 有 限 元 法 来 组 合 PDE 问题 。 
assempde 命令 组 合 标量 PDE 问题 。 


或 系统 PDE 问题 





对 


对 于 有 Np 个 节点 的 N 维系 统 , 二 的 第 一 个 夺 值 
的 第 二 个 元 素 ， 如 此 类 推 。 





于 标量 的 情况 ,月 


-V。，(Cvm+ar = 在 2 上 


-V。，(CQ@YVI+auL= 厂 
该 命令 可 以 有 选择 地 生成 PDE 问题 的 解 。 























在 Q 上 








晶 解 的 列 向 量 来 代表 解 向 量 罗列 向 量 中 的 解 的 值 对 应 于 疡 的 对 应 节点 。 





这 相 





















































述 xz 的 针 
和 了 的 元 素 就 作为 N 个 节点 值 块 放置 到 向 量 zx 


旧 














和 





从 








一 个 元 素 ， 接 下 来 的 如 值 描述 zx 








己 









































e@ U=assempde(b,p,e,bc,a,f) 通过 在 线性 方程 组 剔除 Dirichlet 边界 条 件 来 组 合 和 求解 PDE 


贸 


问 





@ [KK,F]=assempde(b,p,e,tc,a,f) 通过 
和 下 分 别 为 刚度 矩阵 和 右 训 
































@ [K,FEB,ud]=assempde(b,p,e,tc,af) 通过 从 线性 等 


问题 。 2U1=KNP 返回 





非 Dirichlet 点 上 的 解 。 
u=B#xu1l+ud 进行 求解 。 




















刚度 对 Dirichlet 边界 条 件 近似 来 组 合 PDE 问题 。 开 
项 。PDE 问题 的 有 限 元 解 为 KRAF。 


式 组 剔除 Dirichlet 边界 条 件 来 组 合 PDE 








完整 的 PDE 问题 可 以 通过 MATLAB 表达 式 





e@ [KMFEQ,GHR]=assempde(b,p,e,bc,af 给 出 PDE 问题 的 裂 区 表示 (split representation)。 


e@ U=assempde(K,MFQ,GHR) 将 PDE 问题 上 


的 裂 区 表示 转化 为 单一 矩阵 或 向 量 的 形式 ， 








然后 通过 从 线性 等 式 组 中 剔除 Dirichlet 边界 条 件 来 进行 求解 。 


@ [K1,F1]=assempde(K,M,EQ,GHR) 通过 用 4 
问题 的 肌 区 表示 转化 为 单一 入 


@ [K1F1,.B,ud]=assempde(K,M.FQ,GH,R) 通过 从 线性 等 式 组 中 剔除 Dirichlet 边界 条 件 来 





E 阵 或 向 量 的 形式 。 



































将 PDE 问题 的 裂 区 表示 转化 为 单一 矩阵 或 向 量 形式 。 








b 描述 PDE 问题 的 边界 条 件 。b 可 以 是 边界 条 伯 
和 边界 M 文件 的 格式 分 别 
PDE 问题 的 几何 模型 通过 网 














的 细节 。 


subdomain 标签 





























述 在 assemb 函数 和 pdebound 函数 中 。 








的 选项 列表 sdl 限制 列表 ， 








格 数据 p，e 和 给 出 。 




















翅 


民 大 的 常数 修改 Dirichlet 边界 条 件 来 将 PDE 








标签 所 标示 的 子 域 的 组 合 过 程 。 
u0 和 时 间 分 别 用 于 非 线性 求解 器 和 时 间 逐 步 算法 。 解 的 初 值 u0 的 形式 与 二 的 相同 。 


E 阵 或 边界 M 文件 的 文件 名 。 边 界 条 件 

















initmesh 函数 中 给 出 了 网 格 数据 意义 





选项 输入 变量 




















标量 PDE 问题 中 的 系数 ca 和 可 以 通过 下 面 的 方式 用 MATLAB 变量 c, ac 和 表示 。 

















(1) 常数 。 
(2) 三 角形 中 心 点 
(3) 三 角形 中 心 点 














人 一 


人 一 





中 ,变量 x, y sd u ux, uy 和 t 为 代表 三 角形 ， 





FE 的 值 行 
上 计算 系数 的 MATLAB 文本 表达 。 该 表达 式 通 过 上 下 文 进行 评价 ， 其 
心 点 处 值 的 行 向 量 〈t 为 标量 )。 行 向 量 包 括 x, y 


向 量 。 













































































坐标 、 子 域 标 签 、 解 、 解 对 xx 和 y 的 俩 导数 以 及 时 间 。 


u ux 和 uy 才 可 以 


(4) MAITLAB 文本 表达 序列 












































民 据 上 面 的 内 容 胡 
“ 286 。 




















只 有 在 uo 已 经 被 传递 给 assempde 以 后 


使 用 。 这 种 情况 对 于 标量 t 也 适用 ， 标 量 t 作为 时 间 传 递 给 assempde 函数 。 
感叹 号 作 间隔 ， 即 marks !。 





每 一 个 文本 表达 的 语法 必须 











定 。 序 列 中 表达 式 的 数目 必须 与 三 角形 列表 t 中 子 域 标签 的 数目 相同 〈 该 数 





目 可 以 通过 键入 max(t(4,:)) 进 行 核对 )。 

(《$) 自 定 义 的 MATLAB 函数 , 它 接 受 变量 (p,t u, time)。 若 对 应 参数 没有 传递 给 assempde 
函数 ， 则 u 和 时 间 为 空 矩 阵 。p 和 +t 为 网 格 数据 ，u 为 输入 参数 u0，time 为 时 间 输 入 参数 。 若 
时 间 为 NaN《〈 空 值 ) 而 函数 与 时 间 有 关 ， 则 函数 必须 返回 对 应 大 小 的 矩阵 ， 玫 阵 中 所 有 元 素 
均 为 NaN。 

若 c 包 含 两 个 根据 上 面 内 容 得 到 的 数据 行 , 则 它们 是 cy 和 cz2, 是 一 个 2x2 的 对 角 和 托 阵 的 
元 素 。 
若 c 有 4 行 ， 它 们 是 cut cz clz 和 czz， 是 一 个 2x2 的 和 窍 阵 中 的 元 素 。 


cl 0 
| 0 | 
令 N 为 PDE 系统 的 维 数 。 现 在 e 是 一 个 NxNx2x2 的 张 量 ,，u 是 一 个 NxN 的 矩阵 ,F 是 一 
个 长 度 为 N 的 列 向 量 。c，a&，d 和 上 的 元 素 cm，az， 帮 和 上 态 按 照 行 的 大 小 保存 在 MATLAB 年 
阵 c，&，4& 和 中。 这 些 和 矩阵 中 的 每 一 行 在 语法 上 与 标量 情况 是 近似 的 。 有 一 点 不 同 的 是 : 在 
MAILAB 文本 表达 的 评价 上 ， 变 量 x， 帮 和 办 为 包含 有 N 行 的 矩阵 ， 每 一 行 对 应 一 个 元 素 。 
恒 等 矩 阵 、 对 角 和 抢 阵 和 对 称 和 矩阵 作为 特例 处 理 。 对 于 张 量 cx， 它 适 用 于 下 标记 户 上 和 1。 
中 的 行 数 决定 系统 的 维 数 W,， 中 的 第 守 行 代表 8 中 的 元 素 廊 
根据 表 26-2，d 的 行 数 柬 与 e 的 元 素 由 有 关 。 对 于 对 称 的 情况 ， 假 设 j) 疡 关 所 有 不 能 组 
成 的 元 素 都 假设 为 0: 






























































































































































































































































表 26-2 行 数 mu 与 元 素 的 关系 














NOV+I/2 7J0-D2+i 
7 NO-D+i 









































后 面 有 一 个 例子 演示 了 ea 是 如 何 保存 到 a 矩阵 中 去 的 。 

c 中 的 元 素 决定 于 维 数 W 和 e 中 的 行 数 产 。 严 与 表 26-3 中 第 1 列 的 X 相 匹配 ， 即 按 顺序 
从 第 1 行 到 最 后 一 行 。 
第 1 次 匹配 决定 e 的 取 值 类 型 。 对 于 一 些小 值 2 乏 N 入 和 和 ， 它 们 的 取 值 仅 决 定 于 进行 检验 
的 次 序 。 对 于 对 称 的 情况 ， 假 设 j>>i 且 这 上 所 有 不 能 组 成 的 元 素 都 假设 为 0: 


表 26-3 ” 行 数 m 与 元 素 的 关系 










































































所 在 的 行 

















2 二 大 -2 

















3 二 717+K 一 人 
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1c 


在 < 中 所 在 的 行 











4MN 


4i+21+ 人 6 





2MCN+ 1)/2 


212 +J+1+4 





2 人 





4N2 


【 例 26-3】 求解 世 形 薄 膜 的 方程 ~Ax =1，6Q 上 为 Dirichlet 边界 条 人 








显示 结果 。 


[P，ey 七 ]=initmesh('1shapeg'yv 











4MU- 1+4 和 +21+K 大 -6 








THmaxT7r， 0.2) 7 


[P， / 七 ]=zefinemesh(' shapedgd'"，P，e 七 ) ; 





u=assempaqe ("1shapeb'，P，er 七 1，0，1):，; 


pqdqesurE(Pp， 七 ，U) 


结果 如 图 26-3 所 示 。 


0.2 










0.15 


0.1 


【 例 26-4】 考 虑 在 原点 上 有 单位 点 源 的 单位 加 





-1 -1 






-0.5 








图 26-3 工 形 薄 膜 江 




















定义 函数 人 circlef(p,bu,time) 计 算 
三 角形 返回 0。 原点 上 的 三 角形 将 返回 值 La ,其 





松 方程 的 解 
圈 的 泊 松 方程 。 其 解析 解 为 : 








1 
=- 一 lo 
0 g (7 站) 

















应 性 算法 演示 该 问题 〈 见 图 26-4)。 


1 


0 司 
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= -1 


图 26-4 单位 点 源 泊 





F x=0。 最 后 绘图 


右 端 项 。 除 了 原点 上 的 三 角形 以 外 ， 该 函数 将 为 所 有 的 





中 a 为 三 角形 区 域 。pdedemo 7 函数 M 采 月 


局 天 


松 方程 的 解 











日 适 


坝 ， 函数 
函数 求解 双 曲 线 PDE 问题 。 其 调用 格式 为 : 
@ Ul=hyperbolicCu0, ut0, tlist b, p, etb c, af d) 生成 标量 PDE 问题 的 有 限 元 解 















































0 在 上 ， 
612 
或 系统 PDE 问题 的 解 
2 
各 Q@:.V:I+a=F 在 Q 上 


研究 对 象 为 用 p，e 和 1 b 为 边界 条 件 ，u0 为 初 值 ， 初 始 导数 为 ut0。 

对 于 标量 的 情况 , 解 和 矩阵 ul 中 的 每 一 行 都 是 由 p 中 对 应 列 给 定 的 人 举 标 上 的 解 。ul 中 的 每 
一 列 为 tist 中 对 应 项 给 定 的 时 间 上 的 解 。 对 于 具有 np 个 节点 的 N 维系 统 ，ul 的 前 np 列 描述 
u 的 第 1 个 元 素 ， 接 下 来 的 np 行 描述 u 的 第 2 个 元 素 ， 如 此 类 推 。 这 样 ，u 的 元 素 就 作为 节 
点 行 的 N 个 块 放 到 u 中 。 

b 描述 PDE 问题 的 边界 条 件 ， 它 可 以 是 一 个 边界 条 件 和 矩阵 或 边界 M 文件 的 文件 名 。 边 界 
条 件 可 能 与 时 间 {t 有 关 。 边 界 条 件 和 矩阵 和 边界 M 文件 分 别 描述 在 assemb 函数 和 pdebound 函 
数 中 。 


PDE 问题 的 几何 模型 由 网 格 数据 p、e 和 + 描述。initmesh 函数 对 网 格 数据 的 意义 进行 了 
具体 描述 。 


系数 c，a，d 和 了 可 以 通过 多 种 方法 给 定 。 这 些 系数 也 可 以 与 时 间 ft 有 关 。 在 assempde 
函数 中 可 以 看 到 所 有 选项 的 列表 。 

atol 和 rtol 为 绝对 和 相对 容 限 。 

@ ul=hyperbolicCu0,ut0,tlisbK,EB,ud,M) 生 成 PDE 问题 的 解 



































































































































让 

















































































































MB 二 天 ,下 = 严 = BO 
7 
初 值 为 u0 和 ut0。 
【 例 26-S】 求解 波动 方程 ; 
24_， 
2 





研究 域 为 方形 -1 乏 z (squareg)， 当 x= 二 l 时 ， 有 Dirichlet 边界 条 件 z = 0; 当 >= 二 1 








(和 矩形 3) 时 ， 有 Neumann 边界 条 件 
ou 
二 
选择 
2U(0) = arctan(cos()) 
和 


和 = 3Sin(X) exp (cos (7)) 


计算 时 间 等 于 0, 1/6, 1/3, … , 29/6, 5 时 的 解 。 
[Pet]=initmesh('sdqduaredg ') ; 
X=P(1v，:) "; 


"。 289。 


yYy=P(2，:) "; 
uU0=atan(cos (Pi/2*Xx) ) ; 


utO=3*sin (PiIx*Xx) .xexp(cos (Pixy) ) 
的 且 : 
七 Jist， "sdquareb3'，P， er 七 ，1，0， 


七 List=1Linspace (0， 
UuUu=hyperbolic(uoy 























运行 后 显示 
Time: 0.166667 
Time: 0.333333 
Time: 0.5 
Time: 0.666667 
Time: 0.833333 
Time: 工 
Time: 1.16667 
Time: 1.33333 
Time: 1.5 
Time: 1.66667 
Time: 1.83333 
Time: 2 
Time: 2.16667 
Time: 2.33333 
Time: 2.5 
Time: 2.66667 
Time: 2.83333 
Time: 3 
Time: 3.16667 
Time: 3.33333 
Time: 3.5 
Time: 3.66667 
Time: 3.83333 
Time: 4 
Time: 4.16667 
Time: 4.33333 
Time: 4.5 
Time: 4.66667 
Time: 4.83333 
Time: 5 

462 次 成 功 计算 

70 次 计算 失败 

1066 次 函数 评价 

1 次 求 俩 导数 


156 次 LU 分 解 
1065 个 线性 系统 方程 组 的 解 





6. parabolic 函数 


利用 该 函数 求解 抛物 线 型 PDE 问题 。 
@ ul=parabolic(u0,tlistg,b,p,e,bc,afd) 生成 标 
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王 七 Ov 





三 
里 . 





其 调用 格式 为 : 


PDE 问题 的 有 限 元 解 。 


4 二-V， (CV .IJ)+aL = 丰 在 Q 上 ， 
或 系统 PDE 问题 的 解 : 
4 之 -V， (CQ@.V.z)+aUL= 丰 在 Q 上 
研究 域 为 由 p，e 和 t 描述 的 网 格 ,b 为 边界 条 件 ， 初 值 为 u0。 
对 于 标量 的 情况 ,， 解 和 矩阵 ul 中 的 每 一 行 都 是 由 P 中 对 应 列 给 定 的 坐标 上 的 解 。ul 中 的 每 
一 列 为 tist 中 对 应 项 给 定 的 时 间 上 的 解 。 对 于 具有 np 个 节点 的 N 维系 统 ，ul 的 前 np 列 描述 
u 的 第 一 个 元 素 ， 接 下 来 的 np 行 描述 u 的 第 二 个 元 素 ， 依 次 类 推 。 这 样 ，u 的 元 素 就 作为 节 
点 行 的 N 个 块 放 到 u 中 。 
b 描述 PDE 问题 的 边界 条 件 ， 它 可 以 是 一 个 边界 条 件 和 矩阵 或 边界 M 文件 的 文件 名 。 边 界 
条 件 可 能 与 时 间 t 有 关 。 边 界 条 件 和 矩阵 和 边界 M 文件 分 别 描述 在 assemb 函数 和 pdebound 函 
数 中 。 
PDE 问题 的 几何 模型 由 网 格 数据 pP、e 和 描述。initmesh 函数 对 网 格 数据 的 意义 进行 了 
具体 摘 述 。 
系数 c，a，d 和 ff 可 以 通过 多 种 方法 给 定 。 这 些 系数 也 可 以 与 时 间 { 有关。 在 assempde 
函数 中 可 以 看 到 所 有 选项 的 列表 。 
atol 和 rtol 为 绝对 和 相对 容 限 。 
e@ ul=parabolicCu0,tistK,EB,ud,M) 生成 PDE 问题 的 解 


MB SA [天 .1 二 开 ， = 十 记 
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& 的 初 值 为 u0。 
【 例 26-6】 求 解 热 传导 方程 














au 
Df 
研究 域 为 方形 -1 入 xz ys1(squareg)。 在 妆 + 刀 < 0.42 的 区 域内 令 w0) = 1， 在 其 他 区 域 
内 令 x0) = 0。 使 用 Dirichlet 边界 条 件 & = 0 (Squareb1)。 要 求 计 算 时 间 linspace(0,0.1,20) 处 
的 解 。 

















[P，ey 七 ]=initmesh('sduareg' ) ; 


[P， / 七 ]=frefinemesh(' squared'， Per 七 ) ; 





uU0=zeros (size(P，2)，1)， 

1X=findq(sqtrt (PP(1，:).^2+Pp(2，:).^2)<0.4) 

UuU0 (1IX)=ones (Size(IXx) ) ; 

七 ist=1Linspace(0，0.1，20); 

ulL=pParabolic(u0o， tlList，" sdquarebl'，p er 廿 1，0，1，1):， 








运行 后 显示 : 
ime: 0.00526316 
ime: 0.0105263 
ime: 0.0157895 
ime: 0.0210526 
ime: 0.0263158 
ime: 0.0315789 
ime: 0.0368421 
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ime: 0.0421053 
ime: 0.0473684 
ime: 0.0526316 
ime: 0.0578947 
ime: 0.0631579 
ime: 0.0684211 
ime: 0.0736842 
ime: 0.0789474 
ime: 0.0842105 
ime: 0.0894737 
ime: 0.0947368 
ime: 0.1 

96 次 成 功 计算 

0 次 失败 

194 次 函数 评价 

1 次 求 偏 导数 

20 次 LU 分 解 

193 个 线性 方程 组 的 解 

7.，pdeeig 函数 

利用 该 函数 求解 特征 值 PDE 问题 ， 其 调用 格式 为 : 

e@ [v,]]=pdeeig(b,p,e,b ca dnD 生成 特征 值 PDE 问题 的 有 限 元 解 。 





-V (cvVD+au=4dx 在 2 上 ， 
或 系统 PDE 问题 的 解 





-V.(cQ@VvIND+du=du 在 2 上 

研究 域 的 几何 模型 由 p，e 和 + 描述 ,边界 条 件 由 b 给 定 。 

T 为 一 二 元 素 向 量 ， 指 示 一 个 内 部 实数 轴 。( 右 端 项 可 以 是 -Inf。) 算法 将 给 出 1 中 该 区 间 
内 所 有 的 特征 值 。 

v 为 一 特征 值 矩 阵 。 对 于 标量 的 情况 ，v 中 的 每 一 列 都 是 由 p 中 对 应 节点 上 解 的 特征 值 。 
vy 中 的 每 一 列 为 tist 中 对 应 项 给 定 的 时 间 上 的 解 。 对 于 具有 np 个 节点 的 N 维系 统 ，v 的 前 np 
列 描述 v 的 第 一 个 元 素 ， 接 下 来 的 np 行 描述 v 的 第 二 个 元 素 ， 如 此 类 推 。 这 样 ，v 的 元 素 就 
作为 节点 行 的 N 个 块 放 到 u 中 。 

b 描述 PDE 问题 的 边界 条 件 ， 它 可 以 是 一 个 边界 条 件 和 矩阵 或 边界 M 文件 的 文件 名 。 边 界 
条 件 可 能 与 时 间 t 有 关 。 边 界 条 件 矩 阵 和 边界 M 文件 分 别 描述 在 assemb 函数 和 pdebound 函 
数 中 。 

PDE 问题 的 几何 模型 由 网 格 数据 P，e 和 +t 描述 。initmesh 函数 对 网 格 数据 的 意义 进行 了 
具体 描述 。 

系数 c，a，d 和 了 可 以 通过 多 种 方法 给 定 。 这 些 系数 也 可 以 与 时 间 {t 有 关 。 在 assempde 
函数 中 可 以 看 到 所 有 选项 的 列表 。 注 意 ， 特 征 值 PDE 问题 是 一 个 均 质 问题 ， 非 均 质 部 分 将 自 
动 剔 除 。 

PDE 问题 的 几何 模型 由 网 格 数据 P，e 和 ft 给 定 。initmesh 函数 给 出 了 网 格 数据 意义 的 细 
了 航 5 
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PDE 问题 的 系数 ca 和 d 可 以 通过 多 种 方法 给 定 。assempde 函数 给 出 了 一 个 完整 的 选项 

列表 。 

e@ [v,1]=pdeeigK, B,M,D 生成 广义 稀 玻 窃 阵 特征 值 问 题 的 解 
Ku = 入 BMPBuiu= 了 Bul 


























参数 和 的 实 部 位 于 区 间 了 内 。 
【 例 26-7】 计算 小 于 100 的 特征 值 及 对 应 的 特征 模式 。 问 题 为 : 
一 VU = 入 只 
研究 域 为 工 形 薄 膜 。 然 后 显示 第 1 个 和 第 16 个 特征 模式 。 
[pe 七 ]=initmesh('1shapeg') ; 



































[Pvey 七 ]=frefinemesh('1Lshapeg'，P，e 七 ) ; 
[P， / 七 ]=fefinemesh(' shaped'，P，ey 七 ) ; 
[v，1]=paeelig('1Lshapeb'，P，e 廿 1，0，1，[-Inf 100])， 









































1(1) s 第 1 个 特征 什 

pqdesurf(Pp， 廿 ， vv(:71)) s 第 1 个 特征 模式 

于 iigure 

mermbrane (1，20，9，9) s MATLRAB 函数 

夺 igure 

1(16) s 第 16 个 特征 值 

pqesurf (Pp，t，v(:v16) ) s 第 16 个 特征 模式 

运行 结果 为 : 

Basis= 10， Time= 9.45， New conv elilg= 2 
Basis= 13， Time= 11.37， New conv elig= 2 
Basis= 16， Time= 13.24， New conv elig= 3 
Basis= 19， Time= 15.27， New conv elig= 4 
Basis= 22， Time= 17.47， New conv elig= 5 
Basis= 25， Time= 19.72， New conv elig= 6 
Basis= 28， Time= 22.08， New conv elig= 7 
Basis= 31， Time= 24.61， New conv elig= 7 
Basis= 34， Time= 27.25， New conv elig= 9 
Basis= 37， Time= 29.94， New conv elig= 9 


Basis= 40， Time= 32.79， New conv elig= 11 


Basis= 43， Time= 35.87， New conv elig= 11 


Basis= 46， [ime= 39.16， New conv elig= 16 


Basis= 49， Time= 42.24， New conv elig= 17 
Basis= 52， Time= 45.54， New conv elig= 20 
Basis= 55， Time= 49.16， New conv elig= 28 


Enaq of sweep: Basis= 55， [ime= 49.22， New conv elig= 28 








Basis= 38， Time= 58.44， New conv elig= 0 





Enaq of sweep: Basis= 38， Time= 58.50， New conv elig= 0 
ans 一 
9.6699 


ans 三 
93.3166 


并 生成 3 个 特征 值 模式 图 ， 如 图 26-5、 图 26-6 和 图 26-7 所 示 。 
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图 26-5 ”特征 值 模 式 图 一 














图 26-6 “特征 值 模式 图 二 














图 26-7 ”特征 值 模式 图 三 
对 于 标准 情况 ,，c 和 d 在 整个 区 域 上 都 为 正 。 所 有 的 特征 值 都 为 正 ， 将 0 作为 下 界 是 一 个 
好 的 选择 。c 和 d 中 有 一 个 为 0 的 情况 作 如 下 讨论 : 
《1) 若 某 子 域 中 d=0， 则 总 体 窃 阵 M 是 奇异 的 。 如 果 c 总 大 于 0， 则 不 会 有 任何 问题 。 
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和 矩阵 束 (K,M) 将 有 一 系列 无 限 大 的 特征 值 





























《2) 若 子 域 中 c = 0， 则 刚度 矩阵 区 奇 漠 。 和 矩阵 束 (K,M) 将 有 很 多 为 0 的 特征 值 。 对 于 包 














含 0 的 区 间 ，pdeeig 将 要 花费 很 长 时 间 才 能 找到 所 有 为 0 的 特征 值 。 建 议 选 择 一 个 比 0 大 但 





比 最 小 非 零 特 征 值 小 的 值 作为 下 界 。 
63) 若 有 一 个 区 域 ， 其 中 c= 0 且 d = 0, 将 得 到 一 个 奇异 拢 
的 ， 且 任何 值 看 起 来 都 象 特 征 值 。 

































































8. pdenonlin 函数 
该 函数 求解 非 线性 PDE 问题 。 其 调用 格式 如 下 所 示 : 
@ [u,res]=pdenonlin(b, p,e,b ca 人 求解 非 线 性 标量 PDE 问题 。 
-V (cvVID+auL= 厂 在 Q 上 ， 
或 非 线性 系统 PDE 问题 : 
-VY .CQ@vVvND+a=F 在 2 上 


















































年 束 。 整 个 特征 值 问题 是 未 定 











其 中 , 系数 c, a 和 ff 可 能 决定 于 u。 该 算法 采用 阻尼 牛顿 法 进行 求解 , 用 Armijo-Goldstein 





法 进行 一 维 搜索 。 














解 上 用 解 向 量 u 代表 。assempde 函数 中 详细 说 明了 解 的 意义 。res 为 牛顿 逐步 残 差 的 范 数 。 























PDE 问题 的 三 角形 网 格 由 网 格 数据 P，e 和 t 给 出 。 























b 描述 PDE 问题 的 边界 条 件 ， 它 可 以 是 一 个 边界 条 件 珑 阵 或 边界 M 文件 的 文件 名 。 边 界 
条 件 和 矩阵 和 边界 M 文件 分 别 描述 在 assemb 函数 和 pdebound 函数 中 。 注 意 , 一 般 调 用 pdebound 















































时 ， 边 界 条 件 也 可 以 决定 于 u。 采 用 定点 迭代 方案 求解 非 线 性 边界 条 件 。 

















系数 c，a 和 f 可 以 通过 多 种 方法 给 定 。 系 数 可 以 与 时 间 有 关 。assempde 函数 中 给 出 了 格 








式 选 项 的 完整 列表 。 
通过 定义 表 26-4 所 示 的 选项 可 以 改善 求解 器 。 


表 26-4 ”属性 表 
属 性 名 属 性 值 默 认 值 描述 


























Jacobian fixedllumped|full fixed 雅 可 比 矩 阵 的 近似 值 





字符 串 或 数值 赋 解 的 初 值 
终 值 处 的 残 差 











MaxIter FE 整 妆 高 斯 -牛顿 法 的 最 大 友 代 次 数 

















MinStep FE 标量 1/2^16 搜索 方向 的 最 小 波动 





Report off 打印 收敛 信息 














Norm 字符 是 JInf (+ce) 残 差 的 范 数 








目前 有 以 下 3 种 方法 计算 雅 可 比 和 矩阵 。 

《1) 基于 numjac 函数 稀 朴 结构 的 满 秩 雅 可 比 和 矩阵 的 数值 评价 。 
《2) 有 限 元 法 数值 解 。 
《3) 定点 迭代 矩阵。 其 中 ， 通 过 刚度 矩阵 求解 雅 可 比 矩 阵 。 



















































































长 的 计算 过 程 。 








通过 将 Jacob 属性 设置 为 fall, lumped 或 fixed 来 选择 需要 的 方法 , 更 精确 








的 方法 则 需要 更 


















































U0 为 一 初 值 ， 可 以 用 表达 式 、 标 量 或 向 量 给 出 。 默 认 时 它 设 为 0， 但 对 于 有 Dirichlet 边 
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界 条 件 x = ex+y 的 V(UVzxva = 0 的 问题 ， 用 Tol 来 控制 Gauss-Newton 迭代 法 的 退出 准则 ， 若 
残 差 范 数 小 于 Tol， 则 和 迭代 终止 。 计 算 残 差 的 范 数 通过 Norm 进行 选择 。 
MaxIter 和 MinStep 用 于 避免 迭代 过 程 的 死 循 环 。 它 们 分 别 限制 了 迭代 的 最 大 次 数 和 每 次 
迭代 中 的 最 大 步 长 。 
若 牛 顿 旬 代 法 不 收 你 ， 则 给 出 出 错 消息 : Too many iterations〈 友 代 次 数 太 多 ) 或 Stepsize 
too small( 从 代步 长 太 小 )。 如 果 初 值 为 包含 NaN 或 Inf 元 素 的 矩阵 , 则 给 出 出 错 消息 :Unsuitable 
initial guess U0 〈 初 值 U0 不 合适 ， 默 认 时 ，U0=0 )。 






































9. poisolv 函数 

利用 该 函数 在 和 宅 形 网 格 上 对 泊 松 方程 进行 快速 求解 ， 其 调用 格式 如 下 : 

@ U=poisolv(b,p,e,bf) 求解 规则 移 形 网 格 的 带 Dirichlet 边界 条 件 的 泊 松 方程 。 边 界 条 件 b 
必须 为 所 有 边界 点 指定 Dirichlet 条 件 。 网 格 p，e 和 +t 必须 为 规则 拖 形 网 格 。f 给 出 泊 松 方 
星 的 右 端 项 。 除 了 roundoff 错误 ， 应 该 给 出 与 u=assempde(b, p,e,tb 1 0, 人 相同 的 结果 。 


26.2 自 定义 界面 算法 函数 
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1. pdecirc 函数 

利用 pdecirc 函数 绘 圆 ， 其 调用 格式 为 : 

@ pdecirc(xc,ycradius) 以 (xc,yc) 为 圆心 ， 以 radius 为 半径 画 圆 。 如 果 没 有 激活 pdetool 集 
成 界面 ， 则 它 将 自动 打开 ， 并 在 空 的 几何 模型 中 绘制 一 个 圆 。 

@ Pdecirc(xc, ycradius,labeD) 选项 变量 label 指示 了 圆 的 名 称 〈 和 否则 选择 默认 名 称 )。 

PDE Toolbox 中 几何 描述 算 阵 的 状态 被 更 新 为 包括 该 圆 。 可 以 通过 使 用 Draw 荣 单 中 的 
Export Geometry Description . . .选项 来 从 pdetool 中 输出 几何 描述 和 矩 阵 。 几 何 描述 算 阵 的 格式 
描述 在 decsg 中 。 

【 例 26-8】 下 面 的 命令 启动 pdetool 并 绘制 一 个 单位 圆 。 

Pdecirc(0，0，1) 
运行 结果 如 图 26-8 所 示 。 



























































































































































PDE Toolhox - _ [Untitled] 四 glx| 
FEile Edit Options Draw Boundary FDE Jesh Solve PElot Vindow Help 
加 | 本 | 针 到 王强 | 晤 | 全 全 | 三 | 榴 愉 [Ganeiescalar = 由 关 1309 立 05015 | 
TREE 
1 
0.8 上 十 
0.6 上 本 
04 上 
92Fr 本 
0 上 | 
.02 | 
-04 上 本 
-0.6 上 
-0.8 上 | 
-1 1 1 1 1 
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1 和 
Info: Draw 2-D geometry. Exit 























图 26-8 在 PDE 工具 中 绘 
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。2906。 


2. pdeellip 函数 

利用 该 函数 绘制 梢 圆 ， 其 调用 格式 为 : 

@ pdeellip(xc, yc, a, b, phi, labeD) 以 (xcyc) 为 中 心 ， 以 a、b 为 半 轴 生成 顶 圆 。 给 定 phi， 
旋转 顶 圆 。 若 pdetool 集成 界面 没有 激活 ， 则 自动 启动 并 在 空 的 几何 模型 中 绘制 枯 圆 。 选 项 变 
量 label 指定 椭圆 的 名 称 〈 和 否则 选择 默认 的 名 称 )。 

PDE Toolbox 中 几何 描述 窍 阵 的 状态 被 更 新 为 包括 该 椭圆 。 可 以 通过 使 用 Draw 荣 单 中 的 
Export Geometry Description . . .选项 来 从 pdetool 中 输出 几何 描述 和 矩阵。 几何 描 述 息 阵 的 格式 
述 在 decsg 中 。 

【 例 26-9】 下 面 的 命令 启动 pdetool 并 绘制 椭圆 : 


pqdqeellip(0，0，1，0.3，Pi/4) 



























































































































































3. pdemdlcv 函数 

利用 该 函数 将 PDE 工具 箱 1.0 模型 的 M 文件 转换 为 PDE 工具 箱 1.0.2 版 本 的 格式 ， 其 调 
用 格式 为 ; 

e@ pdemdlcv(infile,outfile) 将 PDE 工具 箱 1.0 模型 的 M 文件 转换 为 PDE 工具 箱 1.0.2 版 本 
的 格式 。 输 出 文件 保存 为 outfileg。 若 outfile 文件 名 没有 .m 扩展 名 ， 则 系统 自动 加 上 。 

若 试图 使 用 用 PDE 工具 箱 1.0 生成 的 模型 M 文件 , 必须 首先 将 它们 用 pdemdlcv 进行 转换 。 


























































































































4. pdepoly 函数 

利用 该 函数 绘制 多 义 线 ， 其 调用 格式 为 : 

@ pdepoly(x, y labeD 使 用 x，y 定义 的 坐标 绘制 多 义 线 。 若 pdetool 集成 界面 没有 激活 ， 
则 和 它 将 自动 启动 ， 并 在 空 的 几何 模型 中 生成 多 义 线 。 选 项 变量 label 指定 多 义 线 的 名 称 〈 和 否则 
选择 默认 的 名 称 )。 

pdetool 中 几何 描述 窍 阵 的 状态 被 更 新 为 包括 该 多 义 线 。 可 以 通过 使 用 Draw 菜单 中 的 
Export Geometry Description . . .选项 来 从 pdetool 中 输出 几何 描述 和 矩阵。 几何 描 述 息 阵 的 格式 
述 在 decsg 中 。 

【 例 26-10】〗】 下面 的 命令 创建 一 个 工 形 《多 义 线 ) 的 薄膜 几何 模型 。 
pdaepoly([-10011-1]，rI0o111-1-1)， 




























































































































































































5.pderect 函数 

利用 该 函数 绘 矩 形 ， 其 调用 格式 为 : 

@ pderect(xy，1label) 绘制 矩形 ， 征 形 的 定义 为 xy=[xmin xmax ymin ymax]。 

选项 变量 label 指定 矩形 的 名 称 《〈 和 否则 选择 默认 的 名 称 )。pdetool 中 几何 描述 托 阵 的 状态 
被 更 新 为 包括 该 矩形 。 可 以 通过 使 用 Draw 荣 单 中 的 Export Geometry Description . . .选项 来 从 
pdetool 中 输出 几何 描述 和 窍 阵 。 几 何 描述 算 阵 的 格式 描述 在 decsg 中 。 

【 例 26-11 】 

下 面 的 命令 序列 启动 pdetool 集成 界面 并 通过 组 合 3 个 矩形 来 得 到 工 形 薄膜 的 几何 模型 。 

Padqerect ([-1 0 -1 0]) 


pqderect ([0 1 -1 0]) 
Pdqerect ([0 1 0 1]) 


生成 的 结果 如 图 26-9 所 示 。 
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图 26-9 在 PDE 工具 中 绘 矩 形 


6.pdetool 函数 

该 函数 提供 PDE 工具 箱 图 形 用 户 界面 GUI)， 其 调用 格式 为 : 

@ pdetool 提供 PDE 工具 箱 的 图 形 用 户 界 面 。 调 用 没有 变量 的 pdetool 函数 将 启动 该 应 
用 程序 ， 用 户 不 能 使 用 带 参 数 的 调用 方式 。 

GUI 帮助 用 户 绘 制 PDE 问题 的 二 维 研 究 域 和 边界 条 件 。 也 可 以 通过 它 来 指定 偏 微分 方程 ， 
创建 、 检 查 和 细 化 网 格 ， 并 计算 和 显示 解 。 

pdetool 包含 一 些 不 同 的 模式 。 

在 绘图 模式 中 ， 可 以 创建 建设 性 实体 模型 〈CSG 模型 )。 有 4 种 实体 对 象 。 

> 圆 对 象 : 代表 圆 内 的 点 集 ; 

> 多 义 线 对 象 : 代表 多 义 线 内 的 点 集 ; 

> 和 玫 形 对 象 : 代表 和 拖 形 内 的 点 集 ; 

> 李 圆 对 象 : 代表 林 圆 内 的 点 集 。 

实体 对 象 可 以 删除 和 旋转 。 通 过 进行 多 项 选择 ， 操 作 适 用 于 多 个 成 组 对 象 〈 选 择 所 有 选 
项 也 可 以 达到 这 个 目的 )。 你 可 以 在 选择 的 对 象 中 间 进 行 剪 切 和 粘贴 。 该 模型 可 以 保存 。 只 要 
键入 模型 的 名 称 就 可 以 启动 pdetool 〈 它 启动 了 包含 创建 模型 所 必要 的 MATLAB 命令 对 应 的 
M 文件 )。 

可 以 通过 键入 一 系列 的 公式 来 组 合 实体 对 象 。 每 一 个 对 象 将 被 自动 赋予 惟一 的 对 象 名 ， 
该 对 象 名 显示 在 实体 对 象 上 。 默 认 时 ， 生 成 的 几何 模型 是 所 有 对 象 的 并 集 。 

GUI 中 可 以 获得 "snap-to-grid" 函 数 。 它 使 对 象 与 网 格 对 齐 。 网 格 可 以 显示 和 取消 ， 比 例 和 
网 格 宽度 可 以 改变 。 

在 边界 模式 中 ， 可 以 指定 边界 条 件 。 在 不 同 的 边界 上 ， 可 能 有 不 同 的 边界 条 件 。 在 本 模 
式 中 ， 实 体 对 象 的 原始 形状 组 成 模型 各 子 域 之 间 的 边界 。 在 本 模式 中 ， 这 些 边 界 可 以 删除 。 
对 和 象 的 外 边界 有 不 同 的 颜色 ， 以 显示 边界 类 型 。 红 色 的 外 边界 对 应 于 Dirichlet 边界 条 件 ， 蓝 
色 边 界 对 应 Neumann 边界 条 件 ， 绿 色 边 界 则 对 应 于 混合 边界 条 件 。 可 以 通过 单 二 及 条 或 
通过 从 Boundary 菜单 中 选择 Boundary Mode 选项 来 返回 边界 条 件 。 

在 PDE 模式 中 ， 可 以 指定 PDE 问题 的 类 型 ,以 及 系数 ca f 和 d。 可 以 单独 为 每 一 个 了 
。298 。 
















































































































































































































































































域 指定 系数 。 这 样 就 可 以 较 容 易 地 指定 PDE 模型 中 的 不 同 材 料 属 性 。 需 要 求解 的 PDE 问题 可 
以 通过 单 击 | 上 因 按钮 进行 指定 或 通过 选择 PDE 菜单 中 的 PDE Specification . . .选项 进行 指定 。 
该 操作 将 弹出 一 个 对 话 框 。 

在 网 格 模式 中 ， 可 以 控制 网 格 的 自动 生成 和 绘制 。 单 击 区 按钮 或 在 Mesh 菜单 中 选择 
Initialize Mesh 选项 来 生成 初始 网 格 。 单 击 艾 按 钮 或 在 Mesh 菜单 中 选择 Refine Mesh 选项 可 
以 将 网 格 细 化 。 

在 求解 模式 中 ， 可 以 指定 求解 参数 并 对 PDE 问题 求解 。 对 于 抛物 线 PDE 问题 和 双 曲 线 
PDE 问题 ， 可 以 指定 初始 条 件 和 生成 输出 的 时 间 。 对 于 特征 值 问 题 ， 可 以 指定 搜索 范围 。 对 
于 李 圆 型 问题 ， 可 以 使 用 适应 性 求解 器 和 非 线 性 求解 器 。 单 击 国 | 按 钮 或 在 Solve 菜单 中 选择 
Solve PDE 可 以 求解 。 默 认 时 ， 问 题 的 解 将 以 图 形 的 形式 显示 在 pdetool 窗口 中 。 

在 绘图 模式 中 ， 可 以 选择 多 种 可 视 化 方法 ， 如 表面 图 〈surface)、 网 格 图 (mesh)、 等 值 
线 图 〈contour) 和 矢量 图 (quiver) 等 。 在 所 有 的 绘图 类 型 中 ， 网 格 都 可 以 隐藏 。 对 于 抛物 线 
方程 和 双 曲 线 方程 ， 当 它 随时 间 变 化 时 ， 可 以 激活 解 。 可 以 将 解 用 二 维和 三 维 的 形式 表示 。 
二 维 图 在 pdetool 内 部 显示 。 三 维 图 显示 在 不 同 的 图 形 窗 口中 ， 通 过 单 击 对 应 解 的 而 | 按钮 或 
从 Plot 菜单 中 选择 Parameters . . .选项 来 显示 不 同 的 图 形 。 该 操作 打开 一 个 边界 条 件 对 话 框 。 

在 边界 条 件 对 话 框 中 ， 输 入 当前 选 定 的 边界 的 边界 条 件 。 有 下 面 一 些 边界 条 件 选 项 ; 

> Dirichlet 条 件 : 边界 上 r = 广 

> 广义 Neumann 条 件 : 边界 上 元 . (cv +9qu= 8g; 

> 混合 条 件 : Dirichlet 条 件 和 广义 Neumann 条 件 的 混合 。 

元 为 向 外 的 单位 长 度 法 向 向 量 。 
边界 条 件 可 以 通过 多 种 方法 输入 。 可 参见 assemb 函数 。 
在 PDE 指定 对 话 框 中 ， 可 以 指定 PDE 类 型 ， 输 入 PDE 系数 。 有 下 面 类 型 的 PDE 问题 
> 椭圆 型 PDE 问题 : 
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-V.(cVI)+TaLEL= 上 





> 执 物 线 型 PDE 问题 : 
OU 
4 一 -V.(c+oe= 
有 (cu)+aL = 
> 双 曲 线 型 PDE 问题 : 
OU 
4 一 -~V.(c+auz= 
汪 (cu)+aL = 丰 


> 特征 值 PDE 问题 ; 
-V.(CViJ+QEL= 0 

模型 M 文件 : 

模型 M 文件 包含 创建 CSG 模型 所 必要 的 MATLAB 命令 .也 可 以 包含 其 他 设置 边界 条 件 、 
定义 PDE 问题 、 创 建 网 格 、 求 解 PDE 问题 和 对 解 绘图 的 命令 。 这 种 类 型 的 M 文件 可 以 从 File 
菜单 中 保存 和 打开 。 

模型 M 文件 是 MATLAB 函数 而 非 脚本 文件 。 文 件 名 和 模型 名 必须 一 致 ， 文 件 的 开始 与 
下 面 的 代码 片段 近似 : 


function Pdemoade1 






























































Padeinity， 
Pde_fig=dcf; 


2299 


axX=Gg9Cay 
pqdqetool ('app1l_cb'，1); 

Setuprop (Pde_fig 'currparam'， str2mat('"1.0'"，'0.0'"， 710.0"，7"1.07")) 7; 
Pdqetool ('snapon ' ) ; 

Set (ax "AspPectRatio'"，[1.5 1])，; 


SGtE(aX7 文 1dm1r [= 荆 .5 工 355]27)5 





Set (ax "YLim'y， [-1 1])， 
Set (ax 'XTickModqe'，'auto' ) ; 
Set (ax "YTickMoade'， "autor"') ; 
griad ony; 
pdeinit 命令 启动 pdetool。 若 pdetool 已 经 启动 , 则 清除 当前 模型 。 接 下 来 的 命令 创建 pdetool 
坐标 轴 的 比例 和 标记 ， 以 及 其 他 用 户 定义 参数 。 
然后 就 有 一 系列 绘图 命令 。 可 用 的 命令 有 pdecirc, pdeellip, pdepoly 和 pderect。 下 面 的 命 
令 序 列 创建 下 面 的 工 形 薄 膜 ， 它 由 3 个 方形 实体 SQ1, SQ2, SQ3 组 成 。 
% 几何 描述 : 
Pdqerect ([-1 0 0 -1]， "Sol') ，; 


Pderect ([0 1 0 -1]，'SQ27)， 
pqerect ([0 1 1 0]，'So3')); 












































26.3 ”几何 算法 函数 


1. csgchk 函数 

该 函数 核对 几何 描述 矩阵 的 有 效 性 。 调 用 格式 为 : 

@ gstat=csgchk(gdxlim,ylim) 核对 几何 描述 拖 阵 gd 中 的 实体 对 象 是 否 有 效 ， 给 定 实 型 值 
xlim 和 ylim 作为 x 轴 和 y 轴 的 当前 长 度 ， 并 使 用 多 义 线 的 特殊 格式 。 将 一 条 多 义 线 的 第 一 个 
顶点 坐标 与 最 后 一 个 点 的 顶点 坐标 重合 ， 可 以 获得 一 条 闭合 的 多 义 线 。 若 xlim 和 ylim 已 经 指 
定 了 ， 并 且 多 义 线 的 起 点 和 终点 不 重合 ， 但 如 果 这 些 顶点 间 的 距离 在 一 定 的 “闭合 距离 ”之 
内 ，z 则 该 多 义 线 被 认为 是 闭合 的 。 只 有 从 pdetool 中 调用 csgchk 时 才 可 以 使 用 这 些 选 项 输入 


A 宣 - 


里 。 


@ gstat=csgchk(gd) 与 上 面 的 调用 方式 等 价 ,除非 decsg 使 用 的 gd 具有 与 上 面相 同 的 格式 。 
当 csgchk 作为 命令 行 函数 时 ， 建 议 采 用 这 种 调用 方式 。 

gstat 是 指示 实体 对 象 有 效 状 态 的 整 型 行 向 量 。 
对 于 圆 形 实体 ，gstat=0 说 明 该 圆 的 半径 为 正 ，gstat=1 说 明 半 径 非 正 ，gstat=2 说 明 该 圆 不 
是 惟一 的 。 
对 于 多 义 线 ，gstat=0 说 明 多 义 线 是 封闭 的 并 且 与 自身 不 相交 ， 即 它 只 有 惟一 的 内 域 ; 
gstat=l 说 明 该 多 义 线 为 开放 的 并 且 与 自身 不 相交 ;gstat=2 说 明 该 多 义 线 是 闭合 且 与 自身 相交 
的 ;gstat=3 说 明 该 多 义 线 是 开放 的 ， 并 且 与 自身 相交 。 
对 于 和 匹 形 实体 ，gstat 的 值 对 应 的 情况 与 多 义 线 的 相同 。 因 为 矩形 可 以 看 成 特殊 的 多 义 线 。 
对 于 椭圆 形 实体 ，gstat=0 说 明 顶 圆 有 正 的 半 轴 ; gstat=1 说 明 至 少 有 一 个 半 轴 是 非 正 的 ; 
gstat=2 说 明 该 枯 圆 不 是 惟一 的 。 

若 gstat 完全 由 0 组 成 ， 则 gd 是 有 效 的 ， 并 且 可 以 被 decsg 用 做 输入 变量 。 



































































































































































































































































































































































































































“。 300。 


过 删除 pl 列表 


2. csgdel 函数 
该 函数 删除 最 小 子 域 之 间 的 界线 ， 其 调用 格式 为 


























e [dll, btl]=csgdel(dL bt bD) 删除 bl 表 中 的 边界 线段 。 如 果 分 解 儿 何 和 矩阵 的 连续 性 没有 通 
PP 的 元 素 而 得 到 保留 ， 则 子 域 之 间 多 余 的 内 边界 线段 将 被 删除 。 整 个 分 析 域 的 











边界 线段 不 能 删除 。 
内 边界 线段 、 边 界线 段 和 最 小 子 域 的 概念 在 decsg 函数 中 解释 。 
dl 和 dll 为 分 解 几何 矩阵 。decsg 函数 中 有 与 分 解 儿 何 矩 阵 有 关 的 描述 。 其 中 还 描述 了 布 


7 
小 


创建 一 系列 不 连续 的 子 域 ， 





表 bt 和 Pbtl 的 格式 。 


人 


@ [dll, btl]=csgdel(dLpbb 删除 所 有 的 边界 线段 。 


3. decsg 函数 




































































该 函数 将 建设 性 实体 几何 模型 分 解 为 最 小 子 域 ， 其 调用 格式 为 : 





@ decsg 本 函数 分 析 用 户 创 建 的 建设 性 实体 几何 模型 《CSG 模型 )。 它 分 析 CSG 模型 
并 通过 边界 线段 和 内 边界 线段 进行 分 隔 。 


























图 形 用 户 界 面 pdetool 使 用 decsg 达到 多 种 目的 。 








必 

















每 一 次 绘制 并 改变 新 的 实体 对 象 以 后 














必 




















pdetool 调用 decsg 来 绘制 实体 对 象 ， 并 将 子 域 正 确 地 最 小 化 。Delaunay 三 角 化 算法 initmesh 


也 使 用 decsg 的 输出 来 生成 初始 网 格 。 












































@ dl=decsg(gd, sf ns) 分 解 CSG 模型 gd 到 分 解 几何 模型 dl .CSG 模型 用 几何 描述 窃 阵 来 














代表 ， 分 解 几何 模型 由 分 解 儿 何 窍 阵 代 表 。decsg 返回 最 小 子 域 ， 名 称 空间 德 阵 ns 是 一 个 文 
本 矩阵 ， 它 把 gd 中 的 列 和 红 中 的 变量 名 联系 起 来 。 


返回 第 二 最 小 子 域 。 
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dl=decsg(gd) 返回 所 有 的 最 小 子 域 。 








@ [dl btl=decsg(gd) 和 [dl btl=decsg(gd, sf ns) 另外 返回 一 个 布尔 表 , 将 原始 实体 对 象 和 最 
小 子 域 联 系 起 来 。bt 中 的 某 列 对 应 于 gd 中 的 相应 列 。 
e@ [dl bt dll, btl, msb]=decsg(gd) 和 [dl bt dll, btl, msb]=decsg(gd, f, ns) 用 一 个 布尔 表 bt1 

















单 中 选择 忆 


十 




















G1) 几何 描述 矩阵 
































bt 中 的 菜 行 对 应 于 一 个 最 小 子 域 指数 。 











该 子 域 都 有 相连 的 边界 。 这 些 最 小 子 域 可 以 用 MAILAB 补丁 对 象 图 形 显示 。 








几何 描述 矩阵 描述 使 用 pdetool 画 出 的 CSG 模型 。 当 前 几何 描述 矩阵 可 以 通过 从 Draw 菜 










































































xport Geometry Description，Set Formula,Labels... 选 项 来 获得 。 





几何 描述 矩阵 中 的 每 一 列 对 应 于 CSG 模型 中 的 一 个 对 象 。 支 持 4 种 实体 对 象 ， 对 象 类 型 
在 第 一 行 中 指定 ; 
”对 于 圆 形 实 体 ， 珑 阵 第 1 行 包含 1， 第 2 行 和 第 3 行 分 别 为 x，y 坐标 ， 第 4 行为 圆 的 

















半径 。 








> 对 于 多 义 线 实体 ,第 1 行 包含 2， 第 2 行为 多 义 线 边界 的 线段 条 数 a。 下 面 的 于 行为 边 
缘起 点 的 xx 坐标。 再 接 下 来 的 壮 行为 边缘 起 点 的 》 坐标 。 
> 对 于 矩形 实体 ， 第 1 行 包 含 3， 其 他 各 行 的 格式 与 多 义 线 的 格式 相同 。 











> 对 于 顶 圆 型 实体 ， 第 1 行 包含 4， 第 2 行 和 第 3 行 分 别 为 ， 7 坐标 ， 第 4 行 和 第 5 行 























为 顶 圆 的 半 轴 a，2。 第 6 行 包 含 旋转 角度 。 
sf 包含 一 系列 用 ns 中 多 个 变量 表达 的 公式 。 运 算 





























中 


央 运 算 符号 的 优先 次 序 。 














符号 +、 和 “-' 分 别 对 应 于 集合 运算 


中 的 并 、 交 和 集合 差 。 其 中 `+' 和 ` 交 的 运算 优先 次 序 相 同 ,，、`-' 的 则 更 高 。 可 以 通过 parentheses 





(2) 名 称 空间 抢 阵 





名 称 空间 矩阵 ns 将 gd 的 列 和 sf 中 的 变量 名 联系 起 来 。ns 
每 一 个 字符 列 指定 一 个 gd 中 对 应 几何 对 象 的 名 称 。 





的 对 象 。 
《3) 分 解 几 何 矩 阵 

















的 每 一 列 包 含 一 系列 字符 ， 
这 样 ， 我 们 可 以 再 集合 公式 sf 指定 gd 

















分 解 几何 矩阵 dl 包含 decsg 算法 创建 的 不 连续 最 小 子 域 表 示 的 分 解 几 何 模型 。 最 小 子 域 


的 每 一 个 边缘 线段 对 应 于 dl 的 一 列 。 在 每 一 个 这 样 的 列 ， 
的 x 坐标 ， 第 4 行 和 第 5 行 包含 起 点 和 终点 的 y》 坐标 。 第 6 行 和 























AAA 





标签 ， 标 签 指示 由 起 点 和 终点 推出 的 方向 《对 于 圆 形 和 椭 


域 中 有 3 种 可 能 的 边缘 类 型 
> 对 于 圆 形 边缘 线段 ， 第 1 行为 1。 纯 
径 。 


”对 于 直线 边缘 线段 ， 第 1 行为 2。 




















4 





8 行 和 第 9 行 

















全 圆心 的 坐标 。 第 10 行为 圆 的 





， 第 2 行 和 第 3 行 包 含 起 点 和 终点 
第 7 行 包 含 左 右 最 小 子 域 的 
圆 形 线段 则 按 逆 时 针 方向 )。 最 小 子 


























> 对 于 椭圆 形 边 缘 线段 ， 第 1 行为 4。 第 8 行 和 第 9 行 包 含 椭圆 形 中 心 的 坐标 。 第 10 行 


和 第 11 行 分 别 为 椭圆 的 半 轴 a 和 2。 椭圆 的 旋转 角度 保存 在 第 12 行 中 。 
【 例 26-12】 下 面 的 命令 序列 启动 pdetool 并 画 








Padecirc(0， 0 1) 
Pdqerect ([0 1 0 1]) 
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序 














圆 和 一 个 边 长 为 一 单位 的 方形 。 


输入 集合 公式 Cl1-SQ1。 通 过 在 Draw 菜单 中 选择 Export Geometry Description . . .选项 将 


几何 描述 矩阵 ， 以 及 名 称 空间 矩阵 输出 到 MATILAB 主 空 间 中 。 然 后 键入 : 














[qdlLl，pbpt]=dqecsg(gd，SsSf，ns)， 
dl = 
2.0000 2.0000 
0 0 
1.0000 0 
0 1.0000 
0 0 
0 0 
1.0000 1.0000 
0 0 
0 0 
0 0 

bt = 



































线段 。 


本 函数 采用 的 算法 由 下 面 的 步骤 组 成 : 
确定 模型 对 象 内 边界 之 间 的 交点 。 

















.0000 
.0000 
.0000 
.0000 
.0000 
.0000 


.0000 


注意 ， 这 里 有 一 个 最 小 子 域 。 该 子 域 有 5 个 边缘 线段 、3 个 











.0000 
.0000 
.0000 
.0000 


.0000 


.0000 








1 工 .0000 
0.0000 
-1L.0000 
1.0000 
-0.0000 
.0000 


.0000 


圆 形 边缘 线段 和 两 个 直线 边缘 





@ 对 于 每 一 个 交点 ， 根 据 角 度 和 曲 度 对 进入 边缘 线段 进行 分 类 。 





























多 确定 得 到 的 图 形 是 否 是 相连 的 。 如 果 不 相连 ， 加 上 一 些 相应 的 边缘 ， 并 从 步骤 1 开始 





重新 计算 。 
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昌 通过 最 小 子 域 边 缘 线 段 的 圆 。 
@@ 对 于 每 一 个 原始 区 域 ， 确 定 其 中 的 最 小 子 域 。 
@ 组 织 输出 并 别 除 额外 的 边缘 。 
如 果 集 合 公式 sf 不 能 评价 ， 则 返 














NaN。 





[ 工 





4. initmesh 函数 

该 函数 创建 初始 三 角形 网 格 ， 其 调用 格式 为 : 

e@ [p, e, tj=initmesh(g) 使 用 几何 指定 函数 g 返回 三 角形 网 格 。 它 使 用 Delaunay 三 角 化 算 
法 。 网 格 的 大 小 由 几何 模型 的 形状 决定 。 
g 描述 PDE 问题 的 几何 形态 。g 可 以 是 分 解 儿 何 矩阵 或 几何 M 文件 的 文件 名 。 分 解 几 何 
拖 阵 和 几何 M 文件 的 格式 分 别 在 decsg 和 pdegeom 中 介绍 。 
输出 p，e 和 +t 为 网 格 数据 。 
在 点 矩阵 p 中， 第 1 行 和 第 2 行 包 含 网 格 中 各 点 的 Xx，y 坐标 。 

在 边缘 矩阵 e 中 ,第 1 行 和 第 2 行 包 含 起 点 和 终点 的 参数 ， 第 3 行 和 第 4 行 包 含 包 起 点 和 
终点 参数 ， 第 5 行 包 含 边 缘 线段 条 数 ， 第 6 行 和 第 7 行为 左 侧 和 右 侧 的 子 域 个 数 。 

在 三 角形 和 矩阵 t+ 中， 前 3 行 包含 交 点 的 参数 ， 方 向 为 道 时针 ， 第 4 行 包 含 子 域 个 数 。 
表 26-5 中 的 属性 名 /属性 值 匹配 对 是 系统 允许 的 : 


表 26-5 ”属性 表 


属 性 值 默 认 值 描 述 


numeric estimate 边缘 最 大 大 小 


































































































































































































numeric 1.3 生长 率 


on|off 保留 边界 杠 











Init onloff 边缘 三 角 化 
































Jigsgle offlmean|min 调用 jigglemesh 函数 








JiggleIter numeric 最 大 友 代 次 数 


























Hmax 属性 控制 网 格 中 三 角形 的 大 小 。initmesh 创建 的 三 角形 的 边 长 不 得 大 于 Hmax。 
Hegrad 属性 确定 te 网 格 的 生长 速率 。 默 认 值 为 1.3, 即 生长 速率 为 30%。Hegrad 必须 是 介 于 
1 和 2 之 间 的 数 。 
Box 属性 和 Init 属性 与 网 格 算法 的 计算 方式 有 关 。 通过 设置 mnit 属性 ， 可 以 看 到 边界 的 初 
台 三 角 化 。 使 用 下 面 的 命令 行 : 
[P，ey 七 ]=initmesh (dgq1， "hmax'"，， inf init' "on') 7; 
[uxy，， tn a2，a3]=tri2gridq(P， 七 zeros (Size(p，2))，X yYy)， 
n=(4，tn) ， 


用 户 可 以 决定 点 xy 处 的 子 域 个 数 n。 如 果 该 点 在 几何 模型 之 外 ,， 则 tn 设置 为 NaN， 并 
命令 n=t(4, tm) 失 败 。 
Jigsgle 属性 用 于 控制 是 否 对 网 格 进行 微调 。 当 三 角形 的 最 小 个 数 或 平均 个 数 减 小 时 进行 网 
格 微调 。JiggleIter 可 用 于 设置 和 迭 代数 的 上 限 。 
Initmesh 函数 采用 Delaunay 三 角 化 算法 ， 具 体 步 骤 是 : 
G@) 将 节点 放 到 边缘 上 。 
@ 在 bounding 对 话 框 中 封闭 几何 图 形 。 
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@) 将 边缘 三 角 化 。 

外 对 于 边界 核对 三 角 化 。 

@@ 在 大 三 角形 外 接 圆 的 圆心 中 间 揪 入 节点 。 

(6) 若 没有 达到 Hmax， 则 重复 步骤 人 @。 

G@) 删除 bounding 对 话 框 。 

【 例 26-13】〗】 在 pdetool 中 创建 工 形 薄 膜 的 一 个 简单 三 角形 网 格 。 

在 pdetool 中 做 任何 事情 之 前 ， 在 Mesh Parameters 对 话 框 中 设置 最 大 边界 大 小 为 inf。 打 
开 该 对 话 框 的 方法 是 在 Mesh 菜单 中 选择 Parameters . . .选项 .在 Mesh 菜单 中 还 选择 项 目 Show 
Node Labels 和 Show Tiriangle Labels 。 然 后 通过 单 击 欧 按 钮 来 创建 初始 三 角形 〈 也 可 以 通过 
在 Mesh 菜单 中 选择 Initialize Mesh 选项 来 使 网 格 初 始 化 )。 
生成 如 图 26-10 所 示 的 图 形 。 
通过 在 Mesh 荣 单 中 选择 Export Mesh 选项 可 以 将 对 应 的 网 格 数据 结构 输出 到 主 工作 空间 中 。 
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图 26-10 ”网 格 初始 化 
“304。 


5. jigglemesh 函数 
该 函数 微调 三 角形 网 格 的 内 部 点 ， 其 调用 格式 为 : 
@ p1=jigglemesh(p,e,D 通过 调节 节点 的 位 置 来 微调 网 格 。 网 格 的 数据 一 般 会 减少 。 

































































表 26-6 中 的 属性 名 /属性 值 匹 配对 是 系统 允许 的 。 
表 26-6 ”属性 表 
































属 性 | 属性 值 | 默 认 值 描 述 
Opt of 人 meanlmin | mean 优化 方法 
Iter numeric 1 或 20 最 大 友 代 次 数 


每 一 个 不 在 边缘 线段 上 的 点 都 向 邻近 三 角形 形成 的 多 义 线 实体 中 心 移动 。 该 过 程 根 据 Opt 
变量 和 Iter 变量 的 设置 重复 操作 : 
当 Opt 设置 为 off 时 ， 本 过 程 重复 Iter 次 《默认 时 Iter=1)。 
当 Opt 设置 为 mean 时 ， 本 过 程 重复 操作 直至 平均 三 角形 个 数 不 再 增加 ， 或 直到 达到 Iter 
次 〈 默 认 时 为 20)。 
【 例 26-14】 创建 工 形 薄 膜 的 三 角形 网 格 。 开 始 没有 微调 网 格 ， 然 后 微调 一 次 。 
[P，e 七 ]=initmesh('1LIshapeg'，']Jjiggle'r' off')，; 
cq=pqetriq(P， 七 ) / 
PadqepPlot (P，er 七 Xydata'，， qdqr' colorbar'， 'on' "xystyle" "flat') 
P1=]jigglemesh(P，er 廿 "opt'， mean'， "iter'" inf) 

















































































































q=pqetriq(P1， 七 ) ; 
PadepP1lot (P1，er 七 "xydata'"，， dd "colorbar'， "on'"，， "xyYysStyle"， "flat') 


生成 的 图 形 如 图 26-11 所 示 。 
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图 26-11 微调 网 格 








6.pdearc|l 函数 

该 函数 返回 与 给 定 的 长 度 值 集 合 对 应 的 参数 曲线 的 参数 值 ， 其 调用 格式 为 : 

@ pp=pdearcl(p, xy, s, s0, sS1) 返回 与 给 定 的 长 度 值 集合 对 应 的 参数 曲线 的 参数 值 。p 为 一 
参数 值 的 单调 行 向 量 ，xy 为 一 两 行 的 和 矩阵， 在 曲线 上 给 定 了 对 应 的 点 。 曲 线 上 的 第 一 个 点 代 
表 长 度 值 S 9， 最 后 一 个 点 则 代表 值 1。 返 回 值 pp 包含 s 中 对 应 于 圆 弧 长 度 值 的 参数 值 。 圆 弧 
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长 度 值 sS、s0 和 sl 可 以 是 圆 弧 长 度 的 affine 转换 。 





7. poimesh 函数 


利用 该 函数 在 扎 形 几何 图 形 上 生成 规则 网 格 ， 其 调用 格式 为 : 
e@ [p,e,t=poimesh(gnxny) 在 由 g 指 定 的 窍 形 几何 图 形 上 创建 规则 网 格 。 通 过 将 "x edge" 
分 为 nx 等 份 ， 将 "y edge" 分 为 ny 等 份 ， 并 在 交点 上 放置 ax+lDx*(ny+l) 个 点 。 
e@ [p,e,t=poimesh(g,n) 使 用 nx=ny=n 和 [p,e,t=poimesh(g) 及 nx=ny=l。 三 角形 网 格 通过 
网 格 数据 p、e 和 t 进行 描述 。 大 g 不 是 在 描述 窍 形 几何 图 形 ， 则 返回 值 p=0。 
【 例 26-1S】 本 例 返 回 泊 松 方程 在 边界 条 件 由 squareb4 文件 给 定 的 拖 形 网 格 上 的 解 。 可 

































































参见 pdedemo8。 解 的 图 形 见 几 26-12。 








8. refinemesh 函数 
利用 该 函数 将 一 个 三 角形 网 格 细 化 ， 其 调用 格式 为 : 














图 26-12 ”和 拖 形 网 格 上 泊 松 方程 的 解 








@ [pl, el, t1]=refinemesh(g, pe, D 返回 由 几何 参数 g、 点 和 矩阵 p 
阵 t 给 定 的 三 角形 细 化 网 格 。 原 三 角形 网 格 由 网 格 数据 pP、e 和 ft 决定 。 详 情 请 参见 initmesh 


























e@ [pl,el,tl,ul]=refinemesh(g,p,e,bu) 细 化 网 格 并 通过 线性 内 操 











格 。u 的 行 数 应 该 对 应 于 P 的 列 数 ，p 的 列 数 与 pl 的 点 数 相同 。u 的 每 一 列 分 别 内 插 。 














、 边 缘 和 矩阵 e 和 三 角 拢 














来 将 函数 u 扩 展 到 新 网 





默认 的 细 化 方法 是 均匀 细 化 法 。 使 用 该 法 时 ， 所 有 指定 的 三 角形 分 解 为 四 个 相同 形状 的 
三 角形 。 将 最 后 的 参数 设置 为 longest， 可 以 将 细 化 方法 设置 为 最 大 边 长 法 。 同 样 ， 将 最 后 参 
数 设 置 为 regular 可 以 将 细 化 方法 设置 为 均匀 细 化 法 。 有 些 指定 集合 之 外 的 三 角形 也 可 以 细 化 。 
【 例 26-16】 细 化 工 形 薄膜 的 网 格 数 次 ， 绘 出 细 化 后 的 网 格 图 。 



































Subplot (2，2，1)，pdemesh(P，ey 七 ) 





和 7》 / 七 ]=frefinemesh('1Lshaped'rp er 七 ) ; 
Subplot (2，2，2)，pdemesh(P，ey 七 ) 





褒 7 / 七 ]=frefinemesh(' shapedgd'"，P，e 七 ) ; 
Subplot (2，2，3)， pademesh(P，ey 七 ) 











泡 7 / 七 ]=zefinemesh(' LSshapedgd'"，P，e 七 ) ; 
Subplot (2，2，4)，pdemesh (PP，ey 七 ) 
Subp1lot 








“。 300。 





P，ey 七 ]=initmesh('1shapeg'， 'hmax'， inf)， 





















































结果 如 图 26-13 所 示 。 
1 1 
0.5 记 0.5 
， < 
0.5 四 0.5 
， 1 0.5 0 0.5 1 ， 1 0.5 0 0.5 1 












































图 26-13 ”网 格 的 细 化 


本 函数 采用 的 算法 分 以 下 步骤 ; 

G@) 选 定 将 要 细 化 的 原始 三 角形 集合 。 

人 @) 将 选 定 三 角形 的 所 有 边缘 分 为 两 半 《〈 均 匀 细 化 法 ) 或 将 最 长 的 边缘 分 为 两 半 【〈 最 长 边 
缘 法 )。 

@@ 对 有 痢 分 边缘 的 任何 三 角形 的 最 长 边缘 进行 剖 分 。 

则 重复 第 三 步 ， 直 到 没有 更 多 的 边缘 可 以 剖 分 。 

@@ 引进 所 有 前 分 边缘 的 新 点 ， 并 通过 两 个 新 的 入 口 蔡 换 e 中 的 所 有 痢 分 入 

G@) 组 成 新 的 三 角形 。 车 三 角形 所 有 的 3 个 边 都 前 分 了 ， 则 通过 连接 各 边 中 点 来 组 成 新 的 
三 角形 。 葫 有 两 个 边 被 前 分 ， 则 长 边 的 中 点 与 对 角 和 另 一 边 的 中 点 相连 。 如 果 上 只 有 最 长 的 边 
缘 被 剖 分 ， 则 它 的 中 点 与 对 角 相 连 。 
















































































































































































9. wbound 函数 

利用 该 函数 写 边界 条 件 指 定 文件 ， 其 调用 格式 为 : 

ee 力 界 M 文件 。 边 界 M 文件 等 价 于 边界 条 
件 矩 阵 bl1。 如 果 文 件 不 能 写 ， 则 fid 参数 返回 -1。bl 描述 PDE 问题 的 边界 条 件 。bl 为 一 边界 
条 件 和 矩阵 。 详 情 请 参见 assemb 函数 。 输 出 文件 [mn,， 力 界 M 文件 的 文件 名 。 参 见 pdebound 
函数 。 






































10. wgeom 函数 

利用 该 函数 写 几 何 指定 函数 ， 其 调用 格式 为 : 

@ fid=wgeom(dLmn) 用 [mn，'.m] 写 几何 M 文件 的 文件 名 。 几 何 M 文件 等 价 于 分 解 几 何 
矩阵 dl。 如 果 该 文件 不 能 写 ， 则 fid 返回 -1。dl 为 分 解 几 何 和 矩阵 。 分 解 几 何 和 矩阵 的 格式 描述 在 
decsg 中 。 输 出 文件 mn, .m] 是 几何 M 文件 的 文件 名 。 几 何 M 文件 格式 在 pdegeom 中 进行 描 
述 。 


















































26.4 画图 算法 函数 


1. pdecont 函数 

利用 该 函数 绘制 等 值 线 图 ， 其 调用 格式 为 ; 

@ pdecont(p,tb u 根据 PDE 节点 或 三 角形 数据 绘制 u 的 等 值 图 。 

@ h=pdecont(p,b u 同上 ， 还 返回 轴 对 象 的 句柄 。 

若 u 为 一 列 向 量 ， 则 用 节点 数据 。 若 u 是 行 向 量 ， 则 用 三 角形 数据 。 使 用 函数 pdeprtni， 
可 以 将 三 角形 数据 转换 为 节点 数据 。 

PDE 问题 的 几何 形态 通过 网 格 数据 Pp 和 + 给 定 。 在 initmesh 函数 中 可 以 查看 网 格 数据 意 

e@ pdecont(p,b u nm 使 用 n 水 平 绘图 。 

e@ pdecont(p,bu,v) 使 用 v 指定 的 水 平 绘图 。 本 命令 是 调用 下 面 函数 的 快捷 键 : 

@_ pdeplot(p, [ ], b xydata', u, xystyle',，'off，contour,，'on， levels, n，'colorbar, 'off); 如 果 希 
望 对 等 值 线 图 有 更 多 的 控制 ， 则 使 用 pdeplot 代替 pdecont。 

【 例 26-17】 绘制 工 形 薄 膜 上 方程 ~AU =1 解 的 等 值 线 图 。 在 6Q 上 使 用 Dirichlet 边界 
条 件 。 











































































































































































































[P，ey 七 ]=initmesh('1LIshapeg' ) ; 





[P， / 七 ]=fefinemesh('1Lshapedgd'，P，ey 七 ) ; 
u=assempbdqde('1shapeb'，P，e 七 1，0，1)，; 
pqdqecont (P， 七 ，U) 


生成 的 图 形 如 图 26-14 所 示 。 
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一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 

















图 26-14 工 形 薄膜 上 方程 解 的 等 值 线 民 














2. pdegplot 函数 
利用 该 函数 绘制 PDE 几何 图 ， 其 调用 格式 为 : 
@ pdegplot(g) 绘制 PDE 问题 的 几何 图 形 。 
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@ h=pdegplot(g) 返回 轴 对 象 的 句柄 。 
g 描述 PDE 问题 的 几何 形态 。g 可 以 是 一 个 分 解 几 何 和 矩阵 或 几何 M 文件 的 文件 名 。 分 解 
几何 窃 阵 和 几何 M 文件 的 格式 分 别 描述 在 decsg 和 pdegeom 中 。 
【 例 26-17】 ”绘制 工 形 薄 膜 的 几何 图 ， 如 图 26-15 所 示 。 
Pdqegplot ('Lshapedg ' ) 
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图 26-15 革 形 湾 膜 的 几何 图 形 








3.pdemesh 函 数 

利用 该 函数 绘制 PDE 三 角形 网 格 ， 其 调用 格式 为 : 

@ pdemesh(p,e,b 绘制 由 网 格 数据 p，e 和 + 指定 的 网 格 。 

@ h=pdemesh(p,e,b 还 返回 图 的 轴 对 象 的 句柄 。 

@ pdemesh(p,e,tbu) 使 用 PDE 节点 或 三 角形 数据 绘制 u 的 网 络 图 。 知 _u 为 一 列 向 量 ， 则 

用 节点 数据 。 如 果 u 是 行 向 量 ， 则 用 三 角形 数据 。 该 命令 绘图 比 用 pdesurf 命令 要 快 。 

PDE 问题 的 几何 形状 通过 网 格 数据 Pp，e 和 t 给 定 。 在 initmesh 函数 中 可 以 看 到 有 关 网 格 

数据 意义 的 细节 。 

该 命令 是 下 面 调用 的 快捷 键 : 
PadqepPlot (P，ey 七 ) 
PdaePlot (P，e 七 ， "zdqata'"y U) 

如 果 希 望 更 好 地 控制 网 格 绘图 ， 使 用 pdeplot 代替 pdemesh 。 

【 例 26-19】 ”绘制 工 形 薄 膜 几 何 形 态 网 格 ， 如 图 26-16 所 示 。 
[P，ey 七 ]=initmesh('1Lshapeg' ) ; 














































































































[P， / 七 ]=zefinemesh(' shapedgd'"，P，e 七 ) ; 
Pdqdemesh(P，ey 七 ) 
现在 在 工 形 薄 膜 的 几何 模型 上 求解 泊 松 方程 -Au = 1。 在 869 上 使 用 Dirichlet 边界 条 件 
4&= 0， 并 绘制 结果 图 ， 如 图 26-17 所 示 。 
u=assempaqae ('Lshapeb'，P，er 七 1，0，1):，; 
Pdqemesh(P，e 七 ，U) 
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4. pdeplot 函数 




















一 般 PDE 工具 箱 绘 
@ pdeplot(p,e,b pl v1…) 为 一 般 PDE 工具 箱 绘图 函数 。 它 可 以 同时 显示 几 个 函数 的 PDE 
解 。PDE 问题 的 几何 形式 通过 网 格 数据 p，e 和 tf 决定。 细节 内 容 请 参见 initmesh 函数 。 
有 效 的 属性 /属性 值 匹配 对 如 表 26-7 所 示 。 
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26-16 工 形 薄膜 的 三 4 


形 网 格 
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26-17 工 形 薄膜 上 ; 


松 方程 的 解 




















图 函数 ， 其 调 




















j 格 式 为 : 


























表 26-7 





属性 值 /默认 值 





属性 表 





Xydata 


data 

















Xystyle 


offlflatl{interp} 








contouT 


{offjlon 





Zdata 


data 














Zstyle 


oftl{fcontinuous}| discontinuous 








flowdata 
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data 












































属 性 名 属性 值 /默认 值 








flowstyle offl{arrow} 
colormap colormap cool -y 数据 彩色 图 的 名 称 或 矩阵 
xygrid {offjlon 在 出 图 之 前 转换 为 x-y 网 格 






































gridparam [tn; a2; a3] 调用 tri2grid 函数 时 的 三 角形 指数 和 内 插 参 数 
Imesh {offjlon 在 图 中 显示 网 格 
colorbar offl{fon} 显示 色彩 比例 条 

title offtl{fon} 上 标题 文本 

levels 10 平 个 数 或 指定 水 平 的 向 量 







































































pdeplot 函数 可 以 在 pdetool GUI 内 部 和 通过 命令 行使 用 。 它 可 以 同时 显示 3 个 实体 .xydata 
可 以 用 表面 图 可 视 化 显示 。 平 面 或 内 揪 阴 影 都 可 以 用 于 表面 图 。 在 表面 图 上 可 以 嫩 加 等 值 线 
(用 黑色 表示 ) 或 通过 设置 contour 为 on 来 独立 绘 出 等 值 线 图 (用 颜色 表示 )。zdata 可 以 通 
过 高 度 显 示 来 可 视 化 。 数 据 流 可 以 用 箭头 图 可 视 化 表示 。 所 有 的 数据 类 型 可 以 是 节点 数据 或 
三 角形 数据 (数据 流 上 只 能 是 三 角形 数据 )。 节 点 数据 用 长 度 size(p,2) 的 列 向 量 代 表 的 节点 数据 ， 
三 角形 数据 用 长 度 size(b2) 数 据 的 行 癌 量 代 表 。 若 没有 xydata 、zdata 或 者 flowdata 已 经 提供 了 ， 
则 pdeplot 根据 p，e 和 + 绘 网 格 图 。 

mesh 选项 控制 是 显示 三 角形 网 格 还 是 隐藏 〈 默 认 选 项 ) 它 。 选 项 xygrid 首先 将 数据 转换 
为 x-y 数据 (使 用 tri2grid 函数 ), 然 后 使 用 标准 的 MATLAB 绘图 算法 。gridparam 参数 将 tri2grid 
数据 传 到 pdeplot 函数 。Colorbar 参数 控制 图 中 色彩 比例 条 的 添加 。 输 入 tide 参数 则 可 以 给 当 
前 图 形 输 入 标题 。levels 参数 仅 适 用 于 等 值 线 图 。 

@ h=pdeplot(p,b u) 另外 返回 坐标 系 中 对 象 的 句柄 。 

【 例 26-20】 下 面 的 命令 序列 将 工 形 薄 膜 的 泊 松 方程 的 解 绘 成 三 维 图 ， 如 图 26-18 所 示 。 


[P，ey 七 ]=initmesh('1Lshapeg' ) ; 























































































































































































































二 








u=assempaqae ('"1shapeb'，P，er 七 1，0，1):，; 
PadqePlot (P，ey 七 'Xydaata'， ur "zqata' ur "mesh'，'off')， 








-1 -1 








图 26-18 工 形 薄膜 上 方程 解 的 三 维 图 
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5.pdesurf 函数 
利用 该 函数 绘 三 维 表面 图 ， 其 调用 格式 为 : 
@ pdesurf(p,tu 绘制 PDE 0 若 u 为 列 癌 量 



















































































量 ， 则 用 节点 





数据 上 且 使 用 了 连续 类 型 和 内 插 阴 影 ; 若 u 是 行 向 量 ， 则 用 三 角形 数据 ， 且 使 用 了 连续 类 型 和 


平面 阴影 。 




















@ h=pdesurf(p,b 册 ， 另 外 返回 轴 对 象 的 句柄 。 对 于 节点 数据 ， 该 命令 是 调用 下 面 函数 的 
快捷 键 。 





PdepPlot (P，[ ]， 七 ，，'xydqata' ur "xystyle' "interp'v... 


"zaqata" ur "zstyle" continuous '，'colorbar'，， "off')，; 





并 且 对 于 三 角形 数据 ， 有 


PadepPlot (P，[ ]， 七 ，， "xydqata'，， ur 'XySstyle'， "flatr... 











"zaqata'" ur "zstyle'， 'dqiscontinuous '， "colorbar'，'off')， 














若 需 要 对 表面 图 有 更 多 的 控制 ， 则 使 用 pdeplot 函数 奉 换 pdesurf 函数 。 














【 例 26-21】 生成 工 形 薄 膜 的 几何 图 形 上 方程 -Axz = 1 的 解 的 表面 图 。 在 99 上 使 用 








Dirichlet 边界 条 件 。 
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一 、 
马 | 


j 形 态 





数 


数 。 


[P，ey 七 ]=initmesh('1Lshapeg' ) ; 





[P， / 七 ]=fefinemesh('1Lshapedgd'，P，，ey 七 ) ; 
u=assempaqae ('Lshapeb'，P，er 七 1，0，1):，; 
pqdqesurEf(Pp， 七 ，U) 


5 ”实用 算法 函数 


1. Dst，idst 函数 
利用 它们 进行 离散 化 sn 转换 ， 其 调用 格式 为 : 









































@  y=dst(x) 计算 x 的 列 的 离散 sin 转换 。 将 x 中 的 行 数 设置 为 2m - 1 可 以 获得 最 佳 的 
计算 速度 。 
































e y=dst(x, n) 在 转换 之 前 将 向 量 x 斜 截 到 长 度 为 n。 
若 x 为 矩阵 ，dst 操作 适用 于 每 一 列 。 
































@ x=idst(y) 计算 y 的 列 的 这 sin 转换 。 将 y 的 行 数 设置 为 2m-l 时 将 获得 最 佳 的 计算 速度 。 

















@ x=idst(y n) 在 转换 之 前 将 向 量 y 斜 截 到 长 度 为 n。 
若 y 为 矩阵 ，idst 操作 适用 于 每 一 列 。 





直上 























2. pdeadgsc 函数 
利用 pdeadgsc 函数 ， 使 用 相对 容 限 临界 值 选择 三 





























9 形 ， 其 调用 格式 为 : 

















SA 




















@ bt=pdeadgsc(p,tb c af uerrf,toD 在 bt 中 返回 需要 细 化 的 三 角形 指数 。PDE 问题 的 几 














由 网 格 数据 p 和 t 给 定 。 人 参见 initmesh 函数 。c、a 和 ff 为 PDE 系数 。 细 节 人 参见 





罗 assempde 























u 为 当前 解 ， 用 列 癌 量 给 出 。 细 节 参 见 assempde 函数 。errf 为 误差 指示 器 ， 














| pdejmps 





决定 。tol 为 容 限 参 数 。 三 角形 用 临界 值 errf>tol*scale 进行 选择 ,其 中 scale | 


Scale=max(fmax#+]l^A2, amaxxumaxxl^A2, cmaxxumax) 





















































下 式 计 算 : 


其 中 ，cmax, amax, fmax 和 umax 分 别 为 caf 和 nu 的 最 大 值 ，] 为 包含 几何 图 形 的 最 小 方 
形 的 边 
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然后 。 使 tol 参数 独立 于 方程 和 几何 图 形 的 缩放 。 











3. pdeadworst 函数 

利用 该 函数 选择 相对 于 最 坏 值 的 三 角形 ， 其 调用 格式 为 ; 

@ bt=pdeadworst(p, b ca fu， errf， 返回 将 要 细 化 的 三 角形 的 指数 到 bt 中 去 。PDE 
问题 的 几何 网 形 由 网 格 数据 p 和 t 给 定 。 细 节 参 见 initmesh 函数 。c,a 和 f 为 PDE 系数 。 细 节 参 
见 assempde 函 数 。u 为 当前 解 ， 用 列 向 量 给 出 。 细节 参见 assempde 函数 。errf 参数 为 误差 指示 
器 ， 由 pdejmps 函数 计算 。wlevel 为 与 最 坏 误差 相关 的 误差 水 平 。wlevel 必须 界 于 0 和 1 工 之 间 。 

三 角形 用 临界 条 件 errf>wlevel*max(errf) 给 定 。 







































































4. pdecgrad 函数 

该 函数 计算 PDE 解 的 变化 ， 其 调用 格式 为 

e@ es cgyu]=pdecgrad (p,tbc,u i 0 个 三 角形 中 心 处 的 fux 和 cQ@Vu。 
OU 




















二 0 
加 


cgxu 中 的 第 ; 行 包 含 : 





0 ) 

> 0 
六 六 

乒 OX 0y 














cgyu 中 的 第 工 行 包 含 : 

在 cgxu 和 cgyu 中 ，t 内 的 每 一 个 三 角形 都 对 应 一 列 。 

PDE 问题 的 几何 图 形 由 网 格 数据 p 和 1 给 定 。 细 节 请 参见 initmesh 函数 。 

PDE 问题 中 的 c 系数 可 以 通过 多 种 方法 给 定 。 在 assempde 中 有 一 个 所 有 选项 的 完整 列表 。 
解 向 量 u 的 格式 在 assempde 函数 中 描述 。 
若 c 决定 于 t， 则 标量 选项 参数 time 用 于 抛物 线 型 问题 和 双 曲 线 型 问题 。 































































































5.pdeent 函数 
该 函数 给 定 三 角形 集合 相 邻 的 三 角形 的 指数 ， 其 调用 格式 为 : 

@ ntl=pdeent(t 贡 给 定 三 角形 数据 t 和 三 角形 指数 列表 人， 计算 三 角形 的 指数 ntl 。 
6. pdegrad 函数 

该 函数 计算 PDB 解 的 梯度 ， 其 调用 格式 为 ， 

@ [ux, uy]=pdegrad(p,b u 返回 在 每 一 个 三 角形 的 中 心 进 行 评 价 的 u 的 梯度 。 





























OU 

OX 
ux 的 第 ; 行 中 从 1 到 入 包含 : 

OU 

0y 





uy 的 第 行 从 1 到 N 包 含 。 

在 ux 和 uy 中 ， 对 于 t 内 的 每 一 个 三 角形 都 有 一 列 。PDE 问题 的 几何 图 形 由 网 格 数据 p 
和 tf 给 定 。 细 节 请 参见 initmesh 函数 。 解 向 量 u 的 格式 在 assempde 函数 中 描述 。 选 项 变量 sdl 
将 计算 限于 sdl 列表 中 的 子 域 。 
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7. pdeintrp 函数 














利用 该 函数 ， 从 节点 数据 至 三 角形 中 点 数据 进行 内 插 ， 其 调用 格式 为 : 








e ut=pdeintrp(p, b un) 给 出 三 角形 节点 至 中 点 的 线性 插值 























。PDE 问题 的 几何 图 形 由 网 格 




















数据 p 和 tt 给 定 。 细 节 请 参见 initmesh 函数 。 令 N 为 PDE 系统 的 维 数 ，np 为 节点 个 数 ，nt 为 





三 角形 个 数 。 节 点 数据 中 的 元 素 作为 长 度 np 中 的 N 列 或 一 般 解 向 量 保存 在 un 中 。un 中 的 第 












































1 个 np 值 描述 第 1 个 元 素 ,， 第 2 个 np 值 描述 第 2 个 元 素 ， 如 此 类 推 。 三 角形 数据 的 元 素 保 存 




















在 nt 的 行 中 。 
需要 注意 的 是 ，pdeprtni 函数 和 pdeintrp 函数 不 是 逆 函 数 。 








8. pdejmps 函数 

该 函数 对 于 自 适应 网 格 进行 误差 估计 ， 其 调用 格式 为 : 

e@ errf=pdejmps(p,t ec, afu,alfa, beta, m) 计算 用 于 adaptio 
应 于 三 角形 ， 各 行 则 对 应 于 PDE 系统 的 不 同方 程 。p 和 +t 为 网 
数 。c、a 和 f 为 PDE 系数 。 细 节 参 见 assempde 函数 。c、a 和 ff 
























































内 插 将 导致 均 化 。 


n 的 误差 指示 函数 。errf 的 列 对 
格 数据 。 细 节 参 见 initmesh 函 
必须 扩展 ， 以 使 列 对 应 于 三 角 




















形 。u 为 解 向 量 。 细 节 人 参见 assempde 函数 。 计 算 每 一 个 三 角形 的 误差 指示 器 EGG 的 公式 为 : 


抽 光 
ED=dp -aole+ 有 三 rcvo7 
JEOK 





9. pdeprtni 函数 





























该 函数 从 三 角形 中 点 数据 向 节点 数据 进行 内 插 ， 其 调用 格式 为 : 
@un=pdeprtni(p,bub 给 出 从 三 角形 中 点 至 节点 的 线性 插值 。PDE 问题 的 几何 形态 由 网 格 

































































数据 Pp 和 t 给 出 。 更 多 细节 请 参见 initmesh 函数 。 令 N 为 PDE 
nt 为 三 角形 的 个 数 。ut 中 三 角形 数据 的 元 素 保 存在 长 度 nt 的 N 
度 np 的 V 列 保存 在 un 中 。 


10. Pdesdp, pdesde 和 pdesdt 函数 





















































系统 的 维 数 ，np 为 节点 个 数 ， 
行 中 。 节 点 数据 的 元 素 作 为 长 

















这 3 个 函数 分 别 计算 子 域 集 合 中 点 /边缘 /三 角形 的 指数 ， 其 调用 格式 为 : 











@ [i cj=pdesdp(p,e,b sdD) 给 定 网 格 数据 p，e 和 t 以 及 子 域 个 数列 表 sdl， 该 函数 返回 属 














于 那些 子 域 的 所 有 点 。 一 个 点 可 以 属于 几 个 子 域 ， 属 于 sdl 子 域 



































中 的 点 被 分 为 两 个 不 连续 的 集 





合 。i 包含 sdl 列表 中 所 有 子 域 的 点 的 指数 。c 则 列 出 了 也 属于 其 他 子 域 的 点 的 列表 。 





@ c=pdesdp(p,e,b sdD) 返回 sdl 中 属于 一 个 以 上 点 的 指数 





Oo 








e@ i=pdesdt(b sd) 给 定 三 角形 数据 ft 和 子 域 个 数 sdl 的 列 寻 





攻 ，i 包含 子 域 集合 中 三 角形 的 





@ i=pdesde(e, sdD) 给 定 边缘 数据 e， 它 分 离子 域 集 合 外 边界 边缘 的 指数 。 








若 没有 给 定 sdl， 则 用 所 有 子 域 的 列表 。 


11.，pdesmech 函数 
该 函数 计算 结构 力学 张 量 函 数 ， 其 调用 格式 为 : 


@_ Ux=pdesmech(p, b cu pl, v1…) 返回 每 个 三 角形 中 心 处 












































应 力 和 平面 应 变 条 件 下 的 结构 力学 应 力 应 变 。 在 输出 解 、 网 格 和 PDE 系数 到 MAILAB 主 
间 以 后 ，pdesmech 函数 对 利用 pdetool GUI 结构 力学 应 用 模式 进行 计算 得 到 的 解 进 行 后 处 理 。 











.314 。 





的 张 量 表达 。 张 量 表达 为 平 








赔 到 







































































必须 提供 泊 松 比 nu, 以 计算 前 应 力 和 剪 应变 ， 以 及 平面 应 变 模式 中 的 von Mises 有 效应 力 。 
有 效 的 属性 名 /属性 值 匹 配对 如 表 26-8 所 示 。 


表 26-8 ”属性 表 












































属性 值 /默认 值 


Ux|uy|vx|vy|exxleyy|lexy|sxx|syy|sxy|elle2|sl1ls2| 、 
tensor 张 量 表达 
{von Mises} 








application {psjlpn 平面 应 力 /平面 应 变 
Nu 标量 或 字符 串 表 达 {0.3} 泊 松 比 




















可 用 的 张 量 表达 包括 ; 
OU 
Br 
OU 
Dy 
OU 
Br 
OU 
By 
exx,X 方 向 的 应 变 (sy) 
eyy,y 方 向 的 应 变 (sy) 
exy， 前 应变 (yy) 
SXX,X 方 问 的 应 力 (cy) 
syyy 方 向 的 应 力 (cy) 
SXy， 剪 应 力 (roy) 
el, 第 1 主 应 变 (se]) 
e2,， 第 2 主 应 变 (2) 
s1,， 第 1 主 应 力 (GD]) 
sS2, 第 2 主 应 力 (2) 
von Mises， 汉 “。 米色 斯 有 效应 力 
【 例 26-22】 假设 用 应 用 模式 "Structural Mechanics，Plane Stress," 求 解 问 题 ， 解 为 u， 网 
格 数据 为 p 和 t，PDE 系数 c 都 被 输出 到 MATLAB 主 空间 ， 则 x 方向 的 应 变 做 如 下 计算 : 
SX=Ppadqesmech (P， 七 cr ur "Lensor '，"SXXI) ， 
令 泊 松 比 等 于 0.3， 计 算 平 面 应 变 问 题 的 von Mises 有 效应 力 ， 键 入 
mises=pdqesmech (P， 七 ，c ur 'tensor'，， 'Vvon Mises'... 
appblieatdionT7r 507 六 07 053) 汪 





ZLX 二 


WUy 二 


VX 三 


Vy 三 
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12. pqdetrg 函数 

该 函数 返回 三 角形 的 几何 数据 ， 其 调用 格式 为 : 

@ [ar al, a2, a3]=pdetrg(p,b 返回 每 一 个 三 角形 的 面积 到 ar 中 , 返回 每 一 个 三 角形 负 余 切 
的 一 半 到 al, a2, a3 中 。 

@ [ar g1x, gl1y, g2x, g2y, g3x, g83y]=pdetrg(p,D 返回 三 角 基 函数 的 面积 和 梯度 元 素 。 
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。PDE 问题 的 三 角形 网 格 由 网 格 数据 p 和 1 给 定 。 在 initmesh 函数 中 有 网 格 数据 意义 的 
详细 内 容 。 


13. pdetriq 函数 

该 函数 返回 三 角形 的 质量 状况 ， 其 调用 格式 为 ; 

@ qdq=pdetriq(p,b 返回 由 网 格 数据 给 定 的 三 角形 的 质量 状况 。 

三 角形 网 格 由 网 格 数据 p，e 和 t 给 定 。 细 节 内 容 参见 initmesh 函数 。 





























14.， poiasma 函数 
用 于 泊 松 方程 快速 求解 器 的 边界 点 矩阵 ， 其 调用 格式 为 : 

e@ K=poiasma(nl, n2, hl, h2) 组 合 边 界 点 对 刚度 矩阵 的 贡献 。nl 和 n2 为 第 1 和 第 2 方向 
上 的 点 数 。hl 和 h2 为 网 格 的 间隔 。K 为 稀 朴 nl*n2-by-nl*n2 托 阵 。 

e@ K=poiasmanl,n2) 此 时 hl=h2。 

@ 有 =poiasman) 此 时 nl1=n2=n。 















































15. poicalc 函数 

该 函数 为 矩形 网 格 上 泊 松 方程 的 快速 求解 器 ， 其 调用 格式 为 : 

@ U=poicalc(fhl.h2.n1.n2) 计算 均匀 间隔 的 网 格 内 点 的 泊 松 方程 的 解 。u 的 列 包 含 对 应 于 
f 的 右 端 项 的 列 的 解 。hl 和 h2 为 第 1 方向 和 第 2 方向 上 的 间隔 ,nl 和 n2 为 点 数 。f 中 的 行 数 
必须 为 nl*sn2。 若 nl 和 an2 没有 给 定 ， 则 假定 为 了 的 行 数 的 平方 根 。 若 hl 和 h2 没有 给 定 ， 则 
假设 它们 相等 。 通 过 在 第 1 个 方向 上 进行 sn 转换 以 及 第 2 个 方向 上 的 三 对 角 和 矩阵 可 以 得 到 问 
题 的 解 。 当 ml 为 1 时 ， 计 算 效 果 最 佳 。 
























































16. poiindex 函数 

该 函数 计算 经 过 规范 排序 的 和 矩 形 网 格 的 点 的 索引 号 ， 其 调用 格式 为 ; 

@ [nl,n2,hl,ph2,i,c,ii cclj=poiindex(p,e,b sd) 确定 给 定 的 子 域 sd 中 的 网 格 p、e、t 为 均 
匀 间 隔 的 珑 形 网 格 。 若 网 格 不 是 规则 网 格 ， 则 nl 的 返回 值 为 0。 否则 nl 和 nz2 为 第 1 方向 和 
第 2 方向 上 的 点 号 ，hl 和 h2 为 间隔 。i 和 主 为 长 度 l-2)*C2-2) 并 包含 内 点 的 索引 号 。i 包含 
原始 网 格 的 索引 号 ， 而 让 则 包含 规范 顺序 的 索引 号 。c 和 cc 长 度 为 nlx*n2-(nl-2)*(n2-2) 并 包 
含 边界 点 的 索引 号 。 让 和 cc 是 持续 增长 的 。 

在 标准 排序 中 ， 点 号 先 按 从 左 到 右 的 顺序 排列 ， 然 后 按 从 底 到 项 排 列 。 这 样 ， 若 nl1=3、 
n2=5, 则 ii=[5 8 11] 且 

cc=[123467910121314 15]. 


















































17. sptarn 函数 

该 函数 求解 广义 稀 玻 特征 值 问题 ， 其 调用 格式 为 : 

@ [xv, lmb, iresultl] = sptarn(A, B, lb, ub, spd, tolconv, jmax, maxmul) 找到 区 间 [Ib，ub] 上 
(A- 和 B)X=0 的 特征 值 。( 线 性 多 项 式 窃 阵 4 六 和 Bi 4- 和 B 称 为 束 。) 

A 和 3B 为 稀 玻 矩阵 。lb 和 ub 为 进行 求解 的 特征 值 的 上 界 和 下 界 。 如 果 ub 左 侧 的 所 有 的 
特征 值 都 找到 了 ， 则 我 们 可 以 认为 有 1Ib=-inf。lb 和 ub 中 必须 有 一 个 是 有 限 的 。 如 果 求 解 区 间 
更 窗 ， 则 求解 速度 更 快 。 在 复数 情况 下 ，lmb 的 实数 部 分 可 以 比 作 lb 和 ub。 
xyV 为 特征 向 量 ， 经 过 了 排序 ， 这 样 范 数 (asxv-bxxvxdiag(mb)) 很 小 。lmb 是 经 过 排序 的 特 
征 值 。 若 iresult>=0， 则 算法 继续 ， 并 且 区 间 内 所 有 的 特征 值 都 可 以 找到 。 知 iresult<0， 则 算 

。310。 


















































































































































法 不 成 功 ， 可 能 有 











更 多 的 特征 值 一 缩小 区 间 再 试 一 试 。 






































若 已 知 束 是 对 称 正 定 的 ， 则 spd 为 1〈 默 认 时 为 0)。 
tolcony 为 期 望 的 相对 精度 。 默 认 值 为 100*eps, 其 中 eps 为 机 器 精度 。 
jmax 为 基 向 量 的 最 大 个 数 。 该 算法 需要 jmaxsn 大 小 的 工作 空间 ， 这 样 ， 在 小 型 机 上 


需要 做 一 些小 的 调整 ， 否 则 令 




















特征 值 时 需要 用 到 它 。 


早已 终止 。 




















jmax=100 为 默认 值 。 正 常情 况 下 ， 当 特征 值 收 你 时 ， 算 法 



































maxmul 为 Arnoldi 试 运 行 次 数 。 它 必须 至 少 与 任何 特征 值 的 最 大 乘 子 一样 大 。 若 给 定 了 
jmax 的 一 个 小 值 ， 则 需要 许多 





























Arnoldi 算法 使 用 了 谱 转 换 
































Arnoldi 运行 。 其 默认 值 为 maxmul=n， 当 要 求 单位 矩阵 的 所 有 


























。 该 转换 在 ub 或 lb 上 进行 ， 当 边界 无 限时 ， 可 以 是 〈lbub) 

















上 上。 终止 以 后 ， 该 算法 重新 开 

















F 的 任意 一 点 。Arnoldi 运行 的 步 数 j 决定 于 区 间 中 有 多 少 特征 值 ， 但 它 在 j=min(jmax,n) 处 终 














始 计算 ， 并 在 所 有 已 经 找到 的 正 交 补 集中 求 得 更 多 的 Schur 向 



































量 。 当 在 区 间 Ib < Imb <= ub 中 没有 更 多 的 特征 值 时 ， 该 算法 终止 。 对 于 jmax 的 小 值 ， 要 得 



































到 茶 个 特定 的 特征 值 可 能 还 需要 重 算 几 次 。 当 jmax 至 少 比 区 间 内 的 特征 值 个 数 大 1， 该 算法 

















开始 计算 ， 但 后 面 还 需要 多 次 习 
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算 。 对 于 jmax 的 大 值 ， 需 要 运行 mul+1l 次 。 它 是 一 个 很 好 


的 选择 。mnul 为 区 间 内 某 特 征 值 的 最 大 乘 子 。 














需要 注意 的 是 ， 该 算法 在 不 对 称 束 和 对 称 束 上 都 可 以 运行 。 进 行 因子 分 解 时 ， 参 数 spd 











需 在 symmmd 和 colmmd 之 间 进 行 选 择 。 


如 果 出 现下 面 的 问题 ， 给 出 相应 的 对 策 : 


) 若 收 和 敛 很 慢 ， 试 给 一 个 





择 转换 ， 而 不 是 在 


并 重新 计算 。 














@ 若 因 子 分 解 失 败 ， 则 将 











图 若 计算 一 直 进行 下 去 ， 

















更 小 的 区 间 Ibp 和 upb， 给 一 个 更 大 的 jmax， 更 大 的 maxmul， 


Ib 或 tb 设置 为 有 界 ， 再 重新 计算 。 然 后 ， 在 随机 点 上 进行 先 
































如 我 们 所 期 望 的 特征 值 点 上 。 若 还 失败 ， 则 核对 束 是 否 奇异 。 


则 可 能 有 太 多 的 特征 值 。 试 给 一 个 小 值 maxmul=2， 看 得 到 



































哪个 特征 值 。 这 样 你 可 以 得 到 一 些 特 征 值 ， 但 一 个 负 的 iresult 值 显 示 得 到 的 不 是 所 有 的 特 
征 值 。 





图 若 内 存 溢出 ， 则 给 一 个 
@@ 该 算法 是 针对 接近 实数 
@ 当 spd=1l 时 ， 转 换 在 lb 
































小 的 jmax。 
轴 的 特征 值 的 ， 若 希望 靠近 虚数 轴 ， 则 令 A=i*A。 
处 进行 ， 这 样 ， 对 于 对 称 正 定 珑 阵 ， 将 获得 更 快 的 因子 分 解 速 



































度 。 这 样 设置 不 会 导致 大 的 错误 ， 但 是 如 果 b 比 最 小 的 特征 值 大 ， 则 运行 速度 要 减 慢 。 




















18. tri2grid 函数 























该 函数 从 PDE 三 角形 网 格 到 矩形 网 格 进 行内 插 ， 其 调用 格式 为 : 


@ UXy=tri2grid(p,b u, x, y) 




















量 x 和 y 必须 是 递增 的 。 





















































根据 由 p, t 定 义 的 三 角形 网 格 上 的 函数 值 u， 计算 由 向 量 x 和 



































量 y 定义 的 网 格 上 的 函数 值 xy。 这 些 值 是 在 包含 网 格 点 的 三 角形 上 进行 线性 内 插 得 到 的 。 


@ [uxy, tn, a2, a3]=tri2grid(p, bu, x,y) 另外 列 出 包含 每 一 个 网 格 点 的 三 角形 的 指数 mm， 以 
及 内 揪 系 数 a2 和 a3。 





@ UXy=tri2gridp, tu, tn, a2 





















































,3a3)， 其 中 tn，a2 和 a3 在 tri2grid 的 早期 调用 中 进行 计算 ， 并 











如 
世 








使 用 同样 的 网 格 进行 内 插 。 对 于 三 角形 网 格 以 外 的 网 格 点 ， 参 数 uxy, 上 m,，a2 和 a3 返回 NaN。 
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26.6 自 定 义 算法 函数 


函数 
函数 定义 边界 条 件 M 文件 ， 其 调用 格式 为 : 


@ g, h, I]j=pdebound(p, e, u, time) 边界 M 文件 指定 PDE 问题 的 边界 条 件 。 最 一 般 的 
边界 条 件 形式 可 以 表达 如 下 : 


1 = 丰 


























下 。(cC@V 荔 二 QU=8+AN 


立 | 


“ (CQ@YVDID 为 Nxl 的 矩阵 ， 其 1) 元 素 为 


V 


O O O 。 O 
引 esoe 7 十 cos(Q)Ci jl12 十 Sin(Q)ci j24 十 Sin(C)ci 22 之 1 











式 中 ， 元 =(cos(a),sin(a)) 为 边界 上 疝 外 的 方向 向 量 。 有 M 个 Dirichlet 条 件 
中 M > 0。 


对 于 M= 0, 我 们 认为 是 广义 Neumann 边界 条 件 ,对 于 M= N, 为 一 Dirichlet 条 件 , 当 0 < M 
<N 时 ， 为 混合 边界 条 件 。 


边界 M 文件 [q,g,hr=pdeboundp,e, utime) 在 边缘 几何 e 上 计算 q、g、Ph 和 T 的 值 。 

矩阵 p 和 e 为 网 格 数据 。e 只 需要 为 网 格 中 边缘 的 子 集 。 

输入 变量 u 和 time 分 别 用 于 非 线性 求解 器 和 时 步 算 法 。 如 果 u 和 time 对 应 的 参数 没有 传 
给 assemb, 则 它们 为 空 矩 阵 。 如 果 time 为 NaN 且 任 何 函 数 q,g,h 和 Tr 取 决 于 time, 则 pdebound 
函数 必须 返回 大 小 正确 的 矩阵 ， 且 在 对 应 的 输出 变量 中 所 有 的 位 置 上 包含 NaN。 

解 用 向 量 u 表示 。q 和 g 必须 包含 每 一 条 边界 中 点 上 的 q 值 和 g 值 。 这 样 ， 我 们 有 


size(d)=[N^2 ne]， 其 中 N 为 系统 维 数 ，ne 为 e 中 的 边缘 数 ，size(g)=[N ne]。 对 于 Dirichlet 条 件 
的 情况 ， 对 应 值 必 须 为 0。 


必须 包含 每 一 个 边缘 上 第 1 个 点 和 第 2 个 点 上 的 h 值 和 Tr 值 .这样 我 人 


我 们 有 size(hb)=[N^2 2#ne]， 
基 中 N 为 系统 的 维 数 ，ne 为 e 中 的 边缘 个 数 ， 且 SizeD=[IN 2*nel]。 当 M<N 时 ，h 和 fT 必 须 
用 N-M 行 0 来 填充 。 


和 矩阵 q 和 h 的 元 素 按照 MATLAB 和 迭 阵 q 和 h 中 的 列 序 保存 。 
【 例 26-23】 “对 于 边界 条 件 





， 瑚 是 Ms 和 珑 





改 









































































































































































































































则 三 沁 证 二 之 


玫 avoi|， 4 
人 


下 面 的 值 需 要 保存 在 q，g，h 和 T 中 : 























1 
Gq=[ 2 2: 
2 
0 
g=[ 3 2 
4 
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2.pdegeom 函数 
该 函数 定义 几何 M 文件 ， 其 调用 格式 为 : 
e@ ne=pdegeom 通过 参数 化 边缘 线段 来 代表 二 绢 


0 0 
。 2 ] 
0 0 

















定 为 惟一 的 正 值 。 






































自动 达到 这 个 目 上 


箱 中 ， 离 散 几 
(2) 创建 

















学 图 数 的 几何 


边缘 线段 不 能 重 登 。 
们 具有 共同 的 边界 线段 。 区 域 的 边界 可 以 
与 边缘 线段 的 终点 相 一 致 。 我 们 有 时 候 认 为 一 条 边缘 线段 就 是 一 条 边界 线段 或 一 条 
段 。 边 界线 段位 于 最 小 子 域 集合 的 外 边界 ， 内 边界 线段 则 位 于 最 小 子 域 之 间 。 

有 两 个 选项 用 于 指定 问题 的 几何 形态 : 

(1) 用 decsg 函数 创建 一 个 离散 
鸭 。 使 用 离散 几何 矩阵 将 边缘 线段 限于 
E 阵 可 以 用 几何 M 文件 代替 。 
一 个 几何 M 文件 。 通 过 创建 自己 的 几何 M 文件 ， 本 




































































几何 和 窍 阵 。 可 以 通过 PDE 

































































图 形 。 下 面 的 例子 泊 





e@ ne=pdegeom 为 边缘 线段 个 数 。 


@ d=pdegeom(bs) 为 一 矩阵 ， 和 矩阵 
第 1 列 包 含 初始 参数 值 。 
第 2 列 包 含 最 
3 列 包含 


SR 襄 





bs 可 以 是 一 个 标 


数值 。 
左 侧 区 域 的 标签 。 
第 4 列 包含 右 侧 区 域 的 标签 。 
所 有 子 域 集 合 的 补 集 指定 为 区 域 个 数 0。 

@ [xy]=pdegeom(bs,s) 生成 边缘 线段 点 的 坐标 。bs 指定 边缘 线段 , s 指定 对 应 的 参数 值 。 
。 人 参数 s 应 该 与 曲线 长 度 近似 成 比例 。 所 有 的 最 小 子 域 的 边界 应 该 至 少 有 


















































两 个 ， 最 好 有 3 个 边缘 线段 。 


【 例 26-24】 


function [Xx， 


%CARDG 几何 文件 ， 定 义 cardioid 的 几何 形状 。 


nbs=4; 
1E nargin==0 
X=nbs; 


Zetun 


0 


IE nargin== 工 


函数 cardg 定义 cardioid 的 几何 形状 。 


Yy]=caraddg (bs 


PIV2 DPI 
DPI 3xPi/2 
证 工 
0 0 








示 如 何 创建 cardioid 函数 的 医 














的 每 一 列 对 应 于 每 


攻 区 域 。 区 域 和 边缘 线段 都 被 作为 标签 指 
完整 的 二 维 问题 的 描述 应 包 j 
由 几 个 边缘 线段 组 成 。 所 有 的 边缘 线段 的 


区 域 ， 它 


连接 必须 








内 边界 线 


图 形 用 户 界 面 (pdetool GUI) 
形 线段 。 在 工具 








角 描 述 任何 数 


指定 的 边缘 线段 。 























“2319 


=Q1 (:， Ps) ， 
zetUrDn 
enda 
X=Zeros (Size(S)); 
y=Zeros (Size(S))， 
[mn]=size(ps) ，; 
革 E m==1 mn==1， 
bs=bsxones (Size(S)); expandq bs 
elselif m =Size(s，1) nn =sSize(s，2)， 
error ('bs must be scalar or of Same Size as SI): 
enda 
nth=400: 
th=1Linspace(0，2xpirnth)， 
xz=2x (+Ccos (tnh) ) ; 
Xt=z .xcos (th) ， 
Yt=z.xsin(th)， 
th=Ppdqearcl (th ，[xt yt]l，s，0，2xpi) 7， 
zx=2x (1+cos (th) ) ; 
Xx(:)=z.xcos (th) ， 
Yy(:)=z.xsSin(th)， 


我 们 用 pdearcl 函数 使 参数 * 与 圆 引 的 长 度 成 比例 。 键 入 : 


pqdqegplot ('cardg')，axis equal 























[P，ey 七 ]=initmesh('rcardg' ) ; 
Pdqemesh (P，ey 七 ) ，axis equal 


生成 图 如 图 26-19 所 示 。 





oG 











图 26-19 cardioid 的 几何 形状 


然后 在 cardioid 定义 的 几何 图 形 上 求解 PDE 问题 。 在 Q 上 使 用 Dirichlet 边界 条 件 。 最 后 
将 解 用 曲面 岁 表示 ， 如 图 26-20 所 示 。 


u=assempaqe ("carqb'yrprertr1lrov1)， 

















Padqesurf (Ptyvu) ， 
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图 26-20 ” 解 的 图 形 
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第 27 章 ”利用 图 形 用 户 界 面 (GUI) 求解 侦 
微分 方程 的 一 般 过 程 


























MATLAB 提供 了 一 个 图 形 用 户 界 面 的 偏 微分 方程 数值 求解 工具 。 利 用 该 工具 ， 可 以 交互 
式 地 实现 偏 微分 方程 数学 模型 的 几何 模型 建立 、 边 界 条 件 设 定 、 三 角形 网 格 训 分 和 细 化 、 偏 
微分 方程 类 型 设置 、 参 数 给 定 、 方 程 求解 和 结果 图 形 显 示 。 它 包括 了 数值 求解 的 前 处 理 、 计 
算 和 后 处 理 等 一 套 完 整 的 程序 ， 可 以 直观 、 快 速 、 准 确 、 形 象 地 实现 偏 微分 方程 的 数值 求解 。 

在 MATLAB 命令 窗口 中 输入 命令 : pdetool， 然 后 单 击 回 车 键 ， 显 示 PDE 图 形 用 户 界 面 ， 
如 图 27-1 所 示 。 


PDE Toolbox - _ [Untitledj] - 口 [x| 
Eile Edqit Options Drawy Boundary PDE Jesh Solve BElot indov Help 
口 | 田 | 盆 | 香 | 闻 jaejppg| 信 | 念 | = 难以 [anairsran yy |X1356 站 09012 

Setformula: | 

T T T T T 





















































































































































上 上 1 上 上 
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 


Info: Draw 2-D geometry. 








图 27-1 PDE 图 形 用 户 界面 


下 面 结合 简单 实例 介绍 如 何 有 具体 使 用 PDE 图 形 用 户 界面 。 

一 般 地 ， 利 用 PDE 图 形 用 户 界 面 求解 PDE 问题 的 过 程 分 为 以 下 几 步 ; 
@ 选择 应 用 模式 ; 

@ 建立 几何 模型 ; 

@@ 定义 边界 条 件 ; 

几 定义 PDE 类 型 和 PDE 系数 ; 

@ 三 角形 网 格 剖 分 ; 

G@ PDE 求解 ; 

@) 解 的 图 形 表达 。 
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27.1 选择 应 用 模式 
PDE 工具 箱 
建 模 和 分 析 。 

















根据 实际 问题 的 不 同 提供 








了 很 多 应 用 模式 ， 











用 户 可 以 选择 适当 的 模式 进 和 





在 Options 荣 单条 中 用 鼠 慰 指 彤 Application 选项 ， 会 洋 [ESG al 








出 一 个 子 菜单 ， 在 其 中 进行 选择 
或 者 直接 在 工具 条 中 
































击 Generic Scalar 下 拉 式 列表 框 ， 打 了 











j 模 式 
于 








定 适 当 的 应 





， 可 以 确 











吕 








它 如 图 27-2 所 示 。 在 其 中 进行 选择 ， 也 可 以 确定 应 用 模式 。 





列表 框 中 各 应 月 





日 模式 的 意义 分 别 为 : 


@ Generic Scalar: 一 般 标 量 模式 〈 为 默认 选项 )。 
@ Generic System: 一 般 系 统 模式 。 


@ _ Structural Mech.,Plane Stress: 结构 力学 3 


模式 。 


@ 9tructural Mech.,Plane Strain : 





























面 应 力 应 











结 


构 力学 平面 应 变 模式 。 





























































































































Genenic System 

Structural Mech.. Plane Stress 
Structural Mech.. Plane Strain 
Electrostatics 


Magdnetostatics 
上 CCPowerElectromagnetics 
Conductve Media DC 





”图 27-2 Generic Scalar 下 拉 式 菜单 

































































































































































@ Electrostatics: 电 静 力学 应 用 模式 。 

@ Magnetostatics: 倒 静 力学 应 用 模式 。 

@ AC Power Electromagnetics: 交流 电 电磁 学 应 用 模式 。 

e@ Conductive Media DC: 导电 介质 直流 电 应 用 模式 。 

@ Heat Tranfer: 热传导 应 用 模式 。 

e@ Diffusion: 扩散 问题 应 用 模式 。 

有 关 各 应 用 模式 的 县 体 说 明和 应 用 将 在 后 面 进行 详细 介绍 。 本 例 中 选择 默认 选项 。 
27.2 建立 几何 模型 

利用 Draw 荣 单 中 的 选项 或 工具 条 中 的 前 面 五 个 工具 按钮 ， 可 以 画 出 PDE 问题 的 几何 模 
型 。 这 5 个 工具 按钮 的 意义 分 别 为 : 

e 上 辐 | 绘 算 形 或 方形 ; 

e 国 | 绘 同 心 矩 形 或 方形 ; 

e S| 绘 椭圆 或 圆 ; 

e 于 绘 同 心 枯 圆 或 圆 ; 

e@ | 到 绘 多 义 线 。 

注意 ， 在 Options 菜单 中 选择 Grid 选项 可 以 在 图 中 显示 网 格 。 单 击 Grid Spacing.… 选 
项 ， 打 开 Grid Spacing 对 话 框 ， 可 以 调整 网 格 间 隔 的 大 小 。 选 择 Snap 选项 ， 则 鼠标 在 图 中 
点 击 时 ， 将 自动 选择 离 该 点 最 近 的 网 格 交 点 。 在 画图 之 前 设置 上 面 的 选项 ， 可 以 使 绘图 更 
方便 。 

本 例 中 ， 如 图 27-3 所 示 ， 在 图 中 画 两 个 同心 圆 。 画 好 以 后 ， 将 自动 按照 先后 顺序 进行 编 
号 。 然 后 在 Set Formula 文本 框 中 输入 公式 ， 表 示 各 几何 图 形 之 间 的 集合 关系 。 因 为 研究 域 为 




















环形 ， 所 以 在 文本 杠 





输入 公式 : C1-C2。 





"323。 


Eile Edqit DOptions Drayv Boundary PDE Jesh Solve Elot indor Help 
国 | 田 | 冤 | 审 |> 强国 全 | 二 | 难以 [Gas ， ， [X197 阅 0560 | 
Setformiula | cl1-C2 





























-06 上 C1 











1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 和 
-08-06-04-02 0 02 040608 1 12141618 2 
Info: Clickto create lines. Click at starting pointto close polygon. Exit 





图 27-3 ”建立 几何 模型 





27.3 ”定义 边界 条 件 


在 Boundary 菜单 中 选择 Boundary mode 选项 或 直接 在 工具 条 中 单 击 画 | 按钮 ， 则 显示 几 
何 模型 的 外 边界 和 内 边界 ， 如 图 27-4 所 示 。 





PDE_ Toolbox - _ [Untitledj] 画 回 加 
Eile Edqit Options Draw BEBoundary PDE Jesh Solve PElot indovw Help 
中 | 田 | 人 | 理 | 袜 |a@lppgl 信念 |=| 鸡 愉 Ganarcscalar “| X-05976 立 09296 











| Setformula | -1-C2 














1 T T T T T T T T T T T T T 











-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
-1 -08-06-04-02 0 02 04 06 08 1 12 141618 2 
Info: Clickto selectboundaries. Double-clickto open boundary condition dialog Exit | 


图 27-4 定义 边界 条 件 








在 图 中 单 击 边 界 ， 则 边界 线 变 成 黑色 ， 表 示 它 被 选中 。 按 住 Shift 键 ， 可 以 连续 选择 多 条 


边界 线段 。 选 择 要 定义 的 边界 以 后 ， 双 击 边 界 或 在 Specify Boundary Conditions... 选 项 ， 打 开 
“Boundary Condition” 对 话 框 ， 如 图 27-5 所 示 。 
对 话 框 中 各 选项 的 意义 分 别 为 : 
@ Boundary cond.equation 标签 : 显示 边界 条 件 方程 。 


e@ _ Condition type: 在 下 面 的 两 个 单 选 钮 中 进行 选择 ， 确 定 边界 条 件 类 型 。 
将 边界 条 件 类 型 确定 为 Neumann 条 件 。 
> Dirichlet 单 选 钮 一 一 默认 时 选择 此 项 。 选 择 此 项 时 ， 将 边界 条 件 类 型 看 


> Neumann 单 选 钮 选择 此 项 ， 
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和 定 为 Dirichlet 


边界 条 件 。 
@_ Coefficient Value 栏 : 在 该 栏 中 的 对 应 文本 框 中 输入 边界 条 件 公式 中 的 系数 值 。 本 例 中 
在 Boundary 菜单 中 选择 Show Edge Labels 选项 和 Show Subdomain Labels 选项 ， 可 以 在 
图 中 显示 边缘 标签 和 子 域 标签 。 


17 Boundary_ Condition 








图 27-5 “Boundary Condition” 对 话 框 


27.4 定义 PDE 类 型 和 PDE 系数 


在 PDE 菜单 中 选择 PDE mode 选项 ,图 形 将 显示 为 PDE 模式 。 选 择 Show subdomain labels 
选项 ， 将 在 图 中 显示 子 域 标签 。 
在 工具 条 中 单 击 | 国 按 钮 或 在 PDE 菜单 中 单 击 PDE Specification... 选 项 ， 可 以 打开 
“PDESpecification” 对 话 框 ， 如 图 27-6 所 示 。 


|PDE Specification 








图 27-6” “PDE Specification” 对 话 框 


对 话 框 中 各 选项 的 意义 分 别 为 : 

e@ Equation 标签 : 该 标签 显示 PDE 方程 表达 式 。 

@ Type ofPDE 栏 : 在 该 栏 中 进行 选择 ， 确 定 PDE 问题 的 类 型 。 

Elliptic 单 选 钮 一 一 为 默认 选项 。 选 择 此 项 ， 设 置 为 椭圆 型 PDE 问题 。 
Parabolic 单 选 钮 一 一 选择 此 项 ， 设 置 为 抛物 线 型 PDE 问题 。 
Hyperbolic 单 选 钮 一 一 选择 此 项 ， 设 置 为 双 曲 线 型 PDE 问题 。 
Eigenmodes 单 选 钮 一 一 选择 此 项 ， 设 置 为 特征 值 PDE 问题 。 


达 
大 
大 
大 
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@_ Coefficient 栏 一 一 在 该 栏 中 设置 PDE 方程 的 系数 值 。 


27.5 三 角形 网 格 剂 分 

















在 工具 栏 中 单 击 芍 按钮 ， 或 在 Mesh 菜单 中 选择 Initialize mesh 选项 ， 














































三 角形 网 格 初始 化 ， 如 图 27-7 所 示 。 
0.8 上 7 
KR 

06 上 SR 
CR 
CE 

| RS 和 辣 吉 站 
SSSCPDLSOENS 
| 
-04 上 NA 与 二 克己 
避 PSSSSSSR7 
-0.8 上 上 





中 
-1 -08-06-04-02 0 02 040608 1 12 14 16 





图 27-7 ”初始 化 网 格 
在 工具 条 中 单 击 苹 按钮 或 在 Mesh 菜单 中 选择 Refine mesh 选 



































1.8 


项 ， 


可 以 进行 研究 域 的 


可 以 对 初始 网 格 进 行 

















ANC 
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Sr 


CD 
SC 
NA OOXC 
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上 
SA 
AL 


\ 
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六 生 C 
7 二 隔 


己 


VD 
7 
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S 
8 
人 | 
日 
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SA 








1 上 上 上 二 上 上 上 上 上 上 上 上 
-1 -08-06-04-02 0 02 040608 1 12 14 16 


图 27-8 细 化 网 格 





























色 表 示 ， 最 差 质量 为 0, 用 蓝 色 表示 ， 二 者 之 间 的 三 角形 质量 根据 质 
色 的 过 渡 色 表示 。 


上 
1.8 





局. 旬 


重 侍 


细 化 。 如 图 27-8 所 示 。 利 用 细 化 后 的 网 格 进行 计算 ， 可 以 获得 具 更 高 精度 的 解 。 


在 Mesh 菜单 中 选择 Jiggle mesh 选项 , 可 以 对 网 格 进行 微调 .选择 Display Triangle Quality 
选项 ， 将 显示 三 角形 的 质量 图 ， 如 图 27-9 所 示 。 图 中 ， 将 三 角形 的 最 好 质量 定 为 1， 并 用 红 

















分 的 大 小 有 











月 红色 和 蓝 





在 Mesh 菜单 中 选择 Show Node Labels 选项 ， 将 在 图 中 显示 网 格 节点 的 编号 ， 如 网 27-10 








所 示 。 选 择 Show Subdomain Labels 选项 ， 将 显示 各 子 域 的 编号 。 
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Triangle quality 





0.8 0.95 
0.6 
04 039 
0.2 
0 0.85 
0.2 
-04 0.8 
06 
08 0.75 
-1 -0.8-0.6-04-02 0 02040608 1 12141618 07 


图 27-9 微调 网 格 





| 
-1 -08206-04202 0 02 04 06 .08 1 12 14 16 18 
图 27-10 “显示 各 子 域 的 编号 


在 Mesh 菜单 中 选择 Parameters... 选 项 ， 打 开 “Mesh Parameters” 对 话 框 ， 如 图 27-11 所 
示 。 在 该 对 话 框 中 进行 设置 ， 可 以 明确 与 网 格 放 分 有 关 的 参数 。 


Hesh ParameteTs 

















TH 





图 27-11 “Mesh Parameters” 对 话 权 
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对 话 框 中 各 控件 的 意义 分 别 为 : 








e@ Maximum edge size 文本 框 : 在 该 文本 框 中 输入 数值 ， 确 定 最 大 边缘 大 小 。 





@ Mesh growth rate 文本 框 : 在 该 文本 框 




















@ Jiggle mesh 核 选 框 : 选择 此 项 ， 微 调 网 格 。 默 认 时 选择 此 项 。 


@ Jiggle mode 下 拉 式 列表 框 : 在 其 中 进行 选择 ， 竹 


minimum 和 optimize mean 等 3 项 。 

















输入 网 格 生长 率 。 默 认 值 为 1.3。 


@ Number of jiggle iterations 文本 框 : 在 该 文本 框 中 输入 微调 友 代 的 次 数 。 
@ Refinement method 下 拉 式 列表 框 : 在 该 控件 中 进行 选择 ， 确 定 进 行 网 格 细 化 的 方法 ， 
包括 regular 和 longest 两 个 选项 。 具 体内 容 参 见 前 面 函数 部 分 。 








27.6 _PDE 求解 





























问题 进行 求解 。 本 例 的 解 如 图 27-12 所 示 。 


1 盖 T T T 于 





























在 工具 条 中 单 击 国 | 按 钮 或 在 Solve 菜单 了 














Coloru 














| 上 上 上 上 由 上 上 上 上 上 上 1 上 1 上 
-1 -0.8-0.6-04-02 0 02040608 1 12141618 























在 Solve 菜单 中 单 击 Parameters... 选 项 ， 





图 27-12 ”问题 的 默认 图 解 〈 色 谱 图 ) 
































打开 “Solve Parameters” 对 语 








示 。 在 该 对 话 框 中 进行 设置 ， 可 以 确定 求解 方法 和 参数 。 























Solve _ Parameters 


Maximum number oftriangles: 
hs 
Maximum number of refinements: 
10 

Triangle selection metho 叶 

有 Worsttriangles 


六 Relative tolerance 


广 Userdefinedfunctior: 


Fr 一 一 一 


Wiorsttriangle fractior' 


pe 


Refinement method: 


Jangest 属 





"328。 





图 27-13 “Solve Parameters” 对 话 框 


lx| 
Use nonlinear solver 


Nonlineartolerance: 


JE-4 


Initial solutior 


Fr 一 一 一 


Jacobian': 


[ed 司 


Norm: 


和 一 一 





框 ， 如 图 





第 定 微调 模式 。 可 选 模式 有 on，optimize 


选择 Solve PDE 选项 ， 可 以 对 前 面 定 义 的 PDE 


27-13 所 





该 对 话 框 中 各 选项 的 意义 分 别 为 : 
Adaptive mode 核 选 框 : 选择 此 项 ， 即 选择 自 适 应 模式 ， 系 统 将 自 适 应 生成 网 格 并 进行 


求解 。 


regular 和 longest 两 个 选项 。 


lumped 和 full 3 个 选项 。 


















































Maximum number of triangles 文本 框 : 在 其 中 输入 三 角形 的 最 大 个 数 。 

















Maximum number of refinements 文本 框 : 在 其 中 输入 网 格 细 化 的 最 大 次 数 。 
Triangle selection method: 在 下 面 的 3 个 单 选 钮 中 进行 选择 ， 确 定 三 角形 的 选择 方法 。 
































Worst triangles 单 选 钮 一 一 为 默认 选项 。 选 择 此 项 ， 
































根据 最 坏 三 角形 进行 选择 。 





Relate tolerance 单 选 钮 选择 此 项 ， 根 据 相 对 容 限 进行 选择 。 
User-defined function 单 选 钮 一 一 选择 此 项 ， 在 下 面 的 文本 框 中 输入 函数 ， 用 该 函数 选 





择 三 角形 。 





Worst triangle fractions 文本 框 : 在 该 文本 框 中 输入 最 坏 三 角形 分 量 。 
Refinement method 下 拉 式 列表 框 : 在 其 中 进行 选择 ， 确 定 进行 网 格 细 化 的 方法 ， 有 

















User nonlinear solver 核 选 框 : 选择 此 项 ， 用 非 线性 求解 器 进行 求解 。 
@ Nonlinear tolerance 文本 框 : 在 该 文本 框 中 输入 非 线性 迭代 终止 的 容 限 。 默 认 值 为 1E-4。 














Initial solution 文本 框 : 在 该 文本 框 中 输入 问题 的 解 的 初 值 。 


























Jacobian 下 拉 式 列表 框 : 在 该 控件 中 进行 选择 ， 确 





























定 雅 可 比 徐 阵 的 确定 方式 。 有 fixed， 


e@ Norm 文本 框 : 在 其 中 输入 范 数 值 ， 默 认 值 为 nf (ce )。 





27.7 ” 解 的 图 形 表 达 


PDE 工具 项 提供 解 的 多 种 图 





























形 表 达 方 式 。 上 面 显 示 的 是 彩色 图 ， 为 默认 显示 。 单 击 允 | 按 





钮 或 在 Solve 菜单 中 单 击 Parameters... 选 项 ， 可 以 打开 “Plot Selection” 对 话 框 ， 如 图 27-14 
所 示 。 


Plot Selection 
Plottype: Property: User entry' 


- 虽 |x| 
Plot style: 


v Col 
人 [ 吧 [merpolated shad. =| 


厂 Contour 
厂 Arows [aaam 了 EEC [peparora 可 
厂 Deformed mesh [aatam 了 | | 

厂 Height (3-D plof [ne 可 


在 屡 站 站 ET 








厂 Plotin xy grid Contour plotlevels: 0 吕 


厂 Show mesh Colormap: 必 














该 对 话 框 中 各 选项 的 意义 分 别 为 : 
@ Plot type 控件 列 : 该 列 控件 控制 图 形 类 型 的 选择 。 包 括 : 


三 








Color 核 选 框 一 一 选择 此 项 ， 生 成 并 显示 解 的 彩色 








Plot solution automatically 


图 27-14  “Plot Selection ”对话 框 


图 。 默 认 时 选择 此 项 。 
“329 。 


> Contour 核 选 框 一 一 选择 此 项 ， 生 成 并 显示 解 的 等 值 线 图 ， 如 图 27-15 所 示 。 


Coloru 
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-1 -0.8-0.6-04-02 0 02040608 1 12141618 





图 27-15 ”色谱 图 礁 加 等 值 线 图 
> Arrows 核 选 框 一 一 选择 此 项 ， 生 成 并 显示 解 的 矢量 图 ， 如 图 27-16 所 示 。 


07 
0.6 
0.5 
04 
0.3 
0.2 
0.1 
27-16 色谱 图 县 加 矢量 图 


> Deformed mesh 核 选 框 一 一 选择 此 项 ， 生 成 并 显示 解 的 变形 网 格 图 ， 如 图 27-17 所 示 。 
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Displacement -gradfuU) 0.7 
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图 27-17 ”变形 网 格 图 
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> Height(3-D plob 核 选 框 一 一 选择 此 项 ， 生 成 并 显示 解 的 三 维 图 ， 如 图 27-18 所 示 。 
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证 0.6 
证 0.5 
04 04 
0.2 号 
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0.5 全 01 

1 

二 -过 
图 27-18 三 维 高 程 图 
Animation 核 选 框 选择 此 项 ， 生 成 解 的 系列 演示 图 。 





Property 控件 列 一 一 该 控件 列 为 一 组 下 拉 式 列表 框 , 定义 对 解 的 哪 一 部 分 进行 图 形 显 示 。 
User entry 控件 列 : 为 一 组 文本 框 ， 在 其 中 输入 用 户 输入 。 

Plot style 控件 列 :该 控件 列 控 制 前 面 选 择 图 型 的 不 同 风格 。 

Plot in x-y grid 核 选 框 : 选择 此 项 ， 在 x-y 网 格 中 绘图 。 
Show mesh 核 选 框 : 选择 此 项 ， 在 当前 图 中 显示 网 格 。 
Contour plot levels 文本 框 : 在 其 中 输入 等 值 线 的 水 平 数 。 
Colormap 下 拉 式 列表 框 : 在 该 控件 中 选择 绘 彩色 图 的 颜色 。 
Plot solution automatically 核 选 框 : 选择 此 项 ， 系 统 自 动 绘制 解 的 图 
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第 28 章 ” 几 种 单 见 的 偶 微 分 方程 数值 求解 问题 


28.1 李 圆 型 问题 


28.1.1 单位 圆 盘 的 泊 松 方程 


泊 松 方程 是 最 简单 的 彬 圆 型 PDE 问题 。 
该 问题 的 公式 为 











一 AU=1l 




















边界 上 VU=0。 该 问题 的 精确 解 为 





1 一 xz 一 7 
人 
(cy 本 
1. 用 图 形 用 户 界 面 计 算 
在 命令 窗口 中 输入 pdetool 命令 ， 选 用 Generic Scalar 模式 








@ 单 击 Option 菜单 ， 选 择 add a grid 选项 ， 设 置 “snap-to-grid” 特 点 。 单 击 呈 | 按钮 画 一 





























A 








个 圆 。 若 该 图 不 是 标准 的 单位 圆 ， 则 双击 该 圆 ， 打 开 一 对 话 框 ， 在 其 中 可 以 指定 圆心 的 精确 











位 置 和 半径 的 大 小 。 

















@ 通过 单 击 遇 可 按钮 来 设置 边界 模式 。 分 割 的 几何 边界 显示 出 来 ， 










































































并 旦 外 边界 指定 为 默 


























认 设 置 ， 即 Dirichlet 边界 条 件 ，u=0。 本 例 中 采用 默认 设置 ， 若 边界 条 件 不 同 ， 可 以 通过 双击 























边界 打开 一 对 话 框 ， 在 其 中 输入 对 应 的 边界 条 件 。 


























@@ 单 击 基 按 钮 ， 定 义 偏 微分 方程 ， 该 操作 打开 一 对 话 框 ， 可 以 在 其 中 定义 PDE 系数 ca 














和 f。 本 例 中 ， 它 们 均 为 常数 : c=1, 仁 1, a=0。 


全 单 击 琶 按钮 或 选择 Mesh 菜单 中 的 Initialize Mesh 选项 ， 














初始 化 显示 三 角形 网 格 。 

















图 单 击 区 按钮 或 在 Mesh 菜单 中 选择 Refine Mesh 选项 ， 改 进 初始 网 格 并 显示 新 网 格 ， 


如 图 28-1 所 示 。 








RE 区 区 









FOR 
CNNNR 








-1 -05 0 05 
图 28-1 初始 化 网 格 
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@@ 单 击 国 | 按钮 进行 求解 ，MATLAB 可 以 用 图 形 来 表示 问题 的 解 。 单 击 一 | 按钮 ， 打 开 
Plot Selection 对 话 框 。 利 用 该 对 话 框 ， 可 以 选择 不 同类 型 的 解 图 。 默 认 时 本 问题 解 的 色谱 图 如 
28-2 所 示 。 





























图 28-2 ”问题 解 的 色谱 图 
D 比较 数值 解 与 精确 解 之 间 的 误差 。 
为 Plot Selecting 对 话 框 中 的 Color 选择 Property 弹出 式 菜 单 中 的 User entry。 然 后 在 User 
entry 编辑 区 中 输入 MATLAB 表达 式 u-(1-x.^2-yA^2)/4。 可 以 获得 解 的 绝对 误差 的 图 形 表示 。 
如 图 28-3 所 示 。 


















































图 28-3 解 的 绝对 误差 的 表面 图 形 




















2.， 使 用 命令 行 函数 
首先 必须 创建 MATLAB 函数 ， 使 二 维 几何 模型 参数 化 。 
M 文件 circleg.m 返回 单位 圆 盘 边 界 点 的 坐标 。 下 面 是 该 文件 的 内 容 : 
nbs=4; 
IE nargin==0v 
X=nbs，; s 边 界线 段 个 数 


ZetuDn 


























enda 
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0 0 00 ss 参数 初 值 
于 g 参数 终 值 
1 本 国语 s 左 端 区 域 
0 0350 二 s 右 端 区 域 
] 7 
bsl=bs(:) 


if find(bsl<1l | bsl>nbs)， 
ertror ('Non existent boundary Segment number ' ) 


enda 


IE nargin==1y 
Xx=Qq(:，bsl)，; 
zetUDn 


enda 


X=Zetros (Size(S))/; 
y=zeros (size(s)); 
[mn]j=size(bs) ，; 
IE m==1 & Dn==1， 
bs=bsxones (Size(sS)); s 扩展 bs 


elseif m~=size(s，1) | mn~=Size(s， 2)， 


error ('bs must be scalar or of same Size as SI):， 


enda 
1fE ~isempty(s)， 


s 边界 线段 1 
1i=find(ps==1) ; 
xX(ii)=1xcos((Pi/2)xs(iL) -Pi); 
Yy(ii)=1*sin((Pi/2)*xs(ii)-PI) ， 

s 边界 线段 2 

夺 =finad(pbs==2) ， 
x(ii)=1*cos((Pi/2)xs(ii)-(Pi/2) )， 
y(ii)=1xsin((Pi/2)*xs(ii)-(Pi/2) ); 


s 边界 线段 3 
1=find(bs==3) ; 
X(ii)=1xcos((Pi/2)xs(ii) )， 


Yy(ii)=1I*xsin((Pi/2)*xs(ii) ) 7 
ss 边界 线段 4 
ii=finqd(bs==4) 


X(ii)=1*cos((Pi/2)*xs(ii)-(3x*xpi/2) )， 


.334 。 


Yy(ii)=1I*xsin((Pi/2)*xs(ii)-(3xpi/2) )， 


enda 


然后 用 另 一 函数 circlebl.m 描述 边界 条 件 。 
function [9q，g hr]l=circlepbl(P， ur 七 ime) 
DJ=[ 























FF FF 


48 48 48 48 
48 48 48 48 
49 49 49 49 
48 48 48 48 


if any(sSize(u) ) 

Gd， 9 h，Lr]=pdqeexpd(PD，e u time，bl1):; 
elLse 

9 9 h，Lz]=pdqeexpd(P，e 七 ime， pl1) 
end 


现在 可 以 用 命令 行进 行 工作 : 


[P，ey 七 ]=initmesh ( circleg" ，"Hmax'，1) 














CrOr=[ ] err=1); 

while err>0.001， 
[P，e 七 ]=refinemesh (\circleg" ，P，ey 七 ) ; 
u=assempae (\circlebl"，P，er 七 1，0，1)，; 
eXact=-(P(1，:).^2+pb(2，:).^2-1)7/4; 
erT=norm(u-exact7"， inf) ， 
erTroOor= [error err]; 

end 
Pdemesh(P，ey 七) 


生成 网 格 图 〈 见 图 28-1 )。 

Padesurf (P， 七 ，U) 
生成 解 的 色谱 图 〈 见 图 28-2)。 
Padqesurf (P， 七 /， u-exact'” ) 

生成 解 的 绝对 误差 的 表面 图 〈 见 图 28-3 )。 

上 面 的 命令 行 中 ， 第 1 行 用 参数 化 函数 circleg 创建 初始 网 格 。 

为 解 的 最 大 误差 设 定 初 始 向 量 error, 设置 初始 误差 err 为 1。 下面 的 循环 将 一 直 进 行 下 去 
直到 解 的 误差 小 于 10”。 

@) 改进 网 格 ; 

@ 求解 线性 系统 ， 注 意 本 例 中 椭圆 型 PDE 的 系数 为 常数 〈c= 太 1,， oa=0) ,circlebl 包含 边 
界 条 件 的 描述 ，p, e,t 定义 三 角形 网 格 ; 
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@) 求 数值 解 与 精确 解 的 误差 。Exact 向 量 包 含 节点 处 的 精确 解 ， 
昌 绘 网 格 、 解 和 误差 的 图 形 ; 


28.1.2 ”一 个 离散 问题 


本 例 计 算 从 被 瞬间 照 亮 的 物体 上 反射 回来 的 波 。 此 问题 可 概括 为 一 张 周 边 固 定 在 物体 上 
的 无 限 水 平 的 薄膜 产生 了 小 的 垂 向 变形 V 
假设 介质 为 均 质 的 ， 则 波 速 为 常数 c。 
当时 间 段 内 照明 光线 是 和 谐 一 致 的 ， 则 可 以 通过 解 简单 的 稳定 问题 来 计算 区 域 。 
82U7 
81 
由 于 VCOoyD=xuocy)e” ， 波 动 方程 变 为 -o%u-c?Ax=0 或 Helmholtz 方程 
-Au-K2r=0， 其 中 天 为 波 数 ， 与 角 频 率 (angular frequency) wo、 频率 上 和 波长 4 有 关 。 即 
OO 2r 2 
太 | 二 
C C 几 
下 面 指定 边界 条 件 ， 假 设 瞬 时 波 是 方向 为 民 = (cos(o)sin(a)) 的 平面 波 ， 则 有 


TV(x， 了 人 三 eti(kax-oD 三 VC， y)e 一 2 








































































































-c"AU =0 









































其 中 ， 
ve, 一 eikax 
& 为 了 和 7 (反射 波 ) 之 和 
到 三 W 十 三 玫 
7 广 = 一 V(X, y) 








物体 边界 的 条 件 很 简单 : z=0。 
六 近似 满足 单 向 波动 方程 。 
它 允 许 波 只 在 上 & 的 正 向 上 移动 〈& 为 源 于 物体 的 发 射 距离 )。 由 于 是 时 间 和 谐 解 ， 它 可 以 
转化 为 广义 Neumann 边界 条 件 










































































E. Vi = 让 


Or 二 
5 +cc"Vr=0 
1. 用 GUI 
输入 命令 行 pdetool， 然 后 在 窗口 界面 中 进行 以 下 操作 : 
GD 选择 Generic Scalar 模式 。 
@) 绘制 二 维 几何 图 形 。 令 被 照射 的 物体 为 一 边 宽 为 0.1 单位 的 方形 SQ1， 其 中 心 位 置 为 
[0.8, 0.3]， 旋 转 45 度 。 计 算 域 为 半径 为 0.45 的 圆 ， 中 心 位 置 与 方形 相同 。 
@) 设置 边界 。 对 于 外 边界 的 设置 ， 边 界 条 件 为 广义 Neumann 条 件 : g=- 厌 ， 波 的 个 数 为 
人 60， 对 应 于 0.1 单位 的 波长 ， 故 输入 g=-60i，8g=0。 方形 物体 的 边界 必须 满足 Dirichlet 条 件 。 
本 例 中 ， 偶 然 波 在 -x 方 向 上 传播 ， 故 边界 条 件 为 
7 三 一 V(X,y) = 一 
各 此 边界 条 件 输入 到 Boundary Condition 对 话 框 


太 = 一 e 和 
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， 作 为 Dirichlet 条 件 : 
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一 00#X) 


-=-3600, f=0。 在 PDE Specificat 


1,T =-exp( 


h 
C=1, 3 

















对 话 框 中 输入 


10On 


[由 下 式 计算 


Re(r(xz, y)e 2) 


公式 所 代表 的 波 的 反射 。 





本 问题 的 椭圆 型 PDE 系数 为 


值 ， 然 后 求解 。 
反射 波 的 从 


些 
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5 











该 式 表示 下 


不 。 





如 图 28-5 所 


图 形 


。 解 的 


八 、\ 





本 问题 的 几何 模型 网 格 如 图 28-4 所 
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图 28-4 
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g='scatterd' 7 s 带 和 矩形 窗口 的 圆 形 
bp='"scatterb' ss 边界 条 件 

C= 工 ; 

a=-k^27 

开 =07 


s* 网 格 放 分 、 细 化 

[PP，e ,七 ]=initmesh (g) ; 

[pe 七 ]=frefinemesh(g， Per 七 ) ; 
[P，ey 七]=refinemesh(g，P，eyr 七 ) ; 
s* 绘 制 网 格 图 


Pdemesh (P，ey 七 ) ; axis equal 








u=assempbqe (Db，P，e 七 ， c，ay f) ; 


hn = Phewplot; set (get (Ph， "Patrent ')， 'Rendqerer'，"zbuffer ' ) 
PdqepPlot (P，ey 七 'Xydata'，， real(u)，"zaqata'，， real(u)，'mesh'"，"off')， 
ColLormap (cool) 
然后 编制 M 文件 或 直接 以 命令 行 的 形式 输入 以 下 命令 ; 
h=newplot; hf=det (hn， Parent" ); set (hf， “Rendqerer' ，"zbuffer” ) 
axis tight，，set (gca ”DataAspPectRatio'"， [1 1 1])， axis off 
M=moviein(10，PhEt) ， 
maxu=max (abs (u) ) ; 
ColLormap (cool) 
for Jj=1:10， 
ULz=Treal (expP (-jJx2xpi/1O*sdrt (-1) ) xu) 
PadePlot (P，ey 七 ， 7"Xydata'，UuUrr "colorbar"，" off ，" mesh" ，" off ) ; 
Caxis([-maxu maxu]) : 
axis tight，，set (gca， "DataAspectRatio"， [1 1 1]);， axis off 
M(:， 林 )=dgetframe:; 
End 


movie (hfE，my 50) 


生成 如 图 28-6 所 示 的 快照 图 形 。movie 函数 用 动画 的 方式 展示 了 波 的 传播 过 程 。 





图 28-6 波 的 传播 快照 图 
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28.1.3 ”最 小 表面 问题 
在 许多 问题 中 ， 系 数 c、a 和 上 不 仅仅 取决 于 x 和 yy， 也 与 解 世 本 身 有 关 。 考 虑 下 面 的 方 








奔 
HHD 





V( )=0 
1+|v 吉 
圆 盘 域 为 Q={Co |x+y 过 1}， 边 界 条 件 为 o 王 。 
本 问题 为 非 线 性 问题 ， 不 能 用 常规 的 椭圆 型 方程 求解 器 进行 求解 ， 而 需要 用 非 线性 求解 
髓 pdenonlin。 


1. 使 用 GUI 
在 命令 窗口 输入 命令 pdetool， 打 开 PDE 工具 ， 选 择 Generic Scalar 应 用 模式 。 
问题 子 域 为 单位 圆 ， 画 出 单位 圆 ， 移 到 Boundary 模式 ， 定 义 边界 条 件 。 在 Edit 菜单 条 
中 选择 Select All 选项 ， 选 择 所 有 边界 。 然 后 双击 边界 ， 打 开 Boundary Condition 对 话 框 。 在 
T 编辑 框 中 输入 x.^2, 定义 Dirichlet 条 件 u=x2。 然 后 打开 PDE Specification 对 话 框 , 定义 PDE。 
这 是 一 个 椭圆 型 方程 ， 表 达 式 为 
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JJL+Ivd 


C= 一 V( ),G=0, 三 =0 














而 





在 c 编辑 框 中 输入 : 
1./sdrt(1+uX.^2+uy.^2) 
将 网 格 初始 化 并 细 化 一 次 。 
求解 PDE 以 前 ， 选 择 Solve 一 Parameters...， 核 对 Use nonlinear solver 单 选 钮 ， 将 容 限 参 
数 设 为 0.001。 
6 击 国 按钮， 进行 求解 。 
在 Plot Selection 对 话 框 中 进行 设置 ， 绘 制 3-D 解 。 


2. 用 命令 行 函数 
circlegM 文件 和 circleb2.m 分 别 包 含 模型 的 几何 参数 和 边界 条 件 函 数 。 
g=" circleg" ; 
bp=”" circleb27 ; 
c="1./sdrt (1+ux.^2+uy.^2) 7 
ztol=1e-3; 



















































































[P，ey 七 ]=initmesh (9) ; 
[P，ev 七 ]=fefinemesh(g，P，er 七 ) ; 





uU=pdenonlin(b，P，er tt，c 0，0，"Tol"， "Tol7，LFtol) ，; 


Padqesurf (P， 七 ，U) 


结果 如 图 28-7 所 示 。 
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图 28-7 ”最 小 表面 问题 的 解 





28.1.4 区 域 分 解 问题 


着 研究 域 具有 复杂 的 几何 边界 ， 常 将 它 分 解 为 结构 更 为 简单 的 子 域 。 
假设 O 由 子 域 Q1, 92,…, Own 组 成 , 可 以 重新 为 网 格 上 的 节点 编号 , 这 样 每 个 子 域 上 节点 
的 系数 被 分 到 同一 组 。 刚 度 邱 阵 天 为 












































KE 0 0 8 
0 KK 0 8 
下 =| : 人 
0 0 :… 天 B7 
[五 B，.… 妃  C 
右 端 项 为 
| 六 
记 
下 =| : 
万 
LA 
PDE 工具 箱 过 程 assempde 可 以 集合 矩阵 态 ， 吾 ， 上 户 和 C。 
线性 系统 的 结构 为 
天 1 下 
由 于 将 羽 分 解 到 上 面 的 部 分 矩阵 而 得 到 简化 。 








考虑 工 形 薄 膜 的 几何 形状 ， 可 以 通过 下 面 的 命令 行 来 生成 几何 图 。 
Pdqegplot (\Lshapeg" ) 


注意 到 子 域 之 间 的 边界 ， 有 3 个 子 域 ， 这 样 =3。 现 在 生成 几何 图 形 的 网 格 : 


[PP，ey 七 ]=initmesh(\ shapeg'" ) ; 








[ 巷 ， / 七 ]=fefinemesh (\shapegd"，P，ey 七 ) ; 
[P， / 七]=fefinemesh (\1shapeg"，P，ey 七) ; 


本 例 中 ， 1=3， 有 
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解 为 


届 0 0 Ba 户 
0 KE， 0 Bl | 记 
0 0 KB7| el 
BF， BF，BF Cj LA 


(C -8 天 大 五 一 已; 天 7 B2 一 媚 ; 天 及; )a。 二 三 一 已 天 六 万 一 已 :KK 户 一 瑟 ; 天 3 广 
































下 面 列 出 的 是 一 个 更 有 效 的 算法 ， 它 用 到 乔 累 斯 基因 子 提 取 。 














廿 ime=[ ]; 
npPp=size(P，2) 7 
s 首 先 找到 公共 点 


AN AAA 























cp=pdqesdqp (P，e 七 ) ; 


s* 分 配 空间 
nc=1length (cp) ; 

C=Zzeros (nc nc) ; 
EC=zeros (nc ， 1) ; 

Pause s 单 击 任意 键 继续 




















s 组 合子 域 1 并 进行 更 新 

[1i1，c1l]=pdaesqp(P，e 七 ， 1)7icl=pdqesubix(cp，c1) 
[K，FE]=assempadqae (b， P，er 七 cr ar 于 ， 七 ime 1) ; 
K1L=K(i1，1i1)》 qdq=symmma(K1L1)7 1=11(Q) ， 

K1=chol (K1(dq9，dq)); B1=K(c1，i1);， al=BL/K1; 

你 (下 各 二 六 下 人 1 六 EC (CC 汪 六 王 训 工 》 千代 G 和 7 全 于 六 三 训 工 大 有 二 T7 
f1L=F(iI1);， elL=K1INXf1; EC(icl)=EC(icl)+E(GcC1L)-aLlxel1; 
pause s 单 击 任意 键 继续 

















s 组 合子 域 2 并 进行 更 新 

[12，c2]=pdaesdqp (P，e 七 ， 2)); ic2=padaesubix(cPp，c2) ; 
[K，FE]=assempae (b， P，er 七 cr ar f， 七 me 2) ; 
K2=K(1i2，1i12)》 qdq=symmma (K2)7 12=12 (Q) ; 

K2=chol (K2(gq，q) );， B2=K(c2，12)) a2=B2/K2; 
C(ic2，ic2)=C(ic2，ic2)+K(c2，c2)-a2x*a217 

fE2=EF (1i2)) e2=K2'N\f2; EC(ic2)=EFC(ic2)+E(c2)-a2xe2; 
Paus s 单 击 任意 键 继续 











BH 




















s 组 合子 域 3 并 进行 更 新 

[13，c3]=pdaesdqp (P，e 七 ， 3)); ic3=padesubix(cPp，c3) ; 
[K，FE]=assempaqae (pb，P，er 七 cr ar f， 七 ime， 3) ; 
K3=K(13，13)》 qdq=symmmad (K3) 7 13=13 (Q) ， 

K3=chol (K3(dq，dq) ) ; B3=K(c3，1i13);) a3=B3/K3， 

efe3yr ece3h=C(Lc37 Ce3)+K(LG3P ECG3) 一 3xaa377 

fE3=E (13)) e3=K3'N\f3;) EC(ic3)=EC(ic3)+E(c3)-a3xe3); 


求解 

=Zeros (PnP， 1) ; 

(CP) =CAEC; $ Common Points 
(1)=K1LN(el-al'x*xu(cl));， 当 Points in SD 1 
(12)=K2AN(e2-a2'x*u(c2)); 当 Points in SD 2 


ov 


得 
U 
U 
U 
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ul(i3)=K3A(e3-a3'xu(c3) ) ; 


s 绘图 
Padqesurf (P， 





七 U) 


结果 如 图 28-8 所 示 。 








0.2 


0.15 -| 





和 当 Points in SD 3 





-1 -1 


网 28-8 L 形 泗 膜 上 的 解 


也 可 以 通过 输入 以 下 命令 行 来 求解 问题 : 
s 与 不 同 子 域 分 解法 得 到 的 解 相 比 。 
[K，FE]=assemobole (\`1shapeb'，P，er 七 ， 1，0， 











UL=KNE， 
norm(u-uly， 
Padqesurf (P， 


“于 六 下 
七 LU) 


28.2 ”抛物 线 型 问题 


28.2.1 受热 金属 块 的 热传导 方程 
常见 的 抛物 线 型 问题 可 以 用 热传导 方程 来 表达 ， 即 


它 描 述 某 些 物体 的 热 扩 散发 程 。 
本 例 研究 一 块 受 热 的 有 和 托 形 裂纹 的 金属 块 。 金 属 块 的 左 侧 被 力 
空气 的 温度 ， 所 有 其 他 边界 都 是 独立 的 ,本 

左 侧 (Dirichlet 条 件 ) 
右 侧 (Neumann 条 件 ) 





以 恒定 速率 降低 到 周围 


(1) zx=100 
〈2) 2 __10 


O7 


6 色 -0 


O1m 





块 的 初始 温度 为 0C。 








0 
Cr 



































他 边界 (Neumann 条 件 ) 
对 于 热传导 方程 来 说 ， 还 需要 一 个 初 值 ， 即 起 始 时 间 加 时 








中 热 到 100C， 在 右 侧 热 量 则 











F 是 引出 下 列 边 界 条 件 ; 

















属 块 的 温度 。 本 例 中 ， 人 金属 











菇 局 





最 后 ， 完 成 问题 表达 式 。 指 定 起 始 时 间 为 0， 而 且 和 希望 研究 开始 5 秒 钟 的 热 扩散 问题 。 


1. 用 GUI 


打开 图 形 用 户 界 面 
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， 画 CSG 模型 。 

















首先 画 一 个 矩形 (R1)， 其 四 角 的 坐标 为 好 [-0.5 0.5 0.5 -0.3]，>=[-0.8 -0.8 0.8 0.8]。 然 
后 画 另 一 个 矩形 (R2), 代表 托 形 裂纹 , 它 的 四 角 举 标 为 好 [-0.05 0.05 0.05 -0.05], y=[-0.4 -0.4 
0.4 | 选择 Options 选项 ， 打 开 Grid Spacing 对 话 框 ， 在 -0.05 和 0.05 处 输入 X 轴 的 附加 短 
线 ， 以 帮助 画 出 代表 裂纹 的 抢 形 。 然 后 显示 网 格 和 “Snap-to-grid” 风 格 ， 这 样 就 很 容易 画 出 
托 形 裂纹 了 。 

金属 块 的 CSG 模型 现在 可 用 下 面 的 简单 公式 来 表示 : R1-R2。 

单 击 | 殉 上 | 按钮， 输入 Boundary 模式 ， 选 择 边 界 并 指定 边界 条 件 。 
击 | 国 按 钮 ， 打 开 PDE Specification 对 话 框 ， 输 入 PDE 系数 。 
需要 解决 的 PDE 表达 式 为 



























































































































































茎 


二 
CQ 


初 值 z0=xt0)， 计 算 的 时 间 保 存在 数组 trrst 中 。 

本 例 中 ， 导 1，c=1，a=0， 大 0。 

单 击 琴 按钮， 将 网 格 初始 化 ， 单 击 艾 按钮 改进 网 格 。 

初 值 xz0=0， 时 间 用 [0 : 0.5 : 5] 的 形式 输入 到 Solve Parameters 对 话 框 〈 通 过 在 Solve 菜单 
条 中 选择 Parameters... 选 项 来 打开 ) 中 。 

单 击 国 | 按 钮 ， 在 11 个 不 同时 间 段 内 求解 热传导 方程 ,默认 时 ， 显 示 最 后 时 间 解 的 intetmpolated 图 。 

另外 有 一 个 更 有 趣 的 动态 显示 热传导 过 程 的 方法 ， 首 先 在 Plot Selection 对 话 框 中 选择 
Animation 核 选 枉 ， 选 择 colormap hot， 单 击 Plot 按钮 ， 在 单独 的 图 形 窗口 中 开始 解 的 图 形 记 
录 。 然 后 会 重复 照 亮 $ 次 。 
注意 到 金属 块 的 温度 升 高 很 快 ， 为 改进 照明 效果 并 注重 第 1 秒 钟 ， 可 试 着 改变 时 间 列 表 
的 表达 式 logspace(-2, 0.5, 20)。 

也 可 以 试 着 改变 热能 系数 d 和 右边 界 的 热流 量 来 研究 它们 是 如 何 影响 热 扩散 的 。 


2. 用 命令 行 函数 
首先 建立 几何 模型 和 边界 条 件 的 M 文件 。 金 属 块 的 几何 模型 在 M 文件 crackg.m ! 
界 条 件 保存 在 crackb.m 中 。 
创建 初始 网 格 ， 调 用 函数 initmesh。 
[P，ey 七 ]=initmesh (、\ Crackg"” ) 
然后 可 以 用 函数 Parabolic 求解 热传导 方程 。 


uU=Parabolic(0，0:0.5:5v7"crackb'vprerty1lroror1)， 




























































































































































































































































































总 
























































Time: 0.5 
Time: 1 工 
Time: 1.5 
Time: 2 
Time: 2.5 
Time: 3 
Time: 3.5 
Time: 4 
Time: 4.5 
Time: 5 





153 Successful steps 

0 failedq attempts 

308 function evaluations 
1 Partial dqerivativVes 

28 LU qdqecompositions 
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307 solutions of 1Linear Systems 
得 到 的 解 u 是 一 个 有 11 列 的 矩阵 ， 其 中 每 一 列 对 应 于 11 个 时 间 点 上 的 解 。 
可 用 pdeplot 函数 生成 不 同时 间 点 上 解 的 图 形 ， 如 {f5.0 时 ， 


PadqepPlot (P，ey 七 ， 7"Xydaata'，u(:，11)， mesh" ，" off ， "colormap7， ”hot ) 

















100 


95 


90 


85 





-0.5 0 0.5 


图 28-9 ”金属 块 热传导 问题 的 解 











28.2.2 ”放射 性 棒 的 热 扩 散 


考察 一 根 放 射 性 棒 ， 在 其 左 端 持续 不 断 地 加 以 热源 ， 右 端 恒 温 。 在 外 边界 上 ， 棒 体 与 外 
界 发 生 热 交 换 。 同 时 ， 由 于 放射 性 过 程 ， 整 个 棒 体 均匀 地 产生 热量 。 假 设 初 始 温度 为 零 ， 导 
致 下 列 问题 : 























pC 色 _vV.UvO=/ 
Of 

其 中 ， 为 密度 ，C 为 棒 的 热能 ， 大 为 热传导 率 ， 太 为 放射 性 热源 。 

棒 的 密度 为 7800kg/mm， 热 能 为 S00WSksg .C， 热 传导 率 为 40W/m .C,， 热 源 为 20000Wyan 。 
右 端 温度 为 100C， 外 边界 周边 温度 为 100C， 热 交换 系数 〈 表 面 传 热 系 数 ) 为 SIWA .CC， 左 
端的 热流 量 为 5000Wym 。 
因为 这 是 一 个 圆柱 问题 ， 所 以 需要 将 方程 改 为 由 r>，z 和 0 所 确定 的 柱 坐标 的 形式 。 由 于 
对 称 性 ， 解 与 0 无 关 ， 所 以 方程 可 转换 为 下 面 的 形式 : 

C2 O 厅 OU O 2 


Cr 于 Or 60z Oz 






































17D 

边界 条 件 为 : 

(1) 元 (VOD=5000 〈 左 端 ，Neumann 条 件 ) 

因为 广义 Neumann 条 件 为 元 '(CVam+9qu=g ， 而 且 本 问题 中 C 取决 于 7r (C=k， 所 以 边 
界 条 件 可 表达 为 : 元 '(CV 由 =5000r 。 

(2) zx=100〈 右 端 ，Dirichlet 条 件 ) 

(3) 元 (kV =S0(100- 间 〈 外 边界 ， 广 义 Neumann 条 件 )， 必 须 表 达 为 

."(CVU) +S350m =S0r 100 
(4) 在 原 问 题 中 ， 柱 轴 =0 不 是 边界 ， 但 现在 降 维 成 二 维 问题 以 后 ， 它 是 边界 ， 所 以 必 


es。 344。 









































须 给 出 人 为 边界 条 件 : 元 '(CVz =0。 
初 值 为 WiIO)=0。 
本 问题 的 解 如 图 28-10 所 示 。 























Time=10 Coloru 














图 28-10 ”放射 性 棒 热 扩散 问题 的 解 


使 用 GUI 按照 下 面 步骤 求解 。 
打开 PDE 图 形 用 户 界 面 ， 建 立 几 何 模型 。 

















将 棒 体 画 成 一 个 基线 平行 于 X 轴 的 矩形 ， 并 令 x 轴 为 z 方 向 Y 轴 为 了 方向。 和 形 四 角 




















的 坐标 分 别 为 (-1.5, 0),(1.5, 0),(1.5, 0.2),(-1.5, 0.2)， 则 棒 的 长 度 为 3， 





双击 边界 ， 打 开 Boundary Condition 对 话 框 ， 在 对 话 框 中 输入 边界 条 从 





半径 为 0.2。 











F。 对 于 左边 界 ， 输 














入 Neumann 条 件 : q=0, gs=5000*y。 右 端 用 Dirichlet 条 件 : h=l,r=100。 对 于 外 边界 , 用 Neumann 











条 件 : q=50*y,g=50*y*100， 坐 标 轴 用 Neumann 条 件 : q=0, g=0。 在 PDE Specification 对 话 框 





中 输入 系数 : c=40*y,a=0,d=7800*S00*y,f=20000*#y。 














怎样 传播 的 。 








在 20000 s 范围 内 加 亮 解 图 形 〈 每 1000 s 计算 一 次 )， 可 以 观察 热量 在 右 侧 和 外 边界 

















上 是 


打开 PDE Specification 对 话 框 ， 将 PDE 类 型 改 为 Elliptic， 则 显示 u 与 时 间 无 关 时 的 解 ， 








即 稳 态 解 。 如 图 28-11 所 示 。 

















图 28-11 放射 性 棒 的 稳 态 解 
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设置 热 交 换 系 数 为 零 ， 可 以 演示 外 边界 的 冷却 效果 ， 如 图 

















Coloru 
T 
让 六 区 全 省 凡 六 宝生 证 生生 全 二 后 和 全 和 全 于 后 二 攻 ER 区 三 E 


站 这 二 这 二 二 贡 本 二 于 且 后 感 二 芝 二 二 二 汪 二 加 本 训 总 名 二 二 二 扣 汪 二 疝 利 二 王 二 二 普 志 司机 二 芭 二 二 过 党 台 二 马 二 二 二 避 相 二 二 二 二 二 二 二 二 二 = 
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上 ----------+-----------r----------+----------+-----------r--------- 于 
作 二 二 二 二 二 下 大 二 基 忆 部 志 评 亲王 训 交 二 让 后 二 本 二 地 二 二 忆 舟 二 二 二 本 二 所 二 二 忆 太 二 二 二 下 二 司 总 二 丽 二 后 二 二 二 二 三 二 二 二 











图 28-12 ”外 边界 的 冷却 效果 





28.3 ” 双 曲 线 型 问题 


28.3.1 波动 方程 
四 角 坐 标 为 (-1 











28-12 所 示 。 
1 


]10.9 


10.8 


9 


1]106 


10.5 


j]o4 











,一 DLL-D 和 (1,1) 的 方形 上 薄膜 的 横向 振动 的 波动 方程 可 表达 为 








5 
1 


























薄膜 无 侧 和 右 侧 固定 “zzr0)， 上 端 和 下 端 自 (到 =0)， 另外 ， 需 要 知道 初 值 wz 和 





al 若 姑 0， 则 
Or 


28.3.2 ”波动 方程 
1. 用 GUI 














WU(O) = arctan(cos( 2) 和 人 _3sin CR 


的 求解 


用 GUI 按照 下 面 的 步 又 进行 求解 



































G@ 画 和 矩形 : 在 Draw 菜单 中 单 击 Rectangle/square 选项 。 


@ 确定 边界 条 件 : 单 击 画 | 按钮 或 双击 边界 定义 边界 条 件 。 











多 网 格 初始 化 : 


PDE， 输 入 合适 的 系 























为 满足 边界 条 件 的 初 值 。 


单 击 酸 按钮 或 Mesh 菜单 中 的 Initialize Mesh 选项 。 
则 定义 双 曲 线 型 PDE: 单 击 荐 按钮 ， 打 开 PDE Specification 对 话 框 ， 选 择 Hyperbolic 



































数值 ， 一 般 的 双 曲 线 型 PDE 描述 为 
D? 
4 YYN+m 三 沁 























所 以 c=1l, a=0, 庆 0, 4=1。 











@@ 进 行 求解 : 在 Solve 荣 单 











入 linspace(0,5,31)， 作 为 时 间 列 表 ， 输 入 的 初 值 : 


以 及 2 的 初 值 ; 
Of 
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atan(cos(PU2#X)) 





P 选 择 Parameters... 选 项 ， 打 开 Solve Parameters 对 话 框 ， 输 


3*Sin(pi#yX).#*eXxp(Sin(PI2#y)) 
最 后 单 击 国 | 按钮 ， 进 行 求解 。 
通过 照 亮 整个 解 序列 可 以 观察 波 在 x 和 ?方向 上 的 传播 。 
2. 用 命令 行 函数 
几何 模型 -squareg.m， 边 界 条 件 -squareb3.m。 用 下 面 的 命令 行进 行 求解 。 首 先 ， 创 建 网 
格 并 定义 初 值 和 时 间 。 


[P，ey 七 ]=initmesh (sduareg” ) ; 





























X=P(1，:) 

Yy=P(2，:) 

uU0=atan(cos (Pi/2*X) ) ; 

ut0=3xsin(Pixrx) .*xexp(sin(Pi/2x*y))， 

前 二 局 元 

廿 List=1inspace(0，5，Dn) ，; s 时 间 列 表 
下 面 设置 求解 参数 ; 


Uu=hyperbolic(u0，uto 七 Iist "sduareb37，P，， er 七 1，0，0，1)， 


Time: 0.166667 
Time: 0.333333 
Time: 0.5 

Time: 0.666667 
Time: 0.833333 
Time: 工 

Time: 1.16667 

Time: 1.33333 

Time: 1.5 

Time: 1.66667 

Time: 1.83333 

Time: 2 

Time: 2.16667 

Time: 2.33333 

Time: 2.5 

Time: 2.66667 

Time: 2.83333 

Time: 3 

Time: 3.16667 

Time: 3.33333 

Time: 3.5 

Time: 3.66667 

Time: 3.83333 

Time: 4 

Time: 4.16667 

Time: 4.33333 

Time: 4.5 

Time: 4.66667 

Time: 4.83333 
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Time: 5 

428 _ successful steps 

62 faileq attempts 

982 function evaluations 

1 Partial qdqerivatiVes 

142 LU qdqecompositions 

981 solutions of 1inear Systems 


然后 使 解 可 视 化 。 加 入 矩形 网 格 可 以 加 速 绘 网 。 
qelta=-1:0.1:1; 
[uxy，， tn a2，a3]=tri2grid(prtruu(:，1)，dqelta，qelta) 





gp=[tny a27 a3]; 


Umax=max (max (uu) ) ; 


umin=min (min(uu) ) ， 


newpP1ot 
M=moviein (n) ; 
for 工 =1 :nm 
PadepPlot (P，ey 七 ， "xydqata'，uu(:r1l)，"zqdqata，，uUu(:vIL)v… 
mesh ，" off， "xygrid'， on， gridparam'  ， gp … 
eeLorbaiRerCofEo7 AZSETGOTICGTmEIUGUSC 
axis([-1 1 -1 1 umin umax]); 
caxis([umin umax]) ， 
M(:，i)=getframe， 
enda 
movie (M，10); 





MY 


结果 如 图 28-13 所 示 。 











图 28-13 ”波动 方程 的 解 





28.4 特征 值 问 题 


7 


28.4.1 上 形 落 膜 的 特征 值 和 特征 函数 
对 于 世 形 薄 膜 的 特征 值 模式 PDE 问题 : 
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一 AU = 4 
计算 所 有 特征 值 <100m 的 特征 模式 ， 边 界 上 u=0(ODirichlet 条 件 


1. 使 用 GUI 

打开 PDE 的 GUI 以 后 ,选择 Generic Scalar 模式 ， 用 加 | 按钮 画工 形 薄 膜 ， 角 点 位 置 为 (0， 
0),(-1, 0), (-1 -1), (1 -1), (1 1D) 和 (0, 1)。 

本 问题 的 边界 条 件 按 默 认 设置 

初始 化 网 格 ， 细 化 两 次 。 

打开 PDE Specification 对 话 框 ， 选 择 特征 模式 ，PDE 系数 的 默认 值 c=1, a=0, d=1 均 与 本 
问题 的 要 求 一 致 ， 故 直接 单 击 OK 按钮 退出 即 可 。 

在 Solve 菜单 条 中 选择 Parameters... 选 项 ， 打 开 Solve Parameters 对 话 框 。 对 话 框 中 有 一 
个 编辑 框 ， 用 于 输入 特征 值 搜索 范围 。 默 认输 入 为 [0 100]， 接 受 默认 值 。 

最 后 ， 单 击 国 | 按钮 ， 求 解 本 问题 。 

解 显示 的 是 第 1 个 特征 函数 ， 第 1 个 特征 值 〈 最 小 值 ) 也 显示 出 来 。 在 GUI 底部 的 信息 
栏 中 可 以 看 到 特征 值 的 个 数 。 可 以 打开 Plot Selection 对 话 框 ， 从 弹出 式 菜单 中 选择 对 应 特征 
值 来 决定 绘 哪 一 个 特征 函数 的 图 形 。 
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2. 用 命令 行 函数 
几何 模型 的 M 文件 为 lshapeg.m。 边 界 条 件 的 M 文件 为 lshapeg.m。 
首先 ， 初 始 化 网 格 ， 改 进 两 次 。 


[P，ey 七 ]=initmesh (` shapeg” ) ; 






































[P， / 七 ]=fefinemesh (\1shapegd"，P，ey 七 ) ; 
[P， / 七 ]=fefinemesh (\1shapegd"，P，ey 七 ) ; 





























过 调用 pdeeig 函数 来 找 出 特征 值 的 个 数 。 

[v，1]=paeeig (\1Lshapeb7"，P，er 在，1，0，1，[0 100])， 
Basis= 10， Time= 1.92， New conv elig= 0 
Basis= 13， Time= 2.36， New conv elig= 0 
Basis= 16， Time= 2.85， New conv elig= 0 
Basis= 19， Time= 3.40， New conv elig= 工 
Basis= 22， Time= 4.00， New conv elig= 2 
Basis= 25， Time= 4.66， New conv elig= 3 
Basis= 28， Time= 5.38， New conv elig= 3 
Basis= 31， Time= 6.15， New conv elig= 5 
Basis= 34， Time= 6.97， New conv elig= 5 
Basis= 37， Time= 7.85， New conv elig= 7 
Basis= 40， Time= 8.95， New conVv elig= 7 
Basis= 43， Time= 9.94， New conv elig= 10 
Basis= 46， Time= 11.04， New conv elig= 11 
Basis= 49， Time= 12.19， New conv elig= 11 
Basis= 52， Time= 13.45， New conv elig= 13 
Basis= 55， Time= 14.77， New conv elig= 14 
Basis= 58， Time= 16.36， New conv elig= 14 
Basis= 61， Time= 17.79， New conv elig= 15 
Basis= 64， Time= 19.38， New conv elig= 16 
Basis= 671， Time= 21.03， New conv elig= 18 
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Basis= 70， Time= 22.73， New conv elig= 21 
Enad of sweep: Basis= 70， Time= 22.73， New convV elig= 21 
Basis= 31， Time= 25.43， New conv elig= 0 


Basis= 34， Time= 26.25， New conv elig= 





0 
Basis= 37， Time= 27.07， New conv elig= 0 
Enaq of sweep: Basis= 37， Time= 27.13， New conv elig= 0 


有 19 个 特征 值 <100。 绘 出 第 1 个 特征 值 模式 ， 将 它 与 MATLAB 的 membrane 函数 比较 。 
pqdesurf(p， tv(:，1)) 
结果 如 图 28-14 所 示 。 
































浊 ， 洒 


图 28-14 第 1 个 特征 值 模式 的 图 形 








figure 
membrane (1，20，9，9) 


结果 如 图 28-15 所 示 。 





四 | -1 


图 28-15 革 形 薄膜 必 











membrane 函数 可 以 为 工 形 薄膜 生成 前 12 个 特征 函数 ， 还 可 以 比较 第 12 个 特征 值 模式 。 
figure 
Pdesurf (Pp，t，v(:，12) ) 
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结果 如 图 28-16 所 示 。 


0.08 、 
0.06 -| 
0.04 











图 28-16 第 12 个 特征 值 模式 





figure 
membrane (12，20，9，9) 


结果 如 图 28-17 所 示 。 











图 28-17 第 12 个 特征 值 模 式 的 薄膜 











区 


28.4.2 圆 角 | 形 落 膜 


通过 在 工 形 薄膜 的 角 部 添加 圆 弧 ， 可 以 获得 圆 角 效果 。 几 何 模型 郴 数 lshapec.m 为 
pdepoly([-1, 1, 1 0, 0, -1], [-1, -1 1, 1 0, 0], P1); 

pdecirc(-a, a, a，“ CT ); 

pderect([-a0a0]，SQT ); 

后 面 两 个 函数 与 输入 变量 半径 a 有 关 ， 其 默认 值 为 0.5， 可 以 先 指定 。 

当 半 径 a 增 大 时 ， 特 征 值 和 对 应 特征 值 模式 的 频数 减 小 ，L 形 薄 膜 的 形状 变 得 更 圆 。 
图 28-18 中 显示 了 圆 角 工 形 薄 膜 的 第 1 个 特征 值 模式 。 
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Lambdal :=8436 Cortoun'u 
中 T T T 
















































































图 28-18 圆 角 世 形 薄 膜 的 第 1 个 特征 值 模 式 解 的 等 值 线 


册 





























28.4.3 ”方形 的 特征 值 和 特征 值 模式 


方形 的 四 和 角 为 (-1-1D,(-11D,(1D 和 (1-1D。 边 界 条 件 为 
(1) 左边 界 u=0ODirichlet 条 件 ) 


(2) 上 下 边界 二 -0 (Neumann 条 件 ) 
刀 








(3) 右边 界 nl (Neumann 条 件 ) 
0O1 4 


特征 值 PDE 问题 为 

















一 Ax = 41 
让 及 其 对 应 的 特征 模式 ， 所 以 搜索 范围 为 -Inf 10]。 














我 们 希望 找到 小 于 10 的 特征 


1. 使 用 GUI 

首先 进入 图 形 用 户 界 面 ， 绘 几何 模型 。Draw-Rectangle/square 或 单 击 园 | 按 钮 ， 画 方形 。 

然后 定义 边界 条 件 “ 单 击 画 | 按钮 ， 双 击 边界 ， 定 义 边 界 条 件 。 在 右边 界 和 输入 Neumann 
条 件 ， g=0, q=-34。 

将 网 格 初始 化 并 改进 它 。 

定义 特征 值 PDE 问题 : 打开 PDE Specification 对 话 框 ， 选 择 Eigenmodes 单 选 钮 。 

求解 参数 取 默 认 值 : c=1l, a=0, d=1。 

在 Solve Parameters 对 话 框 中 输入 特征 值 的 范围 [-Inf 10]。 

最 后 ， 单 击 图 | 按钮 ， 进 行 求解 。 默 认 时 ， 绘 出 第 1 个 特征 函数 的 图 形 。 


2.， 使 用 命令 行 函数 

几何 描述 的 M 文件 为 squareg.m。 

边界 条 件 的 M 文件 为 squareb2.m。 

用 下 面 的 命令 找到 指定 范围 内 的 特征 值 和 对 应 的 特征 函数 。 
[P，e ,七 ]=initmesh (sduareg” ) ; 
[P，ey 七 ]=refinemesh(` sdquareg" ，P，，e 七 ) ; 





亡 > 
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特征 值 PDE 系数 为 : c=l, a=0, qd=1。 
特征 值 范围 为 [-Inf, 10]。 





























pdeeig 函数 返回 两 个 输出 变量 ， 数 组 1 为 特征 值 ， 和 矩阵 Y 中 为 对 应 的 特征 函数 。 





[v，1]=paeeig(\sdquareb27，P， er 七 1， 
Basis= 10， Time= 1.65， 
Basis= 17， Time= 2.31， 
Basis= 24， Time= 3.02， 

Enad of sweep: Basis= 24， Time= 3.08， 
Basis= 18， Time= 3.96， 

Enaq of sweep: Basis= 18， Time= 4.01， 


绘制 第 4 个 特征 函数 ， 输 入 
pqdesurf(p，t 上 ，vV(:，4)) 
结果 如 图 28-19 所 示 。 











于 直人 了 工 闪 二 


New 
New 
New 
New 


New 
New 


图 28-19 第 4 个 特征 函数 的 色谱 图 





COnV 


COPV 


COPnV 


COPV 


COPV 
CODV 


10]) ; 
eid= 
eid= 
eid= 
eig= 
eid= 
elig= 








人 芝 可 -古本 


"353。 


第 29 章 应 用 模 陈 


29.1 概述 


















































MATLAB 的 偏 微分 方程 数值 解 工具 箱 可 以 应 用 于 结构 力学 、 静 电学 、 静 磁 学 、 电 磁 学 、 
热传导 和 扩散 问题 等 许多 领域 。 当 应 用 于 不 同 的 领域 时 会 有 不 同 的 方程 和 参数 。 为 了 方便 应 
用 ， 图 形 用 户 界 面 中 提供 了 应 用 模式 的 下 拉 式 列表 框 ， 可 以 根据 实际 问题 在 其 中 进行 选择 。 
可 用 的 应 用 模式 有 : 

(1) Generic scalar (默认 选项 ) 般 标量 问题 ; 

(2) Generic System 一 一 一 般 系 统 问 题 ; 

(3) Structural Mechanics-Plane Stress 结构 力学 -平面 应 力 问题 ; 

(4) Structural Mechanics-Plane Strain 结构 力学 -平面 应 变 问 题 ; 

(3$) Electrostatics 静电 学 ; 

(6) Magnetostatics 一 一 静 磁 学 ; 

(7) AC Power Electromagnetics 交流 电 电 磁 学 ; 

(8) Conductive Media DC 首座 导电 介质 ; 

(9) Heat Transfer 一 一 热传导 ; 

(10) Diffusion 一 一 扩散 问题 。 

第 1 类 和 第 2 类 问题 在 前 面 已 经 进行 了 介绍 ， 下 面 分 别 介绍 后 面 8 种 应 用 模式 。 


29.2 ”结构 力学 平面 应 力 


在 结构 力学 中 ， 应 力 一 应 变 之 间 的 关系 可 以 表达 为 








































































































R 











以 



































































































































Cr， 本 [1 Y 0 E， 
CO， 本 7 1 0 2， 
志 | | 全 而 -人 = 和 2 六 








其 中 ，c, 和, 分别 是 六 y 方向 上 的 应 力 。r。 为 剪 应力， 忆 为 杨 氏 模 量 ，* 为 泊 松 比 。 材 
料 的 变形 用 y 方 向 的 位 移 上 和 描述。 因此 应 变 可 定义 为 

































































am 
”or ”0y 0y 0Ox 
力 的 平衡 方程 为 
Oo， 9ru 
or 0 ， 
or 6， 
or D 》， 
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式 中 ， 朱 和 态 为 体力 。 
组 合 以 上 关系 ， 可 以 获得 变形 方程 ， 记 为 
-VY (CQ@VYI) = 大 
式 中 <c 可 以 写成 4 个 2X2 的 矩阵 cu，cp，c2 和 cz。 


2C+A 0 
C11 三 





0 C 


G 0 
C > 
2 0 2C+u 


式 中 ，G 为 剪 切 模 量 ， 定 义 为 














2(1+T) 
于 是 可 以 定义 
V 
人 
大 = 
0 K， 
为 体力 。 











这 是 一 个 椭圆 型 PDE 问题 ， 下 一 步 需要 做 的 是 选择 应 用 模式 Structural Mechanics-Plane 
Stress， 并 在 PDE Specification 对 话 框 中 输入 材料 参数 巨 和 vv 以 及 体力 。 
在 本 模式 中 ， 也 可 以 求解 特征 值 问 题 ， 问 题 描 述 为 
-V (CQ@VI=4du 


& 
“|0 5 
DO 为 密度 ， 也 可 以 在 PDE Specification 对 话 框 中 输入 。 
在 Plot Selection 对 话 框 中 进行 选择 ，x 和 >y 方向 的 位 移 站 和 以 及 向 量 xy) 的 绝对 值 
可 以 通过 颜色 、 等 值 线 或 z 向 高 度 来 表示 ， 位 移 向 量 场 (47 可 以 用 箭头 或 变形 网 格 表示 。 下 面 
15 种 量 可 以 用 颜色 、 等 高 线 或 高 度 来 表示 : 
OU 


本 和 
Ox 


0 
0y 
(3 ) 二 

Or 





























































































































(2) zy = 


“339:” 


〈4) 







































































二 

(53) exx X 方 向 的 应 变 2， ) 

(6) eyy y 方 向 的 应 变 《2y) 

(7) exy 剪 应 变 (7 ) 

(8) 9 。 2 方向 的 应 力 〈cv) 

(9) 3， y 方 向 的 应 力 〈c，) 

C10) S。 前 应 力 〈rs ) 

(11) el 第 1 主 应 变 〈ei ) 

(12) e， 第 2 主 应 变 〈e， ) 

(13) 9， 第 1 主 应 力 〈a ) 

(14) $， 第 2 主 应 力 〈c， ) 

(15$) von Mises 汉 “。 米 色 斯 有 效应 力 (Je +a:z -oo ) 

【 例 29-1】 ”一块 钢板 ， 其 左下 角 被 夹 住 ， 在 右上 角 沿 圆 绝 形 裂 颖 拉 伸 ， 其 他 各 边 自由 。 
钢板 具有 以 下 性 质 : 大 小 为 lmXlm， 厚 Imm; 被 夹 住 的 部 分 为 3mxX l3m， 圆 弧 形 裂缝 从 














(2/3,1) 延 1 























的 正 压力 S00Nm， 除 以 厚度 Imnm， 即 得 表面 拉 应 力 0.3MNVm 。 


应 力 、 剪 应 力 和 冯 。 米 色 其 





有 











使 用 GUI， 按 照 下 面 


工 上 
2 











《1) 打开 图 形 用 户 界 
模 的 第 1 

















二 站 

















第 2 步 是 以 (2/3 2/3 ) 为 圆 
则 为 钢板 的 CSG 模型 。 


性 


效应 力 。 

又 进行 求解 。 
面 ， 选 择 Structural Mechanics, Plane Stress 应 用 模式 。 然 后 建 模 。 建 
步 是 绘 多 边 形 , 其 各 角 点 的 坐标 分 别 为 *=-[0 2/3 1 1 13 1/3 0 和 >-[112/3 0 0 1/3 2/3] 。 


以 1/3 为 半径 画 圆 。 多 边 形 的 标签 为 P1, 圆 





(2) 选择 Boundary Mode， 指 定 边界 条 件 。 











首先 在 Boundary 菜单 

















条 件 ，q=0, g1=0.5*nx，g2=0.5*sny。 其 余 边 


q=0, 5=0。 
(3) 打 











已 和 ，* 分 别 为 杨 氏 横 量 和 


料 为 均 质 ， 

















单 击 | 厂 按钮 ，; 




















力 界 为 自 | 


中 选择 Remove All Subdomain Borders .. 
界 。 左 下 方 插入 部 分 的 两 个 边界 的 边界 条 件 为 Dirichlet 条 件 , 位 移 为 零 。 圆 














边界 〈 无 正 | 











PDE Specification 对 话 框 ， 输 入 PDE 参数 。 





至 (1，2/3)， 杨 氏 模 量 为 196X103MINm2， 泊 松 比 为 0.31， 曲 线 边界 承受 向 外 





求 寺 方向 和 > 方向 的 应 变 和 


的 标签 为 C1, P1+C1 





.选项 , 删除 所 有 的 次 级 域 边 
形 裂 纹 处 为 Neumann 








压力 )， 即 为 Neumann 条 件 : 





提 松 比 。 无 体力 ， 故 扣 和 心 为 零 。P 在 此 模式 中 没有 应 用 。 材 





所 以 相同 的 妃 和 vY 适用 于 整 
单 击 琶 按钮 ， 初 始 化 网 格 。 
精细 化 网 格 。 
单 击 国 | 按钮 ， 进 行 求解 。 

















3 


变 和 应 力 、 剪 应 力 、 泣 。 


以 针对 很 多 不 同 的 应 


变 和 应 力 属 性 进行 











米色 





斯 有 效应 力 外 





要 个 二 维 分 析 域 。 





主 应 力 、 主 应 3 











Selection 对 话 框 中 的 弹出 式 菜单 ， 





























图 形 输出 。 例 如 位 移 wyv， xx 方向 和 > 方向 的 应 
等 。 实 现 
选择 这 些 属性 。 也 可 以 通过 选择 Color，Weight，vector field 











图 形 化 的 方法 是 在 Plot 























arrows 和 displacements in a 3-D plot 来 同时 显示 不 同 数量 与 向 量 的 组 合 。 





选择 Color 核 选 枉 和 Deformed Mesh 图 





"356。 


形 ， 生 成 颜色 区 








分 的 冯 。 米 色 斯 有 效应 力 





图 和 用 





变形 网 格 表示 的 位 移 向 量 场 图 。 在 Color 行 的 弹出 式 菜单 中 选择 Von Mises 选项 ， 绘 制 汉 “。 米 
色 斯 有 效应 力图 。 

在 解 〈 应 力 ) 的 梯度 比较 大 的 地 方 ， 需 要 细 化 网 格 ， 以 提高 解 的 精度 。 在 Solve 菜单 中 
选择 Parameters... 选 项 ， 并 选择 Adaptive Mode 单 选 钮 。 

选择 默认 选项 Worst triangles 三 角形 选择 方法 ， 将 Worst triangle fraction 设 为 0.5。 现 在 重 
新 求解 平面 应 力 问题 。 在 Plot Selection 对 话 框 中 选择 Show Mesh 单 选 钮 ， 看 应 力 大 的 地 方 网 
格 是 如 何 细 化 的 。 

自 适应 细 化 网 格 如 图 29-1 所 示 。 




































































上 
0.3333 0.6667 


图 29-1 适应 细 化 网 格 























29.3 ”结构 力学 





平面 应 变 


当 乙 轴 的 位 移 为 零 , zx 和 >y 方 向 的 变形 仅 为 x 和 >y 的 函数 时 的 变形 状态 称 为 平面 应 变 。 可 
以 通过 选择 Structural Mechanics, Plane Strain 应 用 模式 来 利用 PDE 工具 箱 解 决 平面 应 变 问 题 。 
本 模式 中 ， 应 力 -应 变 的 关系 与 平面 应 力 模式 相 比 只 有 细微 的 区 别 ， 因 而 可 以 沿用 相同 的 
参数 。 这 两 个 模式 具有 相同 的 界面 。 
本 模式 中 与 平面 应 力 模式 中 不 同 的 方程 有 : 
(1) <c 中 的 wp 参数 由 下 式 定 义 ; 



































VY 
人 
《2) 汉 “。 米 色 斯 有 效应 力 用 下 式 计算 : 
和 
平面 应 变 问题 不 如 平面 应 力 问题 普遍 。 一 个 典型 的 例子 是 治 Z 轴 展 布 的 地 下 隧 厅 的 某 个 
横断 面 。 它 的 变形 基本 上 符合 平面 应 变 条 件 。 
29.4 静电 学 


与 静电 学 相关 的 应 用 设施 包括 高 电压 设施 、 电 子 设备 和 电容 器 等 。“Statics” 表 示 时 间 的 
"” 3597。 

























































































变化 率 很 小 ， 与 分 析 域 的 大 小 相 比 ， 波 长 很 大 。 在 电 静 力学 中 ， 电 势 Y 与 电场 强度 已 之 间 的 
关系 为 妃 =-VY ， 利 用 麦克 斯 韦 尔 方程 Y。D = D 和 关系 式 刀 = 吏 ， 得 到 泊 松 方程 









































-V。(cSVY)=D 

式 中 ， 为 介 电 系 数 ，P 为 空间 电 检 密 度 。 

进入 图 形 用 户 界面 ,选择 Electrostatics 应 用 模式 ， 可 以 求解 用 上 面 方程 描述 的 静电 学 问题 。 

PDE Specification 对 话 框 包含 有 e 和 p 的 输入 。 
电 静 力学 的 边界 条 件 可 以 是 Dirichlet 条 件 或 Neumann 条 件 。 若 为 Dirichlet 条 件 ， 则 电势 
V 被 指定 在 边界 上 。 对 于 Neumann 条 件 ， 表 面 电 荷 .. (esVVY) 被 指定 在 边界 上 。 
图 形 化 输出 的 选项 有 电势 VY、 电 场 强度 已 和 电位 移 场 万 等 。 

【 例 29-2】 ”一 个 内 部 充满 空气 的 方 枉 ， 内 边 长 为 0.2m， 外 边 长 为 0.3m。 内 边界 上 电势 
为 1000V， 外 边界 上 电势 为 0V， 域 内 没有 电荷 。 现 求 方 框 中 的 电势 。 

求解 此 问题 ， 即 求解 拉 普 拉 斯 方程 : 












































































































































VY =0 

边界 条 件 为 Dirichlet 条 件 ， 内 边界 上 W1000， 外 边界 上 V=0。 
下 面 用 GUI 求解 比 问题 。 

在 命令 窗口 输入 pdetool 命令 , 打开 图 形 用 户 界 面 , 选择 Electrostatics 模式 并 建立 几何 模型 。 

首先 画 一 个 边 长 为 0.2 的 方形 (用 Snap 单 选 钮 并 调整 网 格 间距 )， 然后 画 一 个 中 心 位 置 相 
同 的 边 长 为 0.5 的 方形 。 若 第 一 个 方形 名 为 SQ1, 第 二 个 方形 名 为 SQ2, 则 分 析 域 为 SQ2-SQ1。 

在 Set formula 编辑 框 中 输入 表达 式 ， 然 后 输入 边界 条 件 。 用 Shift- 单 击 来 选择 所 有 的 内 边 
界 ， 然 后 双击 内 边界 并 输入 1000 作为 Dirichlet 边界 。 

然后 打开 PDE Specification 对 话 框 ， 并 在 Space charge density 编辑 域 中 输入 0。 介 电 系 数 

(CDielectricity) 设 为 1。 

将 网 格 初始 化 ， 单 击 芍 按钮 求解 方程 。 用 adaptive 模式 ， 可 以 改进 解 的 精度 。 

例如 , 选择 三 角形 选择 方法 为 Worst triangles。 设 置 三 角形 的 最 大 数目 为 $00。 单 击 Refine 
按钮 来 细 化 网 格 。 最 后 将 adaptive 模式 设置 为 off， 多 次 单 击 国 | 按 钮 。 

在 Plot Selection 对 话 框 中 选择 a contour plot， 可 以 查看 等 势 线 ， 在 Contour plot levels 编 
辑 框 中 输入 0:100:1000， 则 每 隔 100 显示 一 条 等 势 线 。 如 图 29-2 所 示 。 
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29-2， 方 框 中 电势 的 解 
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29.5 “” 静 磁 学 











人 磁铁、 电动 机 和 运输 工具 等 都 存在 静 磁 学 问题 。“Statics” 表 示 时 间 变 化 率 较 小 ， 因 此 对 


























于 稳定 情况 ， 我 们 从 麦克 斯 韦 尔 方程 开始 。 
Vx 刀 = 
Vv。B=0 
互 和 歹 之 间 存 在 下 面 的 关系 ; 
已 = /7 
式 中 , 妇 为 磁感应 强度 ， 互 为 磁场 强度 ，, 为 磁化 强度 。 冯 为 材料 的 磁 导 率 。 
因为 Y.B =0， 所 以 存在 一 个 磁 矢 势 4， 使 得 
及 =VxA 

















且 
局 E 
凡 














平面 问题 假设 电流 与 乙 轴 平行 ， 所 以 只 有 4 的 z 分 量 存在 。 
4=(0, 0,4)，J=(0,0,J) 
上 面 的 公式 可 以 简化 为 椭圆 型 PDE 问题 














二 号 ( 工 v4)=J7 
邮 


式 中 ，.J=7JCco 
对 于 二 维 问题 ， 可 以 计算 磁感应 强度 妃 。 
及 = 攻 | 
0Oy 6Gr 
和 磁场 强度 万 





1 
瑟 = 二 妃 
凡 





























【 例 29-3】 ”考虑 二 极 电动 机 中 由 于 定子 〈stator) 转动 引起 的 静 磁 场 。 电 动机 较 长 ， 忽 























略 端 部 效应 ， 因 此 二 维 计算 模型 已 经 够 了 。 

































































分 析 域 包括 4 部 分 : 两 个 铁 磁 片 《 定 子 和 转子 )、 两 者 之 间 的 气 除 和 携带 直流 
圈 。 
在 空气 和 线圈 中 ， 磁 导 率 为 1， 在 定子 和 转子 中 ， 科 导 率 由 下 式 定 义 : 
以 三 和 2 十 nin 
1+clY(4) 


A = 500, ww，=200,c = 0.05 时 ， 可 代表 砂 钢 片 。 
除了 线圈 中 ， 其 他 任何 地 方 的 电流 密度 /为 0， 线 圈 中 为 1 。 
















































































条 件 : 7 ， 1 Y 轴 上 为 Dirichlet 条 件 : 4=0。 


包 的 电 枢 线 





于 问题 的 对 称 性 ,可 以 提取 分 析 域 的 第 1 象限 (x0,y0) 进 行 分 析 ,X 轴 上 为 Neumann 
蝶 动 机 以 外 的 区 域 被 忽略 ， 


所 以 外 部 


“ 339， 


边界 上 为 Dirichlet 边界 条 件 ， 即 4=0。 

下 面 用 GUI 进行 求解 。 

该 问题 的 几何 模型 较 复 杂 ， 由 5 个 圆 和 两 个 矩形 组 成 。 用 pdetool GUI， 将 关 轴 和 轴 分 
别 限于 [1.5 1.3] 和 [-1 H] 中 。 设 置 应 用 模式 为 Magnetostatics, 网 格 间隔 为 0.1。 使 用 "Snap-to-grid” 
特色 ， 可 以 用 鼠标 画 出 几何 图 形 ， 也 可 以 通过 输入 下 面 的 命令 来 画图 : 























Pdecirc(0，0，1，”"CcC17) 
Pdecirc(0，0，0.8，"C27) 
Pdecirc(0，0，0.6，"CcC37) 
Pdecirc(0，0，0.5，"C47) 
Padecirc(0，0，0.4，"CcC57) 

Pdqerect ([-0.2 0.2 0.2 0.9]，R1L) 
Pdqetrect ([-0.1 0.1 0.2 0.9]，R27) 


Pderect ([0 1 0 1]，"SQl") 


可 以 获得 一 个 如 图 29-3 所 示 的 模型 。 











图 29-3 ”几何 模型 
输入 下 式 来 获取 该 模型 的 四 分 之 一 圆周 : 
(C1L+C2+C3+C4+R1L+R2) *SOL 


在 边界 模式 中 ， 需 要 删除 一 些 次 级 区 域 的 边界 ， 用 shift- 单 击 选择 边界 ， 并 用 Boundary 























菜单 中 的 Remove Subdomain Border 选项 删除 它们 ， 直 到 几何 模型 由 四 部 分 组 成 ， 即 定子 、 转 
子 、 线 圈 和 和 气 隐 域 。 图 29-4 中 ， 定 子 为 次 级 区 域 1， 转 子 为 次 级 区 域 2， 线 圈 为 次 级 区 域 3， 
气 隐 为 次 级 区 域 4。 
在 移动 到 PDE 模式 以 前 ,选择 沿 X 轴 的 边界 并 设置 边界 条 件 Neumann 条 件 , 即 gs=0, q=0。 
在 PDE 模式 中 ， 在 PDE 菜单 中 选择 Show Subdomain Labels 选项 来 设置 标签 。 在 每 一 个 次 级 
区 域 中 双击 ， 定 义 PDE 参数 。 

(1) 在 线圈 中 ，w 和 JJ 都 为 1， 用 默认 值 即 可 。 

(2) 在 定子 和 转子 中 ，/ 为 非 线性 的 ， 由 前 面 求 磁 导 率 的 等 式 定 义 ， 用 下 面 的 形式 输入 和 

500./(1+0.05*(ux.A2+uyA2))+200ux.A2+uyA2=|VAp 
J 为 0， 表 示 没 有 电流 。 
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01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 


图 





29-4 边界 条 件 设置 





(3) 在 气 阶 域 中 ， 人 /1，.=0。 
将 网 格 初始 化 ， 打 开 Solve Parameters 对 话 框 。 在 Solve 菜单 中 选择 Parameters 选项 。 
为 存在 非 线 性 问题 ， 所 以 必须 选择 Use nonlinear solver 核 选 框 来 启用 非 线性 求解 器 。 



































可 以 调整 容 限 参数 ，adaptive 求解 器 可 与 非 线性 求解 器 一 起 使 用 ， 求 解 PDE 并 用 箭头 绘 
制 磁 感应 强度 召 ， 用 等 值 线 图 表示 静 和 磁 势 的 等 势 线 4， 如 图 29-5 所 示 。 图 中 清楚 地 表示 出 了 





























磁感应 强度 与 静 磁 势 等 势 线 之 间 的 平行 关系 。 


Contou': 六 Vectorfeld: B 





























他 量 





29.6 


交流 电 电磁 学 问题 是 在 研究 电动 机 、 运 输 了 
首先 ， 考虑 一 个 均匀 介质 ， 
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图 29-5 


交流 电 电 磁 学 




















其 介 





须 满足 一 般 麦 克 斯 韦 尔 方程 的 一 个 特殊 组 合 : 


电 系 数 为 2， 


问题 的 解 








[ 具 和 带 





1 12 





交流 电 的 导体 时 发 现 的 。 
磁 导 率 为 4， 在 任意 


点 上 无 电荷 ， 该 区 域 必 


"301。 


二 
Cf 





没有 电流 时 ， 可 以 从 第 1 个 集合 中 剔除 瓦 ， 从 第 2 个 集合 中 剔除 


满足 波 速 为 V Vsw 的 波动 方程 。 























































































































0 8? 所 
A 已 一 =0,， A 万 -- =0 
EL ELL 2 
然后 研究 一 个 电荷 自由 分 布 的 均 质 介质 ， 电 导 率 为 c， 则 电流 密度 为 
Jj = CE 
且 波 被 欧姆 电阻 阻尼 : 
OF 0 已 
人 已 
1 
玖 的 情况 与 此 近似 。 
对 于 时 间 谐 和 场 ， 妃 = 已 e'w” 。 
对 于 平面 问题 ， 已 = (0, 0, 刁 ), 7 =(0,0，ei)， 且 磁场 强度 





鳌 = (已 ,0) 人 
jua 


则 到 的 标量 方程 变 为 : 








V。 | H (Ja 0O25) 巨 =0 
凡 


无 ， 并 看 到 两 个 


区 域 都 




















系数 es。 





在 PDE Specification 对 话 框 中 输入 PDE 参数 ， 包 括 角 频率 w， 磁 导 率 /pp， 电 导 率 c 和 介 电 























曰 场 强 度 到) 和 Neumann 





与 本 模式 相关 的 边界 条 件 为 Dirichlet 边界 条 件 〈 在 边界 上 指定 
条 件 〈 指 定 玉 的 正 导 数 )。 人 


-CTY 可 ) 














万 二 和 
人 
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三 直 疝 
CO 


本 例 演示 圆 形 断面 、 带 交流 电 的 铜 线 的 趋 肤 效应 。 铀 的 


【 例 29-4】 
流通 率 为 1，w=4rX10“。 在 频率 为 50Hz 时 ，mw?e 项 可 以 忽略 。 
由 于 感应 现象 ， 导 线 内 部 的 电流 密度 比 外 表面 的 小 ， 外 表面 处 K=1。 


: 天 =Lc。 本 例 中 可 以 获得 解析 解 : 








昌 场 强度 娠 可 以 求 得 的 量 有 电流 密 














必 



































一 Jo(CF ) 
”70(ER) 

















电导 率 为 S7X 109， 











电场 为 Dirichlet 条 





式 中 ，K= VJouac ， 尺 为 导线 的 半径 ，7 为 至 中 心 线 的 距离 ，Jo09 为 第 一 类 零 阶 贝 塞 尔 函 数 。 












































模式 AC Power Electromagnetics， 








打开 pdetool， 然 后 选择 应 
画 一 个 半径 为 0.1 的 圆 ， 代 表 导 线 的 横断 面 。 然 
All 选项 选择 所 有 的 边界 ， 在 Boundary Condition 对 评 
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并 建立 几何 模型 。 
后 选择 边界 模式 定义 边界 条 件 。 用 Select 
5 框 中 的 了 编辑 框 中 输入 157E6， 以 定义 


Dirichlet 边界 条 件 。 
打开 “PDE Specification 对 话 框 ” 输入 PDE 参数 ， 角 频率 w=2x 太 x50 ， 如 图 29-6 所 示 。 


PDE SpecIficatIom 


Equationr': -div[f1muj*gradIE]]+[*omega*xsigma-omega 2xepsilonj*E=0.E=electric field 


Type of PDE: Coefficient Value Description 


全 Eliptic omega 2*pi50 点 ngular frequency 


mu 下 piz1E-7 Magnetic permeability 
sigma 1y67E6 Conductiviby 
epsilon | 8.8E-1 寺 Coefi of dielectricity 


Cancel | 


图 29-6 “PDE Specification ”对话 框 


将 网 格 初始 化 ,求解 方程 。 由 于 趋 肤 效应 ， 导 
线 表 面 的 电流 密度 比 导 线 内 部 的 要 高 得 多 , 这 从 电 
流 密度 / 的 三 维 图 中 可 以 清楚 地 看 出 。 细 化 网 格 ， 
可 以 获得 更 高 精度 的 解 。 打 开 “Solve Parameters” 
对 话 框 , 选择 Adative mode 选项 , 将 三 角形 网 格 的 
个 数 设 为 无 穷 Inf， 细 化 的 最 大 次 数 定义 为 1。 三 
角形 选择 方法 为 Weight triangles。 重 新 求解 多 次 ， 
每 一 次 适应 性 求解 器 用 最 大 误差 来 改善 三 角形 面 
积 。 三 角形 的 个 数 显 示 在 命令 行 中 。 几 29-7 所 示 
的 网 格 为 计算 结果 ， 其 中 有 833 个 三 角形 。 

交流 电 电 磁 学 方程 的 解 为 复数 解 ， 如 图 29-8 
所 示 。 图 中 显示 了 解 的 实数 部 分 ,但 可 以 输出 到 主 
工作 空间 的 解 向 量 为 复数 解 。 也 可 以 用 自 定 义 输入 来 以 图 形 方 式 输出 复数 解 的 不 同属 性 。 
imag(u) 和 abs(u) 是 两 个 实例 。 
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图 29-7 ”模型 的 适应 性 网 格 
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图 29-8 问题 的 解 
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趋 肤 效应 是 交流 


电 条 件 时 ，! 




















29.7 ”直流 导电 介质 














对 于 诸 接地 板 的 | 


该 电流 密度 y 与 电场 强度 


























外 解 和 电阻 计算 ， 我 们 有 
的 关系 为 /= 喇 。 将 连续 方程 J=C〈 其 中 台 为 | 


五 








位 V 的 定义 相 结合 产生 椭 


仅 有 的 两 个 偏 微分 方程 (PDE) 参数 为 














圆 泊 松 方程 








产生 的 一 种 现象 ， 降 低 交 流 ! 
流 密 度 接 近 于 均匀 。 












































-Y (ovI)=2 


























Dirichlet 边界 条 件 指定 该 边界 〈 通 常 为 金属 导体 ) 的 | 














求 该 电流 密度 的 法 向 分 量 Ca。 VY(CY )) 为 已 知 
其 中 4 可 解释 为 接地 板 的 薄膜 电导 。 








个 广义 的 Neumann 条 件 ， 























的 。 也 可 指定 ! 


电导 率 c 和 电流 源 O。 
电位 Y 的 值 。Neumann 边界 条 件 要 
1。(CVV))+9gyY=sg 定义 的 一 









































电位 V、: 














矢量 场 ) 和 了 的 等 位 线 。 当 cr 为 各 向 同性 时 ， 等 位 线 与 
两 个 圆 形 金属 导体 放 在 一 张 被 盐水 浸 湿 
凶 流 线 可 以 被 强烈 染色 的 离子 昌 
本 问题 的 物理 模型 可 以 用 拉 普 拉 斯 方程 来 

-V 。(oVV) = 








【 例 29-5】 
简易 探 针 跟踪 ，! 

















昌 场 强度 已 和 














2 
昌 帝 省 卜 














了 都 可 以 用 图 形 表 示 。 昌 





J 视 化 感 兴趣 的 量 是 









































对 于 电势 Y 和 边界 条 件 : 





(1) V=1 
〈2) VY=-1 


左 侧 圆 
右 侧 贺 








(3) Neumann 边界 条 件 














电导 率 c=1〈 人 恒定 )。 











形 导体 ; 





下 面 用 GUI 进行 求解 。 
在 命令 窗口 输入 pdetool 命令 ， 选 择 应 用 模式 Conductive Media DPC， 建立 几何 模型 。 
首先 画 一 个 矩形 ， 拢 形 四 和 角 坐 标 为 (-1.2, -0.6), (1.2, -0.6), (1.2, 0.6) 和 (=-1.2, 0.6)。 该 矩 








形 代表 纸 片 ， 然 后 添加 两 个 圆 ， 左 

















半径 为 0.3， 圆 



































民 踪 。 


0 





R1， 圆 的 标签 为 C! 和 C2， 则 问题 的 二 维 分 析 域 用 集合 公式 
R1 -〈C1+C2) 
表示 。 











的 频率 可 以 减 小 趋 肤 效应 。 当 接近 直流 








导 率 为 的 一 种 导电 介质 和 一 个 平稳 电流 。 














B 流 源 )， 与 电 























昌 流 线 (的 





电流 线 正 交 。 
的 纸 上 。 





等 位 线 可 以 通过 伏特 表 用 





心 分 别 为 (-0.6,.0) 和 (0.6,0)。 若 矩形 的 标签 为 


和 输入 公式 并 单 击 画 | 按钮 , 分解 几 何 图 形 并 输入 边界 模式 .选择 所 有 的 外 边界 ,在 Boundary 

















Condition 对 话 框 中 输入 Neumann 边界 条 件 。 























对 于 左 侧 
件 大 -1。 
第 2 步 ， 打 




















将 网 格 初始 化 ， 儿 

















.364 。 


PDE Specification 对 话 村 
的 默认 值 为 1， 不 必 改 变 。 
化 两 次 ， 微 调 网 格 一 次 以 改善 网 格 质量 。 











匡 ， 在 编辑 











圆 形 导 体 边界 ， 输 入 Dirichlet 边界 条 件 咏 1， 对 于 右 侧 导 体 ， 输 入 Dirichlet 条 


正中 输入 0， 作为 电流 源 4 的 值 ， 电 时 率 





























单 击 国 按钮 ,求解 PPDE。 所 得 到 的 电位 沿 立 轴 为 零 ， 对 本 问题 它 是 一 条 反对 称 垂 线 。 
用 等 值 线 图 描绘 电流 密度 7 的 绝对 值 ， 用 箭头 描绘 矢量 场 使 电流 密度 可 视 化 ， 电 流 从 正 
电位 的 导体 流向 负电 位 的 导体 ， 如 图 29-9 所 示 。 
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Contour absfJ) wector fiel J 
LE 
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图 29-9 电流 矢量 图 与 电流 密度 等 值 线 图 














29.8 热传导 





热传导 方程 为 抛物 线 型 PDE 问题 ; 
poc-Y， (EVT=C+ CT -7 


它 描述 平面 轴 对 称 问题 的 热传导 方程 ， 用 到 下 面 的 参数 ; 

(1) 密度 o; 

(2) 热 容 C; 

(3) 热传导 系数 〈 热 导 率 ) 尼 

(4) 热源 O; 

(5) 对 流 热 传 递 系数 户 

《6) 外 部 温度 Tv 

分 项 靖 (Tsu-7) 是 与 周围 传 热 的 模型 ， 它 对 于 薄 的 冷 板 中 的 热 传 递 模型 的 计算 是 有 用 
的 。 

对 于 稳定 状况 ， 可 得 到 椭圆 型 热传导 方程 

-V .WUvVT)=O+HT -7) 

边界 条 件 可 以 是 Dirichlet 类 型 的 ， 指 定 边界 上 的 温度 ， 或 者 是 Neumann 类 型 的 ， 可 以 指 
定 热 感应 强度 柬 。 (kV(GT)) 。 也 可 以 用 广义 Neumann 边界 条 件 方程 : mn. (kVGC))+q9T7 =g 。 其 
中 9 为 热 传 递 系数 。 

可 以 用 图 形 方式 输出 温度 、 温 度 的 梯度 和 热 感应 强度 。 图 形 选 项 包括 isotherms 《等温 线 ) 
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和 heat flux vector field plots 〈 热 流 癌 量 场 图 )。 

【 例 29-6】 在 下 面 的 例子 中 ,求解 一 个 不 用 材料 参数 的 传 热 问题 . 

问题 的 二 维 分 析 域 由 一 个 戏 有 金刚 石 (用 一 个 旋转 45。 的 方形 表示 ) 的 方形 组 成 。 大 方形 
| 热传导 系数 为 10， 密 度 为 2 的 材料 组 成 ， 金 刚 石 形 的 区 域 包括 一 个 量 为 4 的 均匀 热源 ， 它 
的 热传导 系数 为 2， 密度 为 1。 两 个 区 域 的 热 容 都 为 0.1。 
使 用 GUI 求解 ， 其 步骤 如 下 。 














































































































点 的 坐标 为 (0, 0), (3, 0), 3, 3) 和 (0, 3)。 金 刚 石 形状 的 区 域 角 点 坐标 为 (1.3, 0.5), (2.5, 1.5), (1.5， 
2.3) 和 (0.5, 1.5)。 

在 所 有 的 外 边界 上 ， 温 度 保持 为 零 ， 所 以 不 必 改 变 默认 边界 条 件 。 

下 一 步 定 义 PDE 参数 : 双击 两 个 区 域 ， 然 后 输入 参数 。 

选择 Parabolic 选项 ， 确 定 求解 PDE 的 类 型 。 

在 大 方形 区 域 中 ， 输 入 密度 2， 热 容 0.1 和 热传导 系数 10。 

没有 热源 ， 故 将 其 设 为 零 ， 在 金刚 石 形 区 域 中 ， 输 入 密度 1， 热 容 0.1 和 热传导 系数 2。 
在 热源 编辑 框 中 输入 4， 将 对 流 热 传 递 系数 严 设 为 0。 
由 于 是 求解 动态 PPDE， 必 须 定义 初 值 和 希望 求解 PPE 的 时 间 。 在 Solve 菜单 中 选择 
Parameters... 选 项 ,打开 Solve Parameters 对 话 框 。 本 问题 的 动态 过 程 十 分 迅速 一 温度 在 0.1 个 
时 间 单 位 内 即 达到 稳定 状态 。 但 可 以 捕获 过 程 中 感 兴趣 的 部 分 进行 显示 ， 例 如 ， 输 入 
logspace(-2，-1，10) 作 为 时 间 向 量 ， 求 对 应 的 解 。 它 给 出 0.01 和 0.1 之 间 的 以 10 为 底 对 数 算 
法 的 间隔 数 。 温 度 的 初 值 设 为 0。 知 边界 条 件 和 初 值 不 同 ， 问 题 的 公式 包含 不 连续 性 。 

29-10 为 最 终 解 的 色谱 图 。 图 29-11(a) 一 (d) 为 动态 过 程 中 得 到 的 4 张 快照 图 。 






























































































































































Time=10 Color 工 
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图 29-10 ”问题 解 的 色谱 图 
































求解 PPE。 默 认 时 ， 图 形 显示 最 后 时 间 的 温度 分 布 。 温 度 的 动态 行为 可 视 化 的 一 个 最 佳 
方法 是 激发 问题 的 解 。 激 发 时 ,打开 Height(3-D plob 选 项 激活 三 维 图 形 绘制 ， 也 可 以 选择 Plot 
in x-y grid 选项 。 用 方形 网 格 代替 三 角形 网 格 可 以 明显 加 快 激发 过 程 。 

可 以 用 等 值 线 图 来 绘制 等 温 线 ， 用 箭头 绘制 热流 量 向 量 场 图 。 
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(c) (d) 


图 29-11 色谱 图 壹 加 矢量 图 的 快照 











29.9 扩散 问题 


热传导 是 一 个 扩散 过 程 ， 可 描写 为 
2 红 _v.(Dva=o 
CQ 
式 中 ，C 为 热 容 ， 刀 为 扩散 系数 ，9@ 为 体 源 。 
扩散 过 程 可 能 不 均 义 ， 其 中 九 为 2X2 的 矩阵 。 
边界 条 件 可 以 是 Dirichlet 类 型 ， 其 边界 上 的 热 容 是 稳定 的 ， 或 者 Neumann 类 型 ， 其 中 
1。(DVY(C)) 是 指定 的 ， 也 可 以 指定 广义 Neumann 条 件 ， 由 公式 2. (DV(C))+9gC =8g 定义 ， 
其 中 9 为 传 热 系数 。 
可 以 利用 “Plot Selection” 对 话 框 来 实现 热 容 及 其 梯度 和 热流 量 的 图 形 化 输出 。 
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表示 ， 





据 进 行 处 理 。 








军 四 但” 柱 条 工具 条 


第 30 章 ” 样 条 工具 箱 及 样 条 曲线 简介 








样 条 曲线 在 工程 实践 与 科学 应 用 中 有 着 广泛 的 应 用 。 例 如 ， 试 验 、 统 计数 据 如 何 用 曲线 






































设计 、 分 析 、 优 化 的 结果 如 何 用 曲线 表示 等 ， 几 乎 各 个 领域 都 要 用 到 样 条 曲线 来 对 数 




















一 般 地 ， 在 工程 实践 与 科学 应 用 中 经 常 遇 到 的 绘制 样 条 曲线 的 要 求 有 以 下 几 种 。 


(1) 1 
并 画 昌 
(2) | 



























































试验 或 观测 得 到 了 一 批 数据 点 ， 要 求 用 一 个 函数 近似 地 表明 数据 点 间 的 函数 关系 ， 
函数 的 样 条 曲线 ， 这 类 问题 称 为 样 条 曲线 拟 合 问题 。 
试验 、 观 测 或 计算 得 到 了 若干 个 离散 点 组 成 的 点 列 ， 要 求 用 光滑 的 样 条 曲线 把 这 




































































些 离散 点 联结 起 来 ， 这 类 问题 称 为 样 条 曲线 插值 问题 。 样 条 曲线 插值 与 样 条 曲线 拟 合 不 同 ， 
拟 合并 不 要 求 样 条 曲线 通过 全 部 的 数据 点 。 
《3) 在 样 条 曲线 形状 设计 中 ， 给 定 了 折线 轮廓 ， 要 求 用 样 条 曲线 通 近 这 个 折线 轮廓 ， 这 


类 问题 称 为 









































条 曲线 通 近 问题 。 
上 述 各 类 问题 都 要 求 画 出 样 条 曲线 ， 它 们 都 要 求 首先 找 出 或 构造 出 样 条 曲线 的 方程 ， 再 




















































































































根据 曲线 方程 画 出 样 条 曲线 。 根 据 方程 画 样 条 曲线 一 般 是 先 计算 出 样 条 曲线 上 一 系列 适当 靠 


近 的 点 ， 然 后 依次 将 这 些 点 用 直线 连 起 来 ， 得 到 一 条 由 折线 表示 的 近似 曲线 。 只 要 这 贞 




































































相 二 一 
点 靠 


LVYWY 



























































得 足够 近 ， 看 起 来 就 是 一 条 光 消 的 样 条 曲线 。 上 述 构造 的 样 条 曲线 方程 的 表示 形式 有 显 式 、 






































隐 式 和 参数 表示 等 几 种 。 其 中 ， 最 常用 的 是 参数 形式 。 利 用 参数 形式 ， 计 算 样 条 曲线 的 切 矢 








量 、 法 矢量 、 曲 率 和 挠 率 等 都 非常 方便 。 








方便 


@ 三 次 村 


全 
T 






































E 因 为 样 条 曲线 的 重要 性 与 广泛 应 用 ，MATLAB 专门 提供 了 样 条 工具 箱 ， 以 使 用 户 能 够 
也 处 理 各 种 数据 ， 生 成 样 条 曲线 。 在 MATLASB 的 样 条 工具 箱 中 ， 包 含 了 非常 多 的 函数 。 
这 些 函 数 按 主 题 分 类 如 下 。 
条 曲线 类 函数 一 这 类 函数 主要 用 于 在 各 种 条 件 下 生成 三 次 样 条 曲线 。 


















































@ 分 段 多 项 式样 条 曲线 类 函数 一 这 类 函数 主要 用 于 生成 分 段 多 项 式样 条 曲线 。 


@ B 权 
@ 有 理 相 








条 曲线 类 函数 一 这 类 函数 主要 用 于 在 各 种 条 件 下 生成 B 样 条 曲线 。 
条 曲线 类 函数 一 这 类 函数 主要 用 于 在 各 种 条 件 下 生成 有 理 样 条 曲线 。 

























































































@ 操作 器 类 胃 数 一 这 类 函数 主要 对 样 条 函数 进行 各 类 基本 的 操作 , 如 计算 样 条 函数 值 、 


画 出 村 


条 曲线 等 。 

















@ 断 点 及 捏 结 点 处 理 类 函数 一 这 类 函数 主要 用 于 对 生成 样 条 曲线 的 数据 点 ， 即 断 点 或 

















扭 结 点 进行 处 理 
@ 解 线性 方程 组 类 函数 一 一 这 类 函数 主要 用 于 求解 线性 方程 组 。 


@ 样 条 曲线 的 GUI 类 函数 
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(为 了 读者 阅读 方便 ， 本 章 中 的 断 点 或 扭 结 点 与 节点 概念 等 同 )。 





























这 类 函数 具有 图 形 用 户 界面 ,通过 它们 用 户 可 以 方便 地 画 
































出 各 种 样 条 曲线 。 





下 面 ， 我 们 对 上 述 各 类 函数 做 一 个 详细 的 介绍 ， 





大 的 样 条 工具 箱 9 








问题 。 


的 各 类 函数 , 并 能 熟练 地 应 












































喇 


以 使 读者 能 完全 掌握 MATLAB 功能 绷 


四 
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RN 


j 各 个 函数 解决 工程 实践 与 科学 应 用 中 碰 到 的 


第 31 章 三 次 样 条 曲线 


31.1 基本 原理 






































三 次 样 条 曲线 中 ， 两 节点 《〈 断 点 ) 之 间 的 曲线 段 由 一 个 三 次 多 项 式 拟 合生 成 ， 于 


























线 由 一 段 一 段 的 三 次 多 项 式 曲线 组 成 ， ee 





























线 的 关键 是 要 寻找 三 次 多 项 式 ， 以 通 近 每 对 节点 间 的 曲线 。 因 为 两 点 具 能 决定 一 条 直 


























在 两 点 间 的 曲线 可 用 无 限 多 的 三 次 多 项 式 近似 。 因 此 ， 三 次 多 项 式 还 应 满足 
相 邻 段 在 其 联结 点 处 〈 即 节点 ) 应 二 阶 连续 。 也 就 是 说 ， 在 节点 处 的 函数 值 、 























生成 三 





整个 样 条 
次 样 条 





























以 下 条 


线 ， 而 
牛 ， 即 两 















































阶 导 数 都 应 连续 ， 这 就 较 好 地 确定 了 所 有 内 部 三 次 多 项 式 。 
设 有 一 个 节点 列 也; (5 记 )， 三 0~Dn， 要 构造 三 次 样 条 曲线 。 
记 样 条 函数 Sa 在 革 友 节点 处 的 函数 值 、 一 阶 导 数 、 二 阶 导数 分 别 为 : 
































SUxi)= 光 
S (xD 二 71 
S"(xD) 一 LI 
在 每 个 小 区 间 Brz 上 ，SGCo0 的 二 阶 导数 是 线性 的 ， 即 
S"(Cxz) = 1M， 一 FM1 2 
人 1 一 1 户 7 户 
式 中 ， 太一 Xi 一 Xi lo 
将 $" (Co 积分 二 次 ， 得 到 ; 
8 和 基 = 允 有 区 -区 
六 法 2 户 
刀 (2; X) (zx 人 1) 
二 HH AI ， HK 
9 (XZ) =7111 ee 万 


式 中 , 天 与 忆 为 积分 常数 。 








阶 导 数 、 二 


(31-1) 


《31-2 ) 


把 小 区 间 首 未 两 端的 坐标 x=x 4 ，SC) = yy 和 xz= 关 ，9G) =》 分 别 代 入 式 (31-2)， 


防 =| 
局 
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记 
yP= 他 HK 1 十 万 





了 
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亡 
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(31-3)，(31-4) 两 式 联 立 求 解 得 
大 二 郊 二 -1 了 0 
刀 6 


yy 大 刀 
二 一 1I 世 一 二 Mr 
忆 5 6 1 一 -1) 有 6 六 1) | 
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“370。 


《31-3 ) 


(31-4) 


(31-5 ) 


《31-6) 


将 式 (31-$)、(31-6) 两 式 代 入 (31-1)、(31-2) 得 


2 
人 











站 | 7 -ya 万 U0 -MD (31.7) 
27， 27 邦 0 
(二 刀 _ 邦 
(COX)= LI HH AI | -AI ， (一 -1 ， (31-8) 
(2) 1 一 1 67 61， 记 6 1 一 1 (xi 帮 ) 呈 6 站 (zx Xi_1) 
在 各 























间 点 六 ， 六 1~2， 第 ; 段 末 端 二 忆 处 ， 


用 尹 ,一 了 
SC 0) = EM 一 1 1: Ji Ji-l 





在 第 二 1 段 始 端 x=xi 处 ， 





及 万 
SO | 0) = AMI， + 1I | yi+l yi 


1 








0 ]i 
各 中 间 点 的 一 阶 导 数 连 续 ， 即 8 Cr0)= 8 Ca+0)， 经 过 化 简 得 





LiM +T2M +4M =d， 《31-9 ) 
及 广 6 ya 六 大 一 史 
式 中 ， 汪 1 站 
万 十 帮 N1 万 十 帮 :1 万 十 帮 1 帮 1 万 | 


1 
是 
个 























当 取 1 2, …, 1-1 时 ， 可 得 到 六 1 个 形 如 式 〈31-9) 的 方程 。 但 未 知 数 的 二 阶 导数 WA; 却 
有 7H+l 个 ， 即 Mo Mi，…, AM 。 要 惟一 地 确定 解 ， 必 须 再 附加 两 个 方程 。 通 常 按 实际 问题 的 具体 
情况 ， 在 样 条 两 端 ， 即 pr 和 疡 处 给 昌 


约束 条 件 ， 这 种 条 件 称 为 边界 条 件 。 常 用 的 边界 条 件 有 : 


以 邓 xo，=1 代入 式 (31-7)， 得 



































2M，+ 11， 三 他 一 y0 
































at y0 ) (31-10) 
以 xi， 证 代入 式 (31-7)， 得 
Mt+20， 和 (31-11) 
式 〈31-9) 和 附加 的 两 个 方程 (31-10)、(31-11) 合 在 一 起 得 到 有 定 解 的 线性 方程 组 。 写 
成 矩阵 形式 为 
12 让 二 于 < 全 和 
A 2 和 力 0 1 d 
/2 2 1I， 7 必 
. : |=| : (31-12) 
-2 2 4-2 M | ad， 
0 4L-L 2 2- 1d， 
上 岂 2 ||M | id 
式 中 ，M=1， du = ,) 


03 
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31.2 


《2) 给 定 两 端的 
这 可 以 写成 


(3) 使 第 1 个 节点 的 二 阶 导 数 与 第 
一 个 节点 的 二 阶 
的 4o=-2，co=0; 
































局 





241U+O0xM=27y0 


0x1M1 +21M =2 区 
此 时 ， 式 〈31-12) 中 的 4o=0，do=2 计 ;HE=0，d=2y 。 




















导数 值 都 连 














MATITLAB 样 条 工具 箱 中 提供 的 生成 三 次 样 条 曲线 的 函数 如 表 31-1 所 示 。 
表 31-1 三 次 样 条 曲线 类 函数 


1. csape 函 函数 


函数 名 称 





简单 介绍 





cSapi 


插值 生成 三 次 样 条 函数 











CSape 





生成 给 定 约束 条 件 下 的 三 次 样 条 函数 





CSaps 


平滑 生成 三 次 样 条 函 炎 











CSCVn 


大 





生成 一 条 内 插 参 数 的 三 次 样 条 曲线 
































getcurve 














动态 生成 三 次 样 条 曲线 





利用 cscape 函数 生成 给 定数 组 x、y 下 ， 满 足 sxO))=yO) 的 三 次 样 条 函数 ， 其 


@ pp = csape(X,y) 


@ pp = csape(x,y,conds,valconds) 








两 端点 的 约束 条 件 | 














人、 生生 


GD complete: 给 定 第 


参数 valconds 也 给 出 时 ， 


时 ， 





G@) periodic: 给 定 第 


@) not-a-knot: 使 第 2 个 节点 与 
氮 O 此 





相当 于 variational。 





@) variational:， 使 最 
人 6) default: 用 所 给 定 的 4 个 点 通过 





〇 ) 








用 做 默认 值 。 














参数 conds 与 valconds 确定 。 其 中 ，conds 是 
值 :complete' 或 'clamped', not-a-knot, periodic'，second', variational'， 


1 个 点 与 最 后 一 个 点 〈 即 两 端点 ) 的 切 矢量 











; ] 个 点 与 最 后 一 个 点 的 一 阶 与 二 阶 导数 。 





另外 ,也 可 对 取 值 区 间 的 两 端点 给 




















后 一 个 点 的 二 阶 导数 等 于 零 ， 此 时 忽略 参数 valconds 的 作 月 


人 second: 给 定 最 后 一 个 点 的 二 阶 


吕 


导数 。 当 参数 valconds 也 给 出 ， 且 世 




















Lagrange 插值 法 ， 生 成 三 次 样 条 


上 ._ 人 忆 Ar 中 





| 子 付 串 》 





2 个 节点 的 二 阶 导数 相等 ， 即 Mo=Mi， 同 时 ， 使 最 后 
导数 与 倒数 第 2 个 节点 的 二 阶 导数 相等 ， 即 Mi=AM,。 此 时 ， 式 〈31-12) ， 

LUi=-2，d=0。 实 际 上 ， 这 就 是 抛物 线 边 界 条 件 。 
满足 上 面 的 边界 条 件 ， 而 且 各 节点 处 的 函数 值 、 一 阶 导 数值 、 二 阶 
生成 三 次 样 条 曲线 了 。 


三 次 样 条 曲线 的 生成 














续 ， 就 可 














周 用 格式 为 ; 








可 取 以 下 








它们 分 别 代表 下 面 的 意思 。 
〈 一 阶 导数 )。 





























此 时 ? 当 


倒数 第 2 个 节点 成 为 不 活动 节点 ， 也 就 是 说 忽略 这 两 个 节 
时 ， valconds 的 作用 。 








值 为 默认 值 [0 0] 


























线 。 














上 


O 


不同 的 约束 条 件 ， 这 时 conds 为 矩阵 形式 ， 且 对 每 个 











condsG) 需 给 出 不 同 的 值 ， 以 对 两 端点 有 
定义 如 下 。Dis 表示 第 一 个 点 (=1) 的 valcondsd) 参 数 的 值 ， 如 果 conds(j)=i， 表 示 最 后 


2 

















定 不 同 的 约束 条 件 。 

















一 个 点 G=2) 的 valconds(O) 参数 的 值 ， 则 此 处 的 i=1 或 2。 表 31-2 是 conds 与 valconds 的 可 


选 值 。 
































条 件 下 ，p 是 在 给 定点 e 以 及 与 e 最 近 的 三 个 点 插值 所 得 的 三 次 样 条 插值 函数 。 

















如 果 参 数 condsG) 没有 明确 给 出 , 则 condsgj) 默 认为 1， 同 时 ,valcondsG) 参数 设 为 默认 值 。 
valcondsg) 的 默认 值 是 condsG)=1 或 0 时 , 三 次 样 条 插值 最 近 的 4 个 点 的 一 阶 导数 值 。 即 ， 



































csape(x,y) 表 示 在 Lagrange 约束 条 件 下 的 三 次 样 条 插值 。 


表 31-2 参数 conds 与 valconds 的 可 选 值 





当 j=1 或 2 时 ，e=a(b) 是 第 一 个 点 GF=1) 或 最 后 一 个 点 =2) 的 值 ， 则 在 Lagrange 插值 




















lagrange Ds(e)=Dp(e) 默认 值 
clamped Ds(e) = valconds() condsO = 1 
variational D2s(e) 光 妹 conds(O) = 2, valcondsG) = 0 
periodic D's(a) = D's(b)r= 1.2 condsO = [0 0] 
curved D2sCe) =valconds(O) conds() =2 





csape(xy[2 2]), csape(x,y"V) 为 variational 约束 条 件 下 的 三 次 样 条 插值 。 
































而 csape([-11], [-131,[12],[3 6]) 表 示 p(-D= -1.Dp(-D=3、p(D)=1、D?p(D)=6, 即 pCOO=x3 


下 的 三 次 样 条 插值 。 























csape([-1 1], [-11) 表 示 p(-D= -1、p(D=1， 即 pCO=x 下 的 三 次 样 条 插值 。 
当然 ， 也 可 以 把 参数 valconds 包括 在 参数 y 内 。 特 别 地 ， 如 果 size(y)==[dny]， 其 中 














ny=length(x)+2， 此 时 valconds 为 与 xD，i=1l:length(x) 相对 应 的 y(:,[L end]) 与 yGC,i+l) 。 
若 x 是 一 个 包含 有 m 个 元 素 的 数组 [xl1...xm]， 则 相应 地 ，y 也 是 一 个 包含 有 m 个 元 素 
的 数组 。 若 函数 是 矢量 形式 ， 则 y 是 一 个 有 m+1l 个 元 素 的 数组 。 同 时 ，conds 是 一 个 包含 有 m 














个 元 素 的 数组 。 此 时 ，valconds 成 了 y 的 一 部 分 。 
【 例 31-1】 下 面 是 一 个 多 元 矢量 函数 的 例子 。 


>>xX = 0:4) y=-2:2; s2 = 1/sqrt(2); 


ClLear V 

让 全) 太 和 拘 2 二 S2 二 0 过 本 汪汪 
(全 让 让 [二 240 区 基 河 2202] 人 9 二 04 肥 
天 王 下 下 下 全 庆 2 200 二 二 二 


sph = csape({xryjvvr{r'"clamped'，'Periodic'}) 

Values = fnval(sSphv{0:.1:4, -2:.1:2}) 7 

Surf (sdqueeze (Values (1，:y，:))v，sdqdueeze(values (2，:v，:))，... 
Sdqueeze (Values (3，:v，:)))7 axis edual 


这 是 一 个 二 元 三 次 样 条 插值 函数 ， 计 算 结果 是 一 个 球 ， 如 图 31-1 所 示 。 



































上 例 中 ， 也 可 以 用 命令 fnplt(sph) 代替 fnval 与 surf 命令 来 画图 。 此 处 的 v 是 三 维 数组 ， 
v(Cij) 与 (xyG)) 相对 应 ，i=1:5,j=15。 为 了 与 conds (1) ， 即 clamped 相对 应 ，size(v,2) 是 
7， 而 不 是 5，vG: 坟 的 第 一 个 与 最 后 一 个 点 与 两 端点 的 一 阶 导数 〈 即 切 矢 量 ) 相对 应 。 

以 前 的 MATLAB 版 本 中 列 出 的 约束 条 件 可 以 被 现在 的 约束 条 件 代 替 ， 例 如 ， 实 现下 面 的 





















































约束 条 件 : 
4(8)=wDs(e)+DD2s(e)=c 
式 中 ，aw, b, c 为 标量 ，e=x(])。 
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使 月 

















丽 








31-1 次 样 条 曲面 图 



































上 默认 的 约束 条 件 计算 给 定点 处 的 三 次 样 条 插值 函数 sS1， 同 时 计算 在 零点 和 约束 条 件 




















e 下 的 三 次 样 条 插值 函数 S0， 最 后 获得 期 望 的 三 次 样 条 插值 函数 : 




















S=5+((C 一 4)(CD)140so)so 











下 面 是 详细 的 实现 过 程 ， 这 里 为 了 不 对 sl 与 s0 进行 微分 ， 删 除了 分 段 多 项 式 中 的 s] 与 


Ss0 两 段 。 





.374 。 














>>X=2xbixr[0 1 0.1 0.2 0.9]7y=cos (X) ; 

PP1 = Csape (XrY) 

qp1 = fnqer (fnbrk (PP1,1) )， 

PP0 = csape (xzeros (Size(y))，[1v 0]，[17，0])， 

qp0 = fnaqer (fnbrk (PP0，1) ) ，; 

ee = X1L);) a=4)b=3;c=2)， 

am1l = axfnval (qple) + bxrfnval (fndqezr (ap1l1)，v，e) 
am0 = axfnval (qpove) + bxrfnval (fndqezr (ap0)ve):; 
pP = fncmb (pp0，(c-Lam1)/Lam0,PpP1) ;Enplt (PP) 


结果 如 图 31-2 所 示 。 
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1 2 3 4 5 6 了 


图 31-2 三 次 样 条 曲线 图 






























































注意 : 如 果 x 数组 不 是 单调 递增 的 ， 则 必须 对 x 与 y 重新 进行 排列 ， 以 使 它们 符合 单调 
递增 。 另 外 ， 若 y 是 向 量 形式 ， 则 valconds(:j)，j=1:2 也 必须 是 同样 长 度 的 向 量 形式 。 


2. csapi 函数 

给 定 节 点 数组 x， 利 用 csapi 函数 求 出 满足 sCOD))=yO) 的 三 次 样 条 曲线 *。 此 函数 的 功能 与 
csape 函数 在 conds=mot-a-knot 约束 条 件 下 的 功能 相同 ， 其 调用 格式 为 ; 

@ values = csapi(x,yXx) 首先 生成 满足 sxO))=yO) 的 三 次 样 条 曲线 *， 然 后 求 出 在 给 定 节 
点 数组 xx 下 的 函数 值 sx， 结果 存放 在 输出 数组 values 中 。 

@ pp = csapi(xy) 返 回 满 足 COD)=y0) 的 三 次 样 条 曲线 9*， 结 果 存 放 在 pp 中 。pp 可 以 作为 
fpval、fpder 等 操作 器 类 函数 的 输入 参数 。 

如 果 x 是 一 个 包含 有 闵 个 数组 元 素 zz 的 数组 , 而 每 个 数组 元 素 又 包含 其 他 数组 元 素 ， 
即 形 如 {{fal a2 a3},{a4 a6},{a7 a9 al0 all}} 的 数组 , 则 数组 * 的 每 个 元 素 的 长 度 分 别 为 石 .ms 
此 时 ， 要 求 》 也 是 一 个 数组 ， 数 组 长 度 为 [az 由 ， 输 出 结果 为 一 闵 元 三 次 样 条 函数 。 如 果 
只 有 两 个 输入 参数 ， 则 返回 的 是 分 段 多 项 式 形式 的 样 条 函数 友 ; 如 果 输 入 参数 是 3 个 ， 则 返 

















































































































回 数组 xx 的 样 条 函数 值 oo0， 如 果 太 数组 有 严 个 元 素 ， 则 返回 的 也 是 一 个 包含 有 闫 个 元 素 
的 数组 。 
在 舍 入 误差 允许 范围 内 ,如 果 半 至 少 有 4 个 元 素 , 则 pp=csapi(x,y) 与 下 面 所 示 返 回 的 结果 





























n = Length (X) 

pP = fn2fm(spapi(augknt (x([1 3: (n-2) nl])v，4)v，xvy)，PP ); 
但 是 ， 如 果 计 算 三 次 样 条 函数 时 ， 没 有 把 节点 zx) 与 xx-l 考 虑 在 内 ， 
【 例 31-2】 下 面 是 一 个 二 元 双 三 次 样 条 插值 函数 的 例子 。 


>>X =.0001+[-4:.2:4])y = -3:.2:3); 

















回 的 结果 可 能 不 同 。 


疝 





[yy xxX] = meshgriq(yr， xx) = Pixrsdqrt(xx.^2+Yyy.^2)) zZ = Sin(r)./T; 
pbBecs =…Gsapft 人 ZryTlr 志和 fnplt(bpcs 7 axis([-5 5 一 5 5 一 9 1]) 


返回 的 图 形 是 一 项 墨西哥 帽子 ， 如 图 31-3 所 示 。 



































3 人 9 这 

















注意 : 若 数 组 x 不 是 单调 递增 ， 则 要 求 x 与 ?重新 排列 ， 以 使 它们 符合 单调 递增 。 





3. csaps 函数 
j csaps 函数 生成 平滑 的 三 次 样 条 函数 ， 其 调用 格式 为 : 



































@ [values,p] = cSapS(X, y, P, XX) 

@ [values,p] = cSapS(X, y, P, XX， WwW) 

e [pp,p] = csapsCx y) 

@ [pp,p] = csaps(Cx, y, D) 

@ [pp,p] = csaps(x y p, [ ], w) 

给 定 平滑 参数 p《〈 取 值 区 间 为 [0 H]) 和 可 选 参数 w《〈 权 重 )， 对 数据 x，y 进行 平滑 处 理 
生成 三 次 样 条 曲线 。 如 果 平 滑 参 数 p 是 负 值 ， 或 者 没有 给 出 ， 该 责 数 会 自动 选择 有 效 的 p, 出 
时 p 会 作为 第 二 个 输出 变量 返回 。 
平滑 三 次 样 条 曲线 的 方程 如 下 : 


P wD(OD)OD-sGaGD)7+Q-DDICD29 =0 
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ESY 























式 中 ，w=ones(size(x) ) ， 当 输入 参数 w 没有 给 出 时 ， 它 就 是 w 的 默认 值 。 当 pP=0 时 ， 用 最 小 二 乘 
法 来 平滑 生成 三 次 样 条 函数 ， 当 玉 1 时 ， 相 当 于 用 命令 csapi (xy variational) 来 拟 合生 成 三 次 样 
条 函数 。 当 忆 从 0 到 1 变化 时 ， 平 滑 样 条 曲线 也 随 着 从 一 端 变化 到 另 一端 。P 的 步 长 一 般 为 
II+26)， 式 中 的 大 为 横 坐 标的 平均 间距 。 对 于 均匀 间距 ,p 在 II+160) 与 1L+0.60) 间 变化 。 

csaps(CX,yp,xX) 返 回 给 定点 xx (xx 可 以 是 一 个 数组 ) 的 三 次 样 条 函数 值 sCcxz) 〈 与 之 相对 
应 ，sGCoo) 也 可 以 是 一 个 数组 )。 

csaps(x,y,p) 返 回 给 定 平滑 参数 p， 经 过 平滑 处 理 的 三 次 样 条 函数 。 因 为 选择 合适 的 参数 p 
是 很 因 难 的 ， 所 以 建议 用 spaps 函数 来 产生 合适 的 p， 以 便 在 允许 的 精度 范围 内 产生 最 光滑 的 
样 条 曲线 。 





















































































































































当然 ， 也 可 以 对 离散 性 很 大 的 散 点 数据 进行 平滑 处 理 。 通 过 调用 
Values = Csaps( {xXl，...rxm}j，，y P，， xx w) 
或 


PP= csaps( {xl，...rxmlj yp，[]，w) 
就 可 以 对 散 点 数据 进行 平滑 处 理 ， 获 得 平滑 的 样 条 曲线 。 如 果 函 数 pp 是 矢量 形式 ， 则 数 
组 y 的 长 度 为 [dlength(xl1)…….lengthCxm)]; 如 果 函 数 pp 为 标量 形式 ， 则 数组 y 的 长 度 为 
[length(xlD)，……,length(xm)]。p 是 标量 或 包含 有 m 个 元 素 的 向 量 ，xx 为 xx(:,j) 或 xx1…… xxm)}， 
可 求 出 这 些 零 散 节 点 的 函数 值 。 如 果 参 数 w 也 给 出 ， 则 w 为 包含 有 m 个 元 素 的 数组 〈wf{j 
为 空 ， 则 用 默认 的 权重 代替 )。 
【 例 31-3 】 
>>X=2xpbixr[0 1 0.1 0.2 0.9]:， 
Y=Ccos (X) ; 
csaps(xyyyl, [0.3 0.5 0.6]) 
ES 
0.9416 0.8740 册 2.5 由 


PP=csaps (xyrI); 
fnpPlt (PP) 
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结果 如 图 31-4 所 示 。 
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图 31-4 平滑 生成 的 三 次 样 条 曲线 图 
注意 : 若 x 数 组 不 是 单调 递增 的 ， 则 要 求 x 与 ?重新 排列 ， 以 使 它们 符合 单调 递增 。 





















































4. cscvn 函数 
该 函数 在 natural 或 periodic 约束 条 件 下 内 插 生 成 三 次 样 条 曲线 ， 其 调用 格式 为 : 
@ _ curve = csScvyn(points) ”返回 在 给 定点 points(:j)，j=l:end 的 参 变量 函数 值 〈 存 放 在 向 量 
curve 中 )。 在 第 j 个 点 的 参 变量 值 tj) 可 通过 下 式 求 得 
y lpoints(G,i+D-pointsG, 站 | 
i>7/ 
如 果 第 1 个 点 与 最 后 一 个 点 重合 ， 则 生成 封闭 的 三 次 样 条 曲线 。 
【 例 31-4】 下 面 的 例子 产生 一 条 通过 给 定点 的 样 条 曲线 。 
>>PpeolintSs=[0 工 荆 0 =1 =1 00003700 工 和 2 工 0=L1 =2]7 
fnplt(cscvn (Points));， hold on 
plot (Points (1，:)vpoints(2，:)，o )，hold off 


结果 如 图 31-5 所 示 。 
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图 31-5 ”内 插 参 数 生成 的 三 次 样 条 曲线 图 























5 3397 


下 面 的 例子 利用 函数 cscvn 生成 一 个 “ 心 形 ” 图 





>>C=fnpPlt (cscvn([0 .82 .9200-.92 一 . 
fill(tc(l:)vc(2，:)，'z5); gs 利用 fill 函 


axXis edcual 


形 ， 如 图 31-6 所 示 。 
82 07 -66 .9.0=-:.83 一 .83 0 
数 ， 在 样 条 曲线 范围 内 充填 红 人 双 
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图 31-6 ”内 插 参 数 并 充填 生成 的 三 次 样 条 | 





5. getcurve 函数 

j getcurve 函数 动态 生成 三 次 样 条 曲线 ， 
[xy, SPpcv] = getcurve 

在 MATLAB 工作 空间 内 输入 getcurve 函数 后 ， 

鼠标 在 窗 体 范围 



























































蕊 调用 格式 为 : 





首先 会 显示 一 个 网 格 窗 体 界面 ,用 户 可 用 
内 随意 地 点 一 些 点 。 随 之 ， 在 窗 体 上 出 现 联 结 这 些 点 的 一 段 段 的 直线 。 最 后 






































当 用 户 在 窗 体 范围 外 任意 地 方 用 鼠标 单 击 











下 后 ， 就 会 画 出 通过 这 些 点 的 三 次 样 条 曲线 〈 此 


























.9 .66])); 




























































































样 条 曲线 是 通过 cscvn 函数 计算 得 到 的 )。 如 果 用 户 在 网 格 窗 口内 点 的 最 后 一 个 点 与 第 一 个 点 
重合 ， 则 画 出 的 是 封闭 的 样 条 曲线 。 
【 例 31-5】 ”用户 在 窗 体 范 围 内 随意 点 击 : 
ans 一 
Columns 1 thzrougn 7 
=028710 -=0581441.， = 三 053733 0.2396 055392 0.2212 -0.2949 
0.5965 =0.L70 = 三 0.4795，、 = 三 0.4737 0.1345 0.2573 0.5380 
Column 8 
-0.4839 0.6667 








所 画 的 图 形 如 31-7 所 示 。 
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过 本 二 汪汪 二 全 下 过 二 党 二 全 村 全 全 证 全 人 有 二 十 本 天 全 柯达 2 汪 | 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

入 生生 二 县 省 二 汪 人 人 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

| 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

站 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 T 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

| 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

二 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 ! 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

FF 二 一 于 一 天 4 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 ! 1 1 1 1 1 1 1 

和 | 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 f 1 1 

于 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 

人 

1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

| 1 1 | 1 1 | 1 | 

人 巡 二 革 《 受 OU 号 写 
全 全 


done 

















:次 样 条 








动态 生成 的 : 


图 31-7 
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第 32 章 ”分 段 多 项 式 CPP) 样 条 曲线 


32.1 基本 原理 





分 段 多 项 式样 条 曲线 〈 即 PP 形式 的 样 条 曲线 ) 中 ， 两 节点 《〈 断 点 ) 之 间 的 曲线 段 是 由 多 
项 式 拟 合生 成 的 ， 整 个 样 条 曲线 由 一 段 段 的 分 段 多 项 式 曲线 组 成 ， 各 段 多 项 式 具 有 不 同 的 系 
数 。 生 成 分 段 多 项 式样 条 曲线 的 关键 是 寻找 多 项 式 ， 以 逼近 每 对 节点 间 的 曲线 。 因 此 ， 在 生 
成 分 段 多 项 式样 条 曲线 时 ， 要 求 用 户 输入 各 分 段 的 系数 值 ， 以 此 来 拟 合生 成 分 段 多 项 式样 条 
曲线 。 
























































































































































在 MAILAB 样 条 工具 箱 中 ， 一 个 〈 单 变量 ) 分 段 多 项 式样 条 函数 由 它 的 节点 数组 breaks 
和 多 项 式 各 段 的 系数 数组 coefs 拟 合生 成 。 当 样 条 曲线 是 二 维 或 三 维 时 ， 与 此 相对 应 的 系数 数 
组 coefs 也 变 成 二 维 或 三 维 向 量 。 然 而 ， 为 了 与 标准 的 向 量 运算 一 致 ， 系 数 向 量 常 按 一 维 进行 
运算 。 另 外 ， 节 点 数组 breaks 要 求 必 须 严 格 单调 增 ， 即 : 
breaks(])<breaks(2)<...<breaks(m+]l) 
其 中 , m 为 分 段 多 项 式 的 段 数 。 各 段 多 项 式 的 阶 次 可 以 不 同 , 但 最 好 具有 相同 的 阶 次 K。 此 时 ， 
若 系数 数组 coefs 的 大 小 是 [mkl， 则 coefsG,;) 是 第 j 段 分 段 多 项 式 的 系数 。 
分 段 多 项 式样 条 函数 人 就 是 由 节点 数组 breaks、 系 数 数组 coefg、 段 数 m 和 阶 次 K 生成。 
节点 的 取 值 区 间 是 [breaks(1) ”breaks(m+lD]。 此 时 ， 分 段 多 项 式样 条 函数 可 按 如 下 方式 表示 : 
f(b = polyval(coefsd,:)， t-breaksg)) 
其 中 ，breaksd) 入 tx breaksd+1) 
polyval(a, x) 是 MATLAB 中 的 函数 ， 本 数 值 通过 下 式 计算 获得 : 
本 xz =a(ODX 二 Q(2)YX 十 .十 GD) 兴 0 
当 t 不 在 区 间 [breaks(]D) breaks(m+l] 时 ，Kb 的 第 一 段 与 最 后 一 段 分 段 多 项 式 被 扩展 定 
义 ， 即 




























































































































































































fb = polyval(coefs(]1,:),tbreaks(1)) ，t< breaks(]) 
一 个 分 段 多 项 式样 条 函数 可 以 通过 插值 、 拟 合 或 从 其 他 类 型 的 样 条 函数 中 转换 得 到 。 这 
可 以 通过 生成 一 些 M 文件 来 建立 ， 和 输出 结果 为 一 行 向 量 。 但 是 ， 也 可 以 通过 如 下 方式 来 生 
成 : 















































pp=ppmak(breaks,coefs) 
例如 ， 
pp=ppmak(-5: -1，-22: -11) 
上 面 的 节点 数组 包含 有 5 个 元 素 ， 因 此 区 间 被 分 成 四 段 。 系 数 数 组 包含 有 12 个 元 素 。 因 
此 ， 我 们 可 以 确定 该 分 段 多 项 式样 条 函数 的 阶 次 为 3〈 即 12/4) 。 通 过 使 用 命令 ; 
fnbrk(pp) 
输出 结果 为 : 
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preaks (1:m+lL) 
二 5 二 和 2 


Coefficients (QqxmyrKk) 


-22 -21 -20 

二 上 9 三 下 8 下 7 

三 于 6 志 工 5 一 于 人 

三 3 二 工 2 二 d 

Pieces numbetr Im 

4 

OrQeL 上 K 

纪 

Qimension Qq of 七 azdet 
工 

















从 上 面 可 知 ， 通 过 函数 brk《〈 操 作 器 类 函数 ， 后 面 有 介绍 ) ， 可 以 获得 样 条 函数 的 有 关 








下 面 ， 还 有 一 些 可 对 分 段 多 项 式样 条 函数 进行 操作 的 函数 ; 
Vv=fnval(pp,X) 
dpp=fnder(pp) 
dirpp=fndir(pp,dimD 
ipp=fnint(pPp) 
pj=fnbrk(ppjj) 
pc=fnbrk(pp,[ab]) 
fnplt(pPp) 
sSp =fn2fm(pp,B-) 
Pr = fnrfn(pp,morebreaks) 
上 上 面 的 函数 都 是 可 以 对 样 条 函数 进行 操作 的 函数 ， 本 章 后 面 将 进行 专门 的 介绍 。 
例如 ， 可 以 通过 如 下 操作 来 画 出 分 段 多 项 式样 条 曲线 : 












































>> X = [-55:-5]/10); 

PP=PPmak (-5:-17v -22:-11) 7 
在 图 中 画 出 竖 线 ， 

P1Lot (X，fnval (PP X)，" 一 . ，); 

preaks=fnbrk (PP，'b') ，; 

YY=axis'， 

hold on 


for J=1:fnpzrk (PP，' 工 ") +1 
Plot (breaks([j jl])vyYy(3:4) )， 
enda 


最 后 ， 在 图 中 画 出 第 3 段 分 段 多 项 式样 条 曲线 
P1Lot (xr fnval (Enpbrk (pp 3)v，x) ) vset (gcar 'ylimr'rv [-60 -10])x，holdq off 
结果 如 图 32-1 所 示 。 
注意 ， 如 果 用 一 些 数据 可 以 很 好 地 生成 分 段 多 项 式样 条 曲线 ， 则 使 用 这 些 数 据 也 可 以 生 
成 B 样 条 曲线 ， 而 且 生 成 的 效果 会 更 好 ， 因 为 分 段 多 项 式样 条 曲线 实际 上 是 B 样 条 曲线 线性 
组 合 的 特例 。 
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图 32-1 分 段 多 项 式样 条 曲线 、 第 3 段 分 段 多 项 式样 条 曲线 


























32.2 ”分 段 多 项 式样 条 曲线 的 生成 


MATILAB 的 样 条 工具 箱 中 提供 的 生成 分 段 多 项 式样 条 曲线 的 函数 如 表 32-1 所 示 。 
表 32-1 分 段 多 项 式样 条 曲线 类 函数 


























函数 名称 简单 介绍 
pplst 显示 关于 生成 分 段 多 项 式样 条 曲线 的 M 文件 


























生成 分 段 多 项 式样 条 函数 
计算 在 给 定点 处 的 分 段 多 项 式样 条 函数 














1. pplst 函数 
利用 该 函数 显示 生成 分 段 多 项 式样 条 曲线 的 M 文件 ， 其 调用 格式 为 : 


@ pplst 











2. ppmak 函数 
利用 该 函数 生成 分 段 多 项 式样 条 函数 ， 其 调用 格式 为 : 
@ ppmak 








@ ppmak(breaks, coefs) 

@ pp =Pppmak(breaks, coefs, d) 

函数 ppmak 生成 分 段 多 项 式样 条 函数 。 

如 果 用 户 具 输入 “ppmak”， 则 紧 接 着 会 出 现 提 示 ， 要 求 用 户 输入 其 他 必须 的 参数 (breaks 
与 coefs 等 )。 通 过 这 各 方式， 实际 存储 的 这 种 形式 样 条 函数 的 数据 很 容易 被 修改 ， 而 不 会 对 
与 之 有 关 的 各 个 M 文件 有 影响 。 输 入 参数 breaks 可 用 于 决定 ppmak 命令 生成 的 函数 是 一 元 函 
数 还 是 多 元 函数 。 如 果 breaks 参数 是 一 个 节点 序列 , 即 形 如 {au oz, .… an} 的 数组 (注意 , breaks 
数组 中 的 元 素 必 须 是 单调 增 的 ， 而 且 要 求 第 1 个 点 与 最 后 一 个 点 不 相等 )， 此 时 生成 的 分 段 多 
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项 工 样 条 函数 是 一 元 函数 。 分 段 多 项 式样 条 函数 的 其 他 部 分 按 下 面 决定 : 

(1) 分 段 多 项 式 段 数 工 等 于 breaks 数组 的 长 度 减 1， 即 L=length(breaks)-1。 相 应 地 ， 各 
段 的 取 值 区 间 是 [breaks(1) breaks(L+D]。 

(2) 函数 的 最 高 次 过 〈 阶 次 ) k 与 维 数 d 被 决定 如 下 。 如 果 维 数 d 没有 明确 给 出 ， 则 
coefs(:,ixk+j) 被 认为 是 第 寺 !1 段 分 段 多 项 式 的 第 j 个 系数 《要 求 该 分 段 多 项 式 的 第 1 个 系数 最 
大 、 第 下 个 系数 最 小 ， 或 者 所 有 系数 值 都 相等 )， 然 后 维 数 d 可 从 [dkl]=size(coefs) 得 到 ， 阶 次 
k=fix(kVD)。 如 果 维 数 d 明确 给 出 , 则 coefs(Gixd+j,:) 被 认为 是 第 计 !1 段 分 段 多 项 式 的 第 j 个 系数 。 
特别 地 ， 如 果 输 入 的 系数 数组 coefs 由 fnbrk 函数 生成 时 ， 则 维 数 d 必须 明确 给 出 。 如 果 节 点 
数组 breaks 是 一 包含 有 m 个 元 素 xi.…xm 的 数组 ， 而 每 个 元 素 又 包含 其 他 的 数组 元 素 ， 即 形 如 
{{fal a2 a3j,{a4 a6},{a7 a9 al0 all)} 的 数组 ， 此 数组 的 长 度 为 下， 则 分 段 多 项 式 函 数 为 囊 元 函 
数 。 此 时 分 段 多 项 式样 条 函数 的 其 他 部 分 被 决定 如 下 。 

G@ 第 i 个 数组 元 素 〈 它 也 是 一 个 数组 ) 的 长 度 L=length(breaks{ij)-1， 则 相应 的 第 i 个 数 
组 元 素 〈 它 也 是 一 个 数组 ) 的 取 值 区 间 是 [breaksG)(1) breaksG)(end)]。 

@) 分 段 多 项 式 函 数 各 段 的 维 数 d 与 阶 次 k 如 果 能 直接 从 系数 和 阵 coefs 中 获得 , 则 第 3 个 输 
入 参数 d 被 忽略 。 如 果 coefs 是 一 个 长 度 为 mm 的 数组 ， 则 生成 函数 是 标量 形式 ， 即 d=1， 阶 次 
k=size(coefsyL， 同 时 系数 矩阵 被 下 式 代替 :，coefs=reshape(coefs，[1，size(coefs)) 。 如 果 coefs 是 一 
个 长 度 为 m+l 的 数组 ， 则 d=size(coefs, D)， 第 i 段 多 项 式 的 阶 次 ke=size(coefs, i+1XVLG)， 这 1 mo。 
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【 例 32-1】 
>>PpPmak([0:2]，[1:6]) 
ans = 

form: "PP' 


breaks: [0 1 2] 
coefs: [2x3 qouble] 
Pieces: 2 
Order: 3 

Qim: 工 


生成 图 形 如 32-2 所 示 。 



































图 32-2 ”分 段 多 项 式样 条 曲线 图 
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上 例 表 示 在 区 间 [0 2] 内 生成 一 条 分 段 多 项 式样 条 曲线 ， 此 曲线 由 两 段 多 项 式 组 成 ， 曲 线 
的 阶 为 3， 生 成 的 分 段 多 项 式 函 数 为 一 元 函数 。 此 曲线 有 一 个 内 部 断 点 ， 函 数 在 断 点 处 是 连续 
的 ， 因 为 第 一 个 分 段 多 项 式 函 数 为 





























Fo0O= 刀 +2x+3 
第 二 个 分 段 多 项 式 函 数 为 





Fo0O=4(C-D2+S5SC-D+6 
当 函 数 是 一 元 函数 并 且 维 数 d 没有 明确 给 出 时 ，d 等 于 系数 矩阵 coefs 的 行 数 。 系 数 窍 阵 
coefs 的 列 数 为 分 段 多 项 式 段 数 的 乘 方 。 例 如 ， 
PPmak ([0:2]，[1:3v， 4:6]) 
会 导致 错误 ， 因 为 区 间 [0 分 表示 有 两 段 分 段 多 项 式 ， 而 系数 矩阵 中 的 列 数 不 满 足 要 求 。 修 改 
了 的 






































PPmak ([0:1]，[1:3,，4:6]) 


表示 抛物 线 曲线 : 























FOOD0=(4 刀 +(2.5)x+(3.6) 
又 如 


>>Pbmak([03I7132217 [1337436753776:8]) 
ans 一 
form: "PP' 
breaks: [0 1 1 2] 
coefs: [3x4 qouble] 
Pieces: 3 
Orader: 4 
Qim: 工 
图 形 如 32-3 所 示 。 
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图 32-3” 断 点 不 连续 的 样 条 曲线 图 
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3. ppual 函数 
该 函数 计算 给 定点 处 的 分 段 多 项 式样 条 函数 值 ， 其 调用 格式 为 : 
@ ppual[pp,x] 计算 给 定点 X(Cx 可 以 是 一 个 矩阵 或 数组 ) 处 的 分 段 多 项 式样 条 函数 的 函数 
值 。 如 果 分 段 多 项 式样 条 函数 是 一 元 @d 次 函数 ， 则 函数 值 算 阵 的 大 小 是 [dsm, ao], 其 中 [m, 上 为 
和 矩阵 的 大 小 。 如 果 分 段 多 项 式样 条 函数 是 多 元 d 次 函数 ， 则 函数 值 矩 阵 的 大 小 被 决定 如 下 : 
(1) 当 驻 矩阵 大 小 为 [ma 时 ， 输 出 的 函数 值 窃 阵 大 小 为 [dxsm, n]。 
(2) 当 d>1l 并 且 X 为 [X1 X2...Xm 时 ， 输 出 的 函数 值 矩 阵 大 小 为 [d, nl, n2...nm]。 
(3) 当 d=1 并 且 X 为 [X1 X2...Xm 时 ， 输 出 的 函数 值 矩阵 大 小 为 nl, n2...nm]。 
【 例 32-2 了 】 
>>CSs=pPpmak([0:3,，3:5]，[1:3v，4:6，5:77， 6:8]); 
PPual (cs [1:2，3:4]) 
4 6 6 8 
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第 33 章 B 样 条 曲线 


33.1 基本 原理 











B 样 条 曲线 是 最 常用 的 样 条 曲线 ， 它 可 以 给 出 非常 光滑 的 插值 曲线 ， 因 此 在 数值 通 近 、 



































营 微 分 方程 数值 求解 以 及 科学 和 工程 计算 中 应 用 均 相 当 广 泛 。 
































已 知 a+l 个 控制 点 已 G=0,1… 思 ， 称 之 为 特征 多 边 形 的 顶点 ， 则 把 半 次 参数 曲线 段 


PO= 和 PP (33.1) 
1=0 
叫做 B 样 条 曲线 段 。 

1 

式 中 FoaOD= 万 2CD Coat+ma 一 四 (33-2) 
1 

而 六 二 (7 十 ]D1! 
7 











一 般 地 ， 由 空间 的 a+l 个 控制 点 生成 的 大 阶 B 样 条 曲线 是 由 工段 B 样 条 曲线 逼近 而 形成 
的 ， 每 个 曲线 段 的 形状 由 点 列 中 天 个 顺序 排列 的 点 所 控制 ， 由 不 同 节 点 向 量 构成 的 均匀 B 样 
条 函数 所 描绘 的 形状 相同 ， 可 看 成 是 同一 个 B 样 条 函数 的 简单 平移 。B 样 条 曲线 的 导数 可 月 
其 低 阶 B 样 条 基 函 数 和 项 点 向 量 的 差 商 的 线性 组 合 求 出 ， 这 也 是 k 阶 B 样 条 曲线 段 之 间 达 到 





























































































































及-2 次 的 连续 性 的 原因 。 








工程 实践 中 最 常用 的 了 B 样 条 曲线 是 低 于 三 次 的 B 样 条 曲线 ， 高 于 三 次 的 了 B 样 条 曲线 一 般 




















很 少 用 。 下 面 ， 我 们 着 重 对 一 、 二 、 三 次 B 样 条 曲线 做 一 介绍 。 


1. 一 次 B 样 条 曲线 
此 时 n=1， 由 式 (33-2) 得 


加 



































下 04(D) = 一 十 | 
FOOD= 
代入 〈33-1) 式 ， 整 理 得 
PD=(+DPo+tP 


四 -1 1 Po 
P(D) =[ 中 ， | 
如 果 继 Pu,， 忆 之 后 还 有 一 些 点 P，P3，..……， 则 依次 地 每 取 两 点 ， 例 如 PI、P，P 已 、P3， 
都 可 以 得 到 一 段 二 次 B 样 条 曲线 段 ， 合 起 来 就 得 到 二 次 了 B 样 条 曲线 。 
2. 二 次 B 样 条 曲线 
此 时 =2， 由 式 〈33-2) 得 


上 式 写 成 矩阵 形式 如 下 : 




















1 
到 02(1) 二 人 
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上 


9 


1 
Fa 人 (1)= 了 了 (CC27 +21f+D) 


1 
到 22(1) = 5 














代入 (33-1) 式 ， 整 理 得 








1 
PCD) = 7[CP 2Pi+ Pa) 大 +(-2Po+2P)i+(CPo+D] 《33-3 ) 
这 也 可 以 写成 矩阵 形式 : 
1 -2 11TPpv 
PO=5 上 熙 -> 2 ol P 
] 1 0||P， 


AT 下 1 
当 太 0 时 ， P(0) = 


AT mg 到 1 
党 大 1 时 ， P(D) 二 全 忆 )) 


这 表明 曲线 段 的 两 端点 是 二 次 B 特征 二 边 形 两 边 的 中 点 。 
将 式 (33-3) 对 xz 求 导 ， 得 


























POOD=LU-DPo+(C2r+DPI+LP2)) 
当 大 0 时 ，P(O= 疡 -Po 
当 太 1 时 ，PD = P-P 
这 表明 曲线 段 两 端点 的 切 向 量 就 是 B 特征 二 边 形 的 两 个 边 向 量 。 
如 果 继 Pu、Pi、 已 之 后 还 有 一 些 点 站 、P4...， 则 依次 地 每 取 三 点 ， 例 如 P、P2、P3，P、 
P、P4，.…， 都 可 以 得 到 一 段 二 次 B 样 条 曲线 段 ， 合 起 来 就 得 到 二 次 B 样 条 曲线 。 


3. 三 次 B 样 条 曲线 
此 时 n=3， 由 式 (33-2) 得 


匹 03() = 二 (CPP+3P-314 

















四 
























































1 
天 13(0) = 人 


天 23(D = 二 CC3P+3P+371 


1 
Fas(D 一 6t 
代入 〈33-1) 式 ， 整 理 得 




















1 
二 Po+3P-3P2+P3)P+(3P-6PI+3P) 六 +(-3Po+3PDt+(Po+4P+P))] 


(33-4) 
这 也 可 以 写成 矩阵 形式 ; 
一 | 3 -3 1|1Po 
1 3 -0 3 0 
PUOD=-[ 记 大 丰 1 
() 6L 1 | 三 5 二 3 
1] 4 10ILP3 
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和 1 
当 -0 时 ，P(OD= 亏 (Po+4 记 上 + 让 ) 


汪 1 
当 克 1 时 ，PO= 亏 (Pi+4P+ 站 





将 式 (33-4) 对 t+ 求 导 ， 得 
) 1 
忆 () = Po+3PI-3P)+P3)P+23P-6P+3P))t+(-3Po+3P))] 《33-5 ) 





当 ;=0 时 ，P(0) = 了 了 (P， 一 Po) 


当 大 1 时，PD= 本 (Pi 三 剖 





将 式 (33-3) 对 z 求 导 ， 得 
| 1 
| 《33-6 ) 





当 1=0 时 ，P"(0) = P,-2PI+P， 

当 大 1 时 ，P"D= 己 -2P2+P3 

如 果 了 B 特征 多 边 形 添加 一 个 顶点 P4， 则 Po，P，P， 忆 决 定 下 一 段 三 次 B 样 条 曲线 段 。 
前 一 曲线 段 终点 的 位 置 、 一 阶 、 二 阶 导 向 量 和 下 一 曲线 段 始 点 的 位 置 、 一 阶 、 二 阶 导 向 量 仅 
与 已 ， 己 ，P3 有 关 ， 且 都 分 别 相 等 ， 这 说 明 三 次 B 样 条 曲线 是 二 阶 连续 的 。 
在 实际 应 用 中 ， 常 希望 所 设计 的 三 次 B 样 条 曲线 从 给 定 的 点 开始 或 终止 ， 而 且 带 有 确定 
的 切 向 量 。 但 三 次 B 样 条 曲线 的 始点 及 始点 处 的 切 向 量 是 由 了 B 特征 多 边 形 的 Po，Pi， 户 三 点 
决定 的 ， 一 般 来 说 不 通过 给 定 的 始点 。 为 了 让 B 样 条 曲线 从 给 定 的 点 开始 ， 并 在 该 点 具有 给 
定 的 切 向 量 ， 可 以 通过 添加 两 个 顶点 的 办 法 来 解决 。 

假定 B 样 条 曲线 的 控制 点 序列 PiG = 0, 1, …, 四 已 经 给 定 。 如 果 要 使 曲线 以 P 为 起 点 且 切 
于 向 量 PoP;， 同 时 以 己 , 为 终点 且 切 于 向 量 已 P， 则 只 需 在 始 端 和 终端 各 增加 一 个 顶点 Pi 
及 Pi， 使 得 向 量 PPo= PoP;，P_iP=PPa， 这 样 在 始 端 和 终端 所 增加 的 B 样 条 曲线 段 就 
可 以 满足 上 述 要 求 。 
由 于 考虑 到 了 B 样 条 曲线 在 工程 
绍 《〈 以 三 次 B 样 条 曲线 为 例 )。 

(1) 端点 性 质 及 连续 性 
在 连接 处 三 次 B 样 条 曲线 的 一 阶 导 数 、 二 阶 导数 都 连续 ， 即 三 次 了 B 样 条 曲线 有 二 阶 导数 
的 连续 性 。 将 此 结论 推广 ， 即 可 得 出 闫 次 B 样 条 曲线 呈 1 阶 导 数 连续 的 论断 。 

(2) 局 部 性 
式 〈33-4) 可 知 ， 每 一 段 三 次 B 样 条 曲线 由 四 个 控制 点 的 位 置 向 量 决 定 。 因 些 ， 在 三 
次 了 B 样 条 曲线 中 ， 改 变 一 个 控制 点 的 位 置 ， 最 多 影响 4 个 曲线 段 。 所 以 ， 通 过 改变 控制 点 的 
位 置 就 可 以 对 B 样 条 曲线 进行 局 部 修改 。 这 是 一 个 非常 重要 的 性 质 。 

(3) 扩展 性 

从 式 〈33-4) 可 知 ， 如 果 增 加 一 个 控制 点 ， 就 相应 地 增加 了 一 段 B 样 条 曲线 。 此 时 ， 原 
有 的 B 样 条 曲线 不 受 影 响 ， 而 且 新 增 的 曲线 段 与 原 曲 线 的 连接 处 具有 一 阶 、 二 阶 导 数 连续 的 
特性 。 这 一 点 是 由 B 样 条 曲线 本 身 的 性 质保 证 的 ， 不 需要 附加 任何 条 件 。 因 而 ， 对 原 有 的 B 
样 条 曲线 加 以 扩展 是 很 方便 的 。 







































































































































































































































































应 用 的 广泛 性 ， 下 面 对 B 样 条 曲线 的 性 质 作 一 简单 的 介 
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33.2 B 样 条 曲线 的 生成 


MATLAB 的 检 


1. splst 函数 
用 splst 函数 


@ Splst 。 





2. spmak 函数 
spmak 函数 生成 B 样 条 函数 ， 其 调 月 
@ Spmak 























条 曲线 了 








函数 名 称 


二 


[有 具 箱 中 提供 的 B 样 条 























Splst 








示 生 成 B 样 条 函数 的 M 文件 





spmak 


条 函数 





SpcrV 





生成 均匀 划分 的 B 样 条 函数 





Spapi 


i 值 生成 B 样 条 函数 








Spap2 




















以 合生 成 B 样 条 函数 





Spaps 











条 曲线 进行 光滑 处 理 

















Spcol 





E 成 B 样 条 函数 的 M 文 从 


@ Sp =Spmak(knots, coefs) 


@ Sp =Spmak(knots, coefs, Sizec) 
spmak 生成 B 样 条 
系数 矩阵 的 大 小 。 如 果 




















生成 B 样 条 函数 的 配置 矩阵 























j 格 式 为 : 











日 格 式 为 : 





轴 数 。 输 入 参数 knots , coefs, sizec 分 别 表示 节点 欠 
只 输入 “spmak”， 则 紧 接 着 会 出 现 提 示 ， 要 求 用 户 输入 其 他 必须 的 参 





上 线 类 函数 如 表 33-1 所 示 : 


B 样 条 曲线 类 函数 


简单 介绍 


E 阵 ， 系 数 久 





E 阵 以 及 





数 (knots，coefs 等 ) 。 通 过 这 种 方式 ， 实 际 存储 的 这 种 形式 样 条 函数 的 数据 很 容易 被 修改 ， 而 


不 会 对 与 之 有 关 的 各 个 M 文 作 
通过 对 coefs 参数 设置 为 d 维 向 量 〈 如 2 维 或 3 维 等 )， 可 以 控 


线 还 是 曲面 ， 


输入 参数 knots 可 以 决定 月 
果 输 入 参数 knots 是 节点 序列 ， 即 形 如 {aj，a，.. 




















| -二 -~ 轩 /人 
FE 影响 。 


















































则 生成 的 B 样 条 函数 是 一 元 函数 ， 函 数 的 阶 次 天 等 于 数组 knots 的 长 度 减 去 系数 矩阵 


即 k=length(dknots)-size(coefs,2)， 这 意味 着 系数 久 
果 B 样 条 函数 是 一 元 函数 ， 则 系数 入 
d=size(coefs,1)， 则 系数 算 阵 只 有 一 列 。B 样 条 冰 数 的 
包含 1 个 元 素 宫 zw 的 数组 ， 而 每 个 元 素 又 包含 其 人 
比 数组 的 长 度 是 m， 则 B 样 条 函数 是 m 


如 果 参 数 breaks 是 一 个 
即 形 如 {{al a2 a3},{a4 a6},{a7 a9 al0 all}} 的 数组 ，4 
和 条 函数 是 矢量 函数 ， 则 系数 数组 coefs 的 长 度 是 Cm+1);， 如 果 检 
量 函 数 ， 则 系数 数组 coefs 的 长 度 是 m， 同 时 系数 数组 被 下 式 代 替 ，coefs = reshape(coefs，[1， 
的 长 度 为 : L=length(knots{i}-size(coef, i+l),i=l:m。 同 时 ， 


元 函数 。 如 果 相 





加 | 





Size(coefs)])。 此 处 ， 









































i 个 输入 问 征 





























第 i 个 输入 向 量 的 取 值 区 间 为 [knots{fi}(1) knots{fi}(end)]。 




















关 spmak 命令 和 后 成 的 是 曲 


崩 spmak 命令 生成 的 B 样 条 函数 是 一 元 函数 还 是 多 元 函数 。 如 
.，ai} 的 数组 〈 数 组 knots 必须 是 单调 


递增 )， 
的 列 数 ， 


E 阵 的 每 一 列 元 素 都 是 B 样 条 函数 的 系数 。 如 
E 阵 上 只 有 一 列 。 特 别 地 ， 若 B 样 条 
区 值 区 间 为 [knots(]1) knots(end)]。 


也 数组 元 素 ， 


函数 是 d 元 函数 ， 


条 函数 是 标 
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【 例 33-1]】 
>>Spmak ([1:6]，[0:2]) 
ans 一 
form: "B-' 
knots: [123 .45 6] 
coefs: [0 1 2] 
number: 3 
Order: 3 
Qim: 工 
上 例 表 示 在 区 间 [1 6] 内 生成 一 条 了 B 样 条 曲线 ， 它 有 6 个 节点 元 素 和 3 个 系数 元 素 ， 函 数 
的 阶 次 好 6-3=3， 图 形 如 图 33-1 所 示 。 

















又 如 ， 
>>Spmak ([1:3v，4:6,7:9]，[0:1v， 1:2]v，size([0:1v，1:2])) 
ans 一 
下 区 “二 
knots: [1234567 8 9] 
coefs: [0 1 1 2] 
nurmber: 4 
Orader: 5 
Qim: 工 
图 形 如 33-2 所 示 。 









































0.8 上 
0.5 上 0.6 上 
0.4 上 
0.2 上 
?1 2 3 4 5 6 7 8 9 四 15 225 93564465 656 55 6 
图 33-1 B 样 条 曲线 图 图 33-2 B 样 条 曲线 图 









































注意 : 如 果 节 点 数组 knots 不 是 单调 递增 或 节点 数组 knots 中 的 元 素 个 数 比 系数 数组 coefs 
中 少 或 者 系数 数组 coefs 为 空 ， 则 会 出 错 。 

3. spcrv 函数 
用 spcrv 函数 生成 均匀 划分 的 了 B 样 条 曲线 ， 其 调用 格式 为 : 


@ SDCcIV(C) 





























@ curve = Spcrv(c, k maxpnt) 
spcrv(c, k, maxpnb 函 数 生 成 丝 过 均匀 划分 的 B 样 条 函数 户 其 中 输入 参数 c 为 B 样 条 函数 
的 系数 矩阵 ，K 为 函数 的 阶 次 ，maxpnt 是 允许 划分 的 最 大 段 数 ， 曲 线 的 形式 如 下 : 
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:tb y BC_K/12| 7 人 二 
一 2 已 
式 中 ，B(Cw 是 在 节点 az 的 B 样 条 函数 ,于 为 函数 中 系数 的 个 数 ， 即 [d, m]=size(c) ， 样 
条 函数 的 阶 次 大 默认 为 4。 
【 例 33-2】 下 面 所 示 生 成 一 条 经 过 离散 的 点 ， 并 光 清 处 理 后 的 B 样 条 曲线 。 
六 > 人世 G 定 人 一 [0 0 了 寺 0 一 00737000 邢 一 2]7 
下 荆 e 蕊 (和 GE 七 总 (于 六 和 6 ES 人 (2 天 














Values = SPcrV(Pointsr3)， 
hold on，P1lLot (values (1，:)，values (2，:))，hold off 


形 如 图 33-3 所 示 。 





而 



































图 33-3 ”光滑 处 理 的 B 样 条 曲线 图 











4. spapi 函数 
用 spapi 函数 插值 生成 了 B 样 条 函数 ， 其 调用 格式 为 ; 
@ Spline = Spapi(knots,x,y) 























@ Spline = Spapi(k,x,y) 

给 定 节点 数组 knots 与 内 揪 数 组 x，y， 返 回 插值 生成 的 B 样 条 函数 六 函数 的 阶 次 为 
k=length(knots) - length(Cx)。 其 中 ， 数 组 x, y 满足 : 

y(CD = 及 xD), alli 

它 包 括 了 数组 x 有 重复 值 的 情况 ,， 即 DPKxD) = X: 访 。 注 意 ， 数 组 x 必须 单调 递增 。 式 
中 ， 丸 = kont2mltc)， 即 ma0D) :=#T <ixOD) =xO0}， 式 中 的 > 表示 对 也 样 条 函数 / 求 凡 1 次 导数 
后 在 x 处 的 导数 值 。 

如 果 代 替 输入 节点 数组 knots， 而 输入 样 条 函数 期 望 的 阶 次 上 则 要 用 操作 器 类 函数 aptknt 
从 数组 x 中 求 出 一 个 可 用 的 《尽管 可 能 不 是 最 优 的 ) 节点 数组 knots。 

【 例 33-3】 


























| 





















































>>spapi((000012222],[01112],[2012-H]) 
上 例 表 示 在 区 间 [0 2 内 生成 一 条 B 样 条 曲线 ， 但 此 曲线 要 通过 给 定 的 内 播 节点 ， 即 当 节 
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点 为 1 时， 要 满足 F(0+) = 2,F) = 0, DGD =1, DOD = 2,F02-)= -1。 
结果 如 图 33-4 所 示 。 





2 























图 33-4 ”一 元 函数 插值 生成 的 B 样 条 曲线 图 
下 面 是 一 个 二 元 函数 内 搬 生 成 B 样 条 曲面 的 例子 。 


六 六 区 全 
一下 全 二 开 

[xx ， YYy] = nadqgrid (xyYy) 
Z = exXp(-(XXK.^2+YY.^2) ) 7 












































SP = Spapi({3，4}v{fxrylvz) 7 
fnplt (sp) 


图 形 如 网 33-5 所 示 。 























图 33-5 ”二 元 函数 插值 生成 B 样 条 曲面 图 
































注意 : 输入 参数 中 的 节点 数组 knots 与 数组 x 在 插值 时 必须 满足 Schoenberg-Whiteney 条 
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件 。 例 如 ， 如 果 数 组 x 单 调 递增 ， 则 对 所 有 的 7 必须 满足 knotsG) < xG) < knotsG+IO。 这 里 节点 


knots(]) 与 节点 knotsa+k 可 能 相等 。 在 多 变量 情况 下 ， 每 个 变量 都 必须 满足 上 述 条 件 。 






































在 单 变量 情况 下 ,如果 数组 x 不 是 单调 递增 ， 则 必须 对 数组 x 与 y 重 新 排列 ， 以 使 它们 符 
合 单调 递增 。 在 多 变量 情况 下 ， 每 个 变量 都 必须 如 此 重新 调整 。 

















On 



































.Spap2 函数 
spap2 函数 ， 使 用 最 小 二 乘法 拟 合 生成 B 样 条 





@ Sp=Spap2(notsk,x,y) 
@ Sp =Spap2(L kx,y) 
@ Sp =Spap2(knots 上 ,xy,wW) 


该 函数 生成 对 所 有 的 7 满足 yG,PD=KazOD), 阶 次 为 大 的 也 相 












































线 ， 其 调用 格式 














和 篆 函 数 。 其 中 ，sp = Spap2(knots， 


k xy WwW) 中 的 knots 是 节点 数组 ，w 为 权重 ， 默 认为 1。 如 果 数 组 x 满足 Schoenberg-Whiteney 


和 条件， 




















knots 。 


如 果 输 入 参数 
果 有 输入 参数 w、K， 则 w 与 Kk 也 必须 是 m 维 的 向 量 。 
必须 是 长 度 为 m+l 的 向 量 。 但 是 ， 如 果 样 条 函数 是 标 
长 度 为 m。 对 所 有 的 计 , …, im，y(:iL,im) 是 与 向 量 
条 拟 合 的 Y 向 坐标 值 。 
















































































由 knots(G) < xG) < knots(Gj+, j=1,..length(x)， 此 处 的 length(x 
成 一 条 单调 递增 的 也 样 条 曲线 。 因 为 选择 合适 的 节点 数组 knots 可 能 很 难 


节点 数组 knots， 而 输入 分 段 多 项 式 的 段 数 1。 此 时 spap2 函数 能 


三 


里 . 





[X 





)=length(knots)-k， 则 生 





E， 所 以 可 以 代替 输入 





























自动 找到 一 个 合适 的 节点 数组 


的 knots 是 m 维 的 向 量 ， 则 输入 参数 x 也 必须 是 m 维 的 向 量 。 此 时 ， 如 
同时 ， 如 果 样 条 函数 是 矢量 形式 ， 则 y 





形式 ， 则 y 为 单 变量 形式 的 数组 ， 其 
{1}1GD…x{tmjGm] 相 对 应 的 ， 用 于 样 








【 例 33-4】 下 面 的 例子 用 最 小 二 乘法 拟 合 数组 x、y 生成 了 样 条 曲线 ， 在 两 个 端点 0 与 
5， 以 及 断 点 3 处 求 二 阶 连 续 偏 导数 。 











>>X=1inspace (0v，2*pir51) 7 
y=Ccos (X)+0.2x (randq(Ssize(X) )-0.5) 7 
fnplt (spap2(augknt([0 3 5],4)，4vxyy)) 


结果 如 图 33-6 所 示 。 


1.5 





0.5 上 


-0.5| 

















图 33-6 ”最 小 二 乘法 拟 合生 成 的 B 样 条 曲线 图 

















"393。 





下 例 是 输入 分 段 多 项 式 的 段 数 生成 样 条 


























六 关 全 二 全 全 和 5. 人 

Y=CcCos (X) / 

WwW = ones(size(X) ) ， 

w([1 endql) = 100; 
PP=sPap2([1 3 6]，2vxrYyrw) 1; 
fnPlt (PP) 


结果 如 图 33-7 所 示 。 





线 的 例子 。 











两 











6. spaps 函数 




















@ Sp = Spaps( X,ytolD) 


as 
3 3.5 

















33-7 _B 样 条 | 


spaps 函数 对 生成 的 B 样 条 曲线 进行 光滑 处 青 


@ [Sp, values] = Spaps(X,y,tol,argl,arg2) 


输入 参数 中 的 数组 交 y 表示 用 于 4 





E 成 了 B 们 








该 函数 表示 在 给 定数 据 下 ， 在 容许 的 精 
意思 是 说 下 式 的 值 最 小 。 




















X(7DD) 























单条 函数 的 
者 度 范围 内 生成 最 光滑 的 B 样 条 曲线 。 在 这 里 





， 其 调用 格式 为 ; 


标 值 ，tol 表示 光滑 时 的 允许 精度 。 





HD" 旋 = (pm 站 








进一步 讲 ， 就 是 根据 数组 x 计算 出 的 B 样 





xD 





ED->wODOCO-AGCOD) 


最 小 。 





在 式 〈33-7) 中 ,7 的 默认 值 是 2， 即 平滑 4 





成 三 次 也 样 条 曲线 。 通 过 设置 












































一 个 argi 为 1 或 3， 使 m=1 或 3， 表 示 平 滑 生 成 一 次 或 五 次 B 样 条 曲线 。 权 向 





使 函数 瓦 j 与 下 式 的 距离 最 小 。 


.394 。 


置 输入 
-于 . 


里 . 








最 光滑 


《33-7) 


条 函数 值 与 给 定 的 数组 之 间 的 距离 最 小 ， 即 : 


《3-8) 


参数 中 的 
w 的 默认 值 


xX(7D) 


| (> 一 门 


x(]) 

可 以 通过 设置 其 中 的 一 个 可 选 参数 argi 来 提供 权 向 量 值 。 此 时 ， 要 求 该 argi 数组 与 x 数 
组 的 长 度 相 等 ， 且 该 argi 数组 中 的 元 素 必 须 为 正 数 。 

拟 合用 的 扭 结 点 (节点 ) 数 组 可 以 是 4 维 向 量 形式 。 这 时 > 数组 的 大 小 是 [wm]。 且 式 (33-7) 
与 〈33-8) 为 各 维 元 素 的 总 和 。 也 就 是 说 ， 如 果 Ko 是 一 个 忆 维 的 函数 数组 { 亡 ,yoco}， 则 
(D=E(D)+.….+E(OD)。 

如 果 关 是 一 个 长 度 为 上 的 数组 ， 则 > 是 一 个 与 长 度 相等 的 数组 。 如 果 函 数 是 标量 形式 ， 
则 数组 》 的 大 小 为 [length(Gx{1)) length(Gx{frj]。 如 果 函 数 是 向 量 形 式 ， 则 数组 》 的 大 小 为 
[dlength(Gx{f1)) ,length(Gxfrj]。 另 外 ， 可 选 参数 站 〈 通 过 输入 参数 argl 或 arg2 设 定 ) 必须 为 
1,2 或 3。 同 时 ,可 选 参数 w (也 通过 输入 参数 argl 或 arg2 设 定 ) 必须 是 一 个 长 度 为 了 的 数组 。 
{ 革 为 空 ， 则 使 用 默认 值 。 风 人 (是 一 个 长 度 与 x{ 相 等 的 正 向 量 。 

【 例 33-5】 


>>X=1Linspace (0v 2*pir51) 7 


























































































































noisy_y=cos (X)+0.2* (andq(Size(X))-0.5); 
fnpPplt(spaps (Xrnoisy _y 1.e-27 3)，"z'72) 


上 例 表 示 平 请 生成 五 次 B 样 条 曲线 ， 平 滑 精度 值 为 1.e-2。 结 果 如 图 33-8 所 示 。 


1 ae ee 
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06 
04 
02 上 
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-0.4 
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二 二 











3 4 5 6 7 
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图 33-8 五 次 B 样 条 曲线 图 
注意 : 如 果 数 组 x 中 的 元 素 不 是 单调 递增 ， 则 必须 对 数组 x、y 进行 重新 排列 ， 以 使 它们 

符合 单调 递增 。 

7. spcol 函数 

j spcol 函数 生成 B 样 条 曲线 的 配置 矩阵 ， 其 调用 格式 为 ; 

@ Spcol(knots, k, tau) 

































































@ colloc = Spcol(knots, k, tau, argl, arg2) 
此 函数 通过 下 式 生成 矩阵 : 
。395。 


colloc := (DmwBjdtau(iD))) 

上 式 中 , Bj 为 第 j 条 也 样 条 曲线 的 阶 次 , tau 是 一 个 单调 递增 的 节点 数组 , m= knt2mlt(tau), 即 
Im :=#{<Ltaug) =tauG)} 

如 果 可 选 参数 argl1( 或 arg2) 是 一 个 前 两 个 字母 与 函数 slvblk 的 前 两 个 字母 相同 的 字符 串 ， 
则 返回 的 是 块 矩 阵 。 该 矩阵 用 slvblk 函数 或 bkbrk 才能 读 出 。 
如 果 可 选 参数 argl (或 arg2) 是 一 个 前 两 个 字母 与 函数 sparse 的 前 两 个 字母 相同 的 字符 串 ， 
则 返回 的 窍 阵 是 稀 玻 和 窍 阵 。 
如 果 可 选 参 数 argl (或 arg2) 是 一 个 前 两 个 字母 与 数 noderiv 的 前 两 个 字母 相同 的 字符 
串 ， 则 对 所 有 的 1，m(D)=1。 

































































【 例 33-6】 
>>SpPcol([1:6]，3v，1+[2:4]) 
ans 一 
0.5000 0.5000 0 
0 0.5000 0.5000 
0 0 0.5000 


上 述 命令 生成 阶 次 为 3， 节 点 数组 为 [1: 6] 的 B 样 条 曲线 的 配置 和 矩阵， 和 拖 阵 各 行 的 元 素 分 
别 是 在 节点 2.1, 3.1 4.1 处 的 函数 值 。 第 一 条 曲线 通过 节点 上 2, 3,4 生成 B 样 条 曲线 ， 它 的 值 
存储 在 矩阵 的 第 1 行 中 。 特 别 地 ， 第 1 行 中 的 最 后 一 个 元 素 值 为 0， 因为 它 是 在 节点 4.1 处 的 
B 样 条 函数 值 ， 这 是 最 后 一 个 节点 4 右边 的 节点 ， 它 已 超出 了 节点 的 范围 。 

如 果 设 可 选 参数 argl1( 或 arg2) 为 字符 串 ”"SI”， 则 输出 函数 bkbrk 可 读 出 的 矩阵 ， 如 下 所 示 : 

>>bkbrk (SPpcol([1:6]，3,，1+[2:4]，s17')) 
block 1 has 1 xzow(S) 
0.5000 0.5000 0 


next block is shifteq over 1 column(s) 




















































































































plock 2 has 1 row(S) 

0.5000 0.5000 
next block is shiftedq over 1 column(s) 
plock 3 has 1 row(S) 








0.5000 
next block is shifteq over 1 column(s) 
上 述 结果 即 为 : 
0.5000 0.5000 0 
0 0.5000 0.5000 
0 0 0.5000 
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34.1 


为 了 更 方便 
样 条 曲线 ， 即 有 理 相 
有 具有 几何 
无 理 多 项 式 表 示 
得 到 要 求 的 














基本 原理 











也 探 带 














条 








第 34 章 


有 理 样 条 曲线 

















j 曲 线 的 形状 ， 基 于 齐 次 坐标 的 概念 ， 产 生 了 
































的 曲线 ， 














和 透视 投影 变换 不 变性 。 





























线 。 对 于 











换 ， 


2 











全 入 2 步 

















用 有 理 

















使 
有 
表示 圆 





即 可 生成 


参数 多 ] 
已 知 8CO、wOo 


j 有 理 多 项 式 表示 的 
j 变 换 后 的 控 


抹 


2 





线 。 采 用 有 理 参 

















例如 ， 要 产生 一 
第 1 步 需 生 成 曲线 

















j 有 理 参 


AAA 


二 各 的 








数 多 项 式 构造 的 

第 一 ， 有 理 参数 多 项 式 
条 经 过 透视 投影 变换 的 空间 曲线 ， 对 于 用 
的 离散 点 ， 第 2 步 再 对 这 些 离散 点 作 透 视 变 换 ， 








数 多 项 式 有 





两 个 重要 优点 。 


















































制 点 生成 要 求 的 

















项 式 可 精 有 
是 


















































两 个 样 条 函数 ， 其 ， 
7 () = SO 














线 ， 第 1 步 对 定义 曲线 的 控制 点 作 透 视 投影 变 
线 。 显 然 ， 后 者 比 前 者 的 工作 量 小 许多 。 第 二 ， 























曲 























圆锥 


地 表示 








线 、 

















次 曲面 等 ， 进 而 可 统一 几何 造型 算法 。 


























SO0 变 成 有 理 样 条 函数 ro。 注意， 
理 样 条 函数 的 应 用 非常 广泛 。 因 为 





>>Ccircle = Smak('circle') 
fnpPlt(circle)，axis Square 








径 为 1 的 























, 是 标量 函数 ，* 是 矢量 函数 ， 则 


























在 x 处 的 函数 值 wC9 一 般 不 为 零 。 
与 一 般 的 样 条 函数 相 比 ， 用 有 理 样 条 函数 可 精确 地 


























、 圆 锥 等 基本 的 形状 曲线 。 例 如 ， 利 用 MATLAB 样 条 工具 箱 中 的 函数 rsmak， 









































圆 ， 如 图 34-1 所 示 。 
使 用 MATLAB 样 条 工具 箱 中 的 其 他 函数 ， 很 容易 把 圆 变 成 其 他 的 形状 。 例 如 ， 使 用 下 述 
操作 就 可 以 把 圆 变 成 倾斜 44"、 拉 长 的 椭圆 。 
>>Circle = Smak('circle') 


把 椭圆 
下 面 是 


生成 的 图 


fnpPlt(circle)，axis Square 
ellipse = fncmb (circler [2 070 1])7 


S45 


1/sdrt (2) ; 


ztellipse = fncmb (fncmb (ellipse，[s45 -S45)SsS45 S45])， [171] )， 


holdq on fnpP1 





储 父 


七 (ztel1Lipse)， 


与 圆 画 在 一 起 ， 


4 








个 在 三 台 











间 中 生成 有 


D 


如 居 























34-2 所 示 。 
里 样 条 


Old off 











曲面 的 例子 : 





>>Southcap=rsmak ("Southcap ' ) ，; 


fnP1 








医 

















对 


上 述 





形 经 过 简单 








七 (Southcap)yvaxis sdquare 
形 如 34-3 所 示 。 
周 整 ， 就 可 以 获得 


>>Southcap = Smak(" 


Southcap' 


fnpPlt(southcap) 

XpPcap = 

ypcap = fncmb (xpcap， [0 -1 0; 
northcap = fncmb (southcapy 一 


一 个 球体 。 例 如 ， 下 面 的 操作 将 生成 /3 的 球体 。 
) ; 





fncmb (Southcap [0 0 -170 1 0;1 0 0])， 


下 0207; 
) ; 


0 0 1])， 


"397。 


hold on，，fnplt (xpcap)， 


axis ecqual，shadqing interpyv 


-08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 


34-1 有 理 样 条 函数 生成 的 
E 成 的 图 形 如 34-4 所 示 。 








多 




















员 








[L 








-0.5 


1 -1 


图 34-3 ”有 理 样 条 函数 4 
在 有 理 
完全 不 同 的 样 条 函数 。 但 是 在 MATLAB 村 





册 








成 的 











H 














fnplt (yYPcap) ， 


fnpJlt (northcap) 
View(-115，10)，axis off，hola off 
3 
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图 34-2 ”有 理 样 条 函数 生成 的 圆 与 顶 攻 
图 34-4 ”有理 样 条 函数 生成 的 2/3 球体 











条 函数 ro = sCom(O 中 的 两 个 函数 soo, wo 不 一 定 相 关 。 它 们 甚至 可 以 是 形式 


条 工具 箱 中 ， 要 求 它 们 是 同一 种 形式 的 样 条 函数 ， 














至 要 求 两 函数 的 阶 次 也 相同 ， 并 且 要 有 
代表 有 理 样 条 函数 : 




















同样 的 节点 数组 。 在 上 述 要 求 下 ， 可 以 使 用 下 式 来 








及 CoO=[sCoO;WwCoO] 





从 Roo 很 容易 获得 rz。 例如， 如果， 


vend)。 进 一 步 ， 如 果 dy=DROD, 则 Droo0=(dy(l:end-1)-dyend)*yv(l:end-D)mwend)。 一 般 地 ，! 


Leibniz 公式 : 


“。 398。 





是 函数 尺 在 x 处 的 值 ， 即 v=ROD， 则 rooD=yv(l:end-1y/ 

















让 
D7s = D7Owr) = 2 人 jpwo 
i=0\ 1 


因此 ， 


D727r -| ps- pworr|v 
i=1 7 



































由 此 ， 我 们 可 以 计算 有 理 样 条 函数 ro ( 即 RCO) 的 导 函 数 。 





使 用 样 条 工具 箱 中 提供 的 对 样 条 函数 进行 操作 的 函数 〈 操 作 器 类 函数 )， 可 以 很 容易 地 对 








有 理 样 条 函数 进行 操作 。 但 是 ， 积 分 函数 fnint 不 能 用 ， 
是 有 理 样 条 函数 。 同 样 ， 微 分 函数 fnder 与 fndir 也 不 能 月 

















有 理 样 条 函数 在 给 定点 处 的 各 阶 俩 导数 值 。 
一 种 特殊 形式 的 有 理 样 条 函数 是 NURBS， 即 非 均 匀 有 理 B 样 条 函 





so、wCoD 都 是 B 样 条 函数 ， 即 


8 = BiY(Da(: 
前 面 的 用 有 理 样 条 函数 rsmak 生成 的 椭 



































> [ 工 了 0 = 0 上 
了 二 [0 


SsS45 = 1/sdrt(2); 


wW=[1 s45 1 s45 1 sS45 1 S45 1]; 


Circle = Smak (augknt (0:4737 2)， 


fnpPlt(circle) 


结果 如 图 34-5 押 示 。 





1 


0.8 


0.6 





图 34-5 


因为 有 理 样 条 函 
目 。 操 作 器 类 中 























数 进行 积分 后 不 一 定 
的 fntir 函数 可 以 计算 








钞 二 2B， Y(D) 
圆 也 可 以 用 下 述 方法 来 实现 ; 





[w.xx7rw.xy7wW])， 















































数 。 此 时 ， 样 条 函数 


-02 0 0 0 06 08 1 
理 样 条 函数 生成 的 椭圆 


399 


34.2 ”有 理 样 条 


函数 的 生成 





MATILAB 样 条 工具 箱 中 提供 的 生成 有 理 样 条 曲线 的 函数 主要 有 rpmak 与 rsmak 两 个 。 它 
































们 的 功能 与 语法 基本 相同 ， 现 一 并 介绍 如 下 。 
利用 rpmak 与 rsmak 这 两 个 函数 生成 有 理 样 条 函数 ， 其 调用 格式 为 : 
e@ Ip =Ipmak(breaks, coefs) 
@ Ip =Ipmak(breaks, coefs, d) 








@ IS =ISmak(knots, coefs) 


@ LIS =ISmak(shape, parameters) 





样 条 函数 的 维 数 。 


除了 用 函数 rpmak(breaks,coefs) 生 成 的 函数 被 标明 为 有 理 样 条 函数 外 ， 
rpmak(breaks,coefs) 函 数 与 ppmak(breaks，coefs) 函 数 很 相似 。 为 了 说 明 上 述 意 思 ， 
成 的 分 段 多 项 式样 条 函数 , ro0=sCow(CO 是 用 rpmak(breaks,coefs) 生 成 的 
有 理 样 条 函数 。 假 设 大 Roo0， 则 CO=v(l:end-D)/wend)， 即 RD=[sCo;wCoO]。 


ppmak(breaks, coefs) 生 


在 给 定 断 点 〈 或 节点 ) breaks (knots) 与 系数 coefs 下 生成 有 理 





























与 函数 rzpmak 相 比 ， 函 数 rsmak 还 可 生成 标准 的 几何 形状 曲线 ， 






































样 条 曲线 。 输 入 参数 d 是 








如 圆锥 等 。 





在 其 他 方面 ， 


假设 R 为 用 


与 此 相对 应 ，7 


的 维 数 比 民 的 维 数 低 一 维 。 特 别 地 ， 尺 的 维 数 至 少 2 维 ， 即 系数 coefs 必须 是 一 个 维 数 大 于 1 

对 于 输入 参数 breaks 与 coefs 的 详细 说 明 请 参考 函数 ppmak 的 描述 。 
函数 spmak(knots,coefs) 与 fsmak(knots,coefs) 也 很 相似 。rsmak(knots ,coefs) 生 

条 形式 的 有 理 样 条 函数 。 对 于 输入 参数 knots 与 coefs 的 详细 说 明 请 参考 函数 spmak 的 描述 。 





( 即 必 1) 的 向 量 。 
































通过 设置 输入 参数 shape 及 可 选 参数 parameters，rsmak(shape,parameters) 函 数 可 以 生成 区 





























锥 等 标准 形式 的 有 























理 样 条 函数 。 可 选 的 参数 有 : 








ITSsmak('circle', radius, centeT) 


Ismak(cone', radius, halfheightb) 


Ismak(cylinder, radius, heighb 


ITSsmak( Southcap', radius, centem) 


通过 投影 变换 ， 上 述 形 状 的 样 条 曲线 可 转变 成 其 他 形状 的 样 条 曲线 ， 如 椭圆 等 。 


























成 的 是 B 样 





























在 操作 


器 类 函数 中 ， 除 了 函数 fnint fnder fndir 外 ， 其 他 形 如 甸 … 的 函数 都 可 以 用 来 进行 仿 射 变换 。 


【 例 34-1]】 


runges = TSsmak([-3 -3 -3335],[1 11;26 -2420]); 


与 


rungep =Ipmak([-S 3],[00 1; 1 -1026],1); 


























【 例 34-2】 


都 在 区 间 [LS 5] 内 生成 有 理 样 条 函数 rC9 = LG2 + ID)。 但 是 在 LS 5] 区 间 外 ， 
成 的 函数 值 等 于 零 ， 而 函数 rpmak 生成 的 函数 值 等 于 ro = IC2 + TD) 生成 的 函数 值 
区 间 [-5$ 5] 外 )。 上 述 命令 生成 的 图 形 如 34-6 所 示 。 
下 面 生 成 一 个 旋转 的 圆锥 。 





























函数 rsmak 生 


























>>fnpbplt (fncmb (Smak ('"cone'y1lr2)，[0 0 -1;0 1 071 0 0])) 
axis equal，，axis off，shaaqing interp 


生成 的 图 形 如 34-7 所 示 。 





.400 。 


(此 时 Y 在 








图 34-7 





























有 理 











禁 


条 函数 生成 的 旋转 





画 











锥 


.401 。 


MATLAB 样 条 了 
样 条 曲线 端点 与 节点 处 至 
函数 进行 操作 ， 又 可 以 对 了 样 条 函数 以 及 有 理 
先 对 操作 器 类 函数 做 一 





操作 。 下 面 ， 





第 35 章 “操作 器 


[有 具 箱 中 提供 了 一 些 
































条 工具 箱 中 提供 的 操 f 











下 面 ， 按 上 表 所 列 ， 对 每 个 函数 逐一 


1. fnval 函数 


该 函数 计算 给 定点 处 的 样 条 函数 值 


函数 名 称 





表 35-1 























羊 条 了 范 


专门 针对 相 
类 函数 及 方程 求解 类 





2 
类 项 


器 类 函 考 


厅 





样 条 函数 的 操作 器 类 函数 


二 
全 引 


呈 介 


绍 





丙 类 函数 在 下 面 几 节 介 


函数 进行 操作 的 函数 〈 操 作 器 类 函数 )、 
函数 。 它 们 中 的 一 些 既 可 以 对 分 段 多 项 式样 条 
样 条 函数 进行 操作 |; 
介绍 ， 其 他 的 了 
FE 器 类 函数 如 表 0 所 示 。 

















还 有 一 些 可 以 对 节点 进行 
绍 。MATLAB 的 样 








计算 在 给 





口 








返 





样 


条 函数 的 某 一 


定点 处 的 样 条 函数 值 
部 分 〈 如 断 点 或 系数 等 ) 








对 样 条 陨 





数 进 行 算术 运算 








把 一 种 


儿 式 


的 样 条 函数 转化 成 另 一 种 形式 的 样 条 函数 








求 样 条 函 
求 样 条 








的 方向 导数 


的 微分 ( 即 求 导 数 ) 





求 样 条 函 


的 积分 








在 间断 点 


数 
数 
数 
处 


点 处 求 函数 值 
儿 








画 样 条 

















在 样 条 

















线 中 插入 断 点 











@ values = fnval(f,x) 


@ values = fnval(X ,人 


@ values = 








fnval(fx,1) 
fnval(f, xz, fnval(x, 人 计算 函数 六 在 给 
结果 主要 看 函数 /是 一 元 函数 还 是 多 元 函数 。 









































































































































生成 Tarylor 系数 或 Taylor 多 项 式 


定点 导 处 的 函数 值 ， 返 回 





























的 是 ,foo 的 矩阵 形式 ， 输 出 
































如 果 j 是 一 元 函数 , 则 输出 结果 是 一 个 大 小 为 [dxsma] 的 矩阵 , 其 中 4 是 函数 了 的 最 高 次 肾 
人 处 有 间断 ， 则 返回 的 是 je+)， 即 右 
续 的 函数 值 。 但 是 ， 如 果 x 等 于 取 值 区 间 的 右 端 点 值 时 ， 则 返回 的 是 ,foc-)， 即 左 连续 的 函 
， 

如 果 可 选 参数 下 也 给 出 ， 则 函数 是 左 连续 。 也 就 是 说 ， 如 果 函 数 / 在 x 处 有 间断 ， 则 返回 
的 函数 值 是 jc), 即 左 连续 的 函数 值 。 除 非 ,x 等 于 取 值 区 间 的 左 端点 值 , 此 时 返回 的 是 .Fe+)， 
即 右 连续 的 函数 值 。 

如 果 j 是 多 元 @ 次 函数 ， 并且, 在 整个 自 变量 的 取 值 区 间 上 和 是 连续 的 ， 则 输出 结果 如 下 所 示 : 





.402 。 















































[+*7zz,7]， 当 x 的 大 小 为 [mm 可 时 
values=4[d,1,71227]， 当 & >1 有 x 的 大 小 为 [mi 时 
[7 9 7J， 当 d 三 1 且 x 的 大 小 为 [ma ,7 如 12r] 时 
此 时 ，fnval(csapi(xy),xx) 的 返回 结果 与 csapi(xyxx) 相同 。 
【 例 3S-1]】 
>>X=2x*pix[0 1 0.1 0.2 0.9]; 
yYy=Cos (X) ; 
cs=csapIi(xy)， s* 搬 值 生成 三 次 样 条 函数 
fnval (cs [0 2x*pi]) 
SS 二 
工 出 
2. fnbrk 函数 
该 函数 返回 样 条 函数 某 一 部 分 〈 如 节点 或 系数 等 ) 的 信息 ， 其 调用 格式 为 ; 








@ out = fnbrk(fparb 

e@ pp =fnbrk (pp,[ab]) 
e@ pp = fnbrk(ppjj) 

@ fnbrk 人 f) 


out = fnbrk(fn,parb 返 回 相 
或 ppmak 的 输入 参数 。 特 别 地 ，out=fnbrk(fn,from) 返 回 


如 果 fn 是 B 检 





“dimension” 和 “interval ; 此 时 分 别 返 
B 样 条 函数 的 系数 个 数 、B 检 
如 果 血 是 分 段 多 项 式 
“dimension” 和 “interval ; 此 时 分 别 返 回 : 


变量 的 取 值 区 间 。 











另外 ，Ppart 也 可 以 是 某 个 区 间 ， 如 [a bl]， 此 时 ， 和 输出 参数 pp 是 该 区 间 范 围 内 的 分 段 多 项 
式 函 数 。 除 此 之 外 ,part 也 可 以 取 正 整数 ， 如 j， 此 时 ， 输 日 
如 果 函 数 血 是 多 元 函数 ， 则 返 
端点 是 矩阵 形式 ， 返 回 的 分 段 多 项 式 系数 向 量 














笃 函 数 fn， 








回 : B 相 
条 函数 的 阶 、B 村 














和 条 函数 , 则 part 可 取 : “breaks”，“coefs" ， “piece 或 全 
分 段 多 项 式 函 数 的 端点 数组 、 分 段 多 项 式 函 数 的 
系数 数组 、 分 段 多 项 式 图 数 的 段 数 、 分 段 多 项 式 函 数 的 阶 、 分 段 多 项 式 函 数 系 数 的 维 数 、 




















人 性 全 


人 字符 


条 函 数 的 节点 数组 、B 相 


被 part 标明 的 那 一 部 分 ,输出 参数 out 可 作为 函数 spmak 
串 ， 表 明 样 条 函数 锯 的 类 型 。 
条 函数 ， 则 part 可 取 : “knof' 或 “，“coefs ， “number”，“order ”， 


条 函数 的 系数 数组 、 











条 函数 系数 的 多 











才 数 、 自 变量 的 取 值 


区 间 。 
































隐 











维 数 、 系 数 的 个 数 以 及 分 段 数 是 向 量 形式 。 





如 果 没 有 标明 输出 参数 ， 即 调用 格式 为 pbrk(D， 只 有 一 个 输入 参数 ， 此 时 相 
个 部 分 的 信息 输出 到 屏幕 上 。 














【 例 35-2】 





>>X=2x*pix[0 1 0.1 0.2 0.9]， 


Y=Cos (X) ; 
cs=csapi(xry)， 


OUt=fnbrk (Cs，'breaks ') 


OU 
0 


【 例 35-3】 


0.6283 


1.2566 5 


>>X=2x*pix[0 1 0.1 0.2 0.9]， 


般 大 于 等 于 





， 返 加 











孝 











6549 6.2832 


“order ” ， 


》 





























8 参数 pp 是 第 j 段 分 段 多 项 式 函 数 。 
加 的 是 与 之 相对 应 的 多 元 部 分 。 也 就 是 说 ， 返 回 的 节点 与 
的 分 段 多 项 式 系数 的 


条 函数 的 各 





.403 。 


Y=CoS (X) ; 

CSs=csapi(xry) 

OUt=fnbrk (Cs，'coefs ' ) 

OU 上 t 三 
0.3830 -1.1133 0.2443 1.0000 
0.3830 -0.3914 -0.7011 0.8090 
-0.0311 0.3305 -0.7393 0.3090 
=0503 和 1 三 050792 0.3660 0.8090 


【 例 3S-4】 
>>X=2xpixr[0 1 0.1 0.2 0.9]:; 
Y=CosS (X) ; 
CSs=csapi (xy) 7， 
out=fnbrk (Cs 'pbiece ') 


OUt = 三 
4 


【 例 3S-S】 
>>X=2xpbpixr[0 1 0.1 0.2 0.9]:， 
Yy=Ccos (X) / 
CS=CSsapi (xyYy)， 
out=fnbrk (cs ordqer ') 


OUt = 三 


【 例 3S-6】 
>>X=2xpix[0 1 0.1 0.2 0.9]，; 
Yy=Ccos (X) / 
CS=CSsapi (xyYy)， 
OUt=fEnpbprk (cs，'Qqim'" ) 
OU 上 t 三 
工 
【 例 3S-7】 
>>X=2xpix[0 1 0.1 0.2 0.9]，; 
Yy=Ccos (X) / 
CS=CSsapi (xyYy) ， 
out=fnbrk (cs interval ') 


OUt = 三 
0 6.2832 


3. fncmb 函数 
该 函数 对 样 条 函数 进行 算术 运算 ， 其 调用 格式 为 : 


fn = fnpcmb(function, matrix) 





























fn = fncmb(function, function) 
fn = fnpcmb(function, matrix, function) 


fn = fnpcmb(function, matrix, function, matrix) 


fn = fncmb(function, 'op, function) 


这 个 函数 对 样 条 函数 进行 比例 变换 以 及 加 、 减 、 乘 、 除 等 标准 的 四 则 运算 。 另 外 ， 也 可 


。 404。 


以 用 一 个 矩阵 与 函数 进行 乘法 操作 。 





甘 : 





相 加 或 相 乘 操作 











各: 


血 = fcmb(function, matrix) 使 函数 与 矩阵 或 标量 相 
锯 = 名 cmb(function, function) 使 
血 = 名 cmb(function, matrix, function) 使 第 1 个 函数 与 入 


AAA 


攻 


2 个 函数 相 加 。 

















的 权重 进行 线性 组 合 。 





? 


血 = fcmb(function,matrix,function,matrix) 使 两 个 相同 形式 的 函数 按 各 














Th 


六 





人 至， 还 可 以 对 两 个 不 同形 式 的 一 元 相 











JU 








乘 。 
两 个 相同 形式 的 函数 相 加。 




















自 算 

















函数 逐 点 进行 


E 阵 或 标量 相 乘 ,然后 与 相同 形式 的 


阵 或 标量 所 给 








f = fncmb(function, 'op', function) 使 分 段 多 项 式样 条 函数 相 加 〈op=+) 、 相 减 (op=-) 或 两 
个 不 同形 式 的 函数 逐 点 相 乘 (op= 汶 。 


例如 ， 
fnpcmb(fn, 3.9) 返 
fncmb(f g) 返回 








fncmb(f, 3, g, -4) 返 


fncmb(f 3, g) 返 加 


和 


设 是 一 个 foo) 形 








回 函 数 名 的 系数 乘 以 3. 5 的 结果 。 
人 ffg 的 结果 。 

回 的 是 3*f-4*g 的 结果 。 

3*xf+g 的 结果 。 





式 的 函数 ， 则 如 =fncmbdf [1; 2; 3]) 返回 的 是 (foo, 2foxo, 3f(x))。 

















设 函 数 f 的 样 条 


线 是 





给 

















00;00 1]) 返 回 
设 + 

等 同 于 spmak(t a)。 
【 例 3S-8 】 


>>X=0:4; 
































ClLear V 


yY=-2 : 





2 SsS2=1/sdrt(2) ; 


V(3v，:v 
运 ( 且 二 
V(Lv:v 


SPh 


:= 一 [LO 工 
二 | 0 
细 一 [0 


S2.0 一 2 一 0] [二 荆 开 ]3 
S2 820 二 [9 工 0 = 浊 ] 7 
gS2 1 82 0 = ] [0 = 工 ] 7 


csape({xryjvvr frclamped'，'Periodic' }) 


室 间 中 的 一 个 面 ， 即 上 是 一 个 二 元 三 次 函数 ， 则 P=fncmb(f,[l 
面 在 (cz) 平 面 上 的 投影 。 
是 有 7z+K 个 控制 点 的 节点 数组 ，a 是 一 个 到 列 的 矩阵 ， 则 fncmb(spmak(beye(nn);a) 


fnpPplt (fncmo (spPh,， [1 0 070 1 0])) 























上 述 命令 返回 的 样 条 函数 sph 在 (x, y) 平 面 上 的 投影 ， 结 果 如 图 35-1 所 示 。 
0.8| 2 二 ss 
3 Se AR 
0.6 上 0 更 人 SS 和 
SS 5 PN 
0.4 1 六 pe 2 NS 
天 记 < 二 < N\ 
天 / 光 一 sw N 如 入 
有 1/ 天 < S \ 
0.2 | / 一 N N\ 了 
o 呈 -一 一 一 | 人 
1 AN N / 7 | | 
-0.2RN\ AN 所 We 村 王 > 
-0.4 电 7 和 | 
ss 区 
二 2 人 这 
oil NA 了 人 
0.8 上 ws 了 
1 08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 
图 35-1 函数 投影 图 
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:十 症 
、 
) 土 已 : 























在 上 面 各 种 调用 格式 中 ， 除 了 fn = fcmb(function,matrix) 外 ， 其 他 的 调用 格式 都 要 
求 函数 fonction 必须 是 一 元 函数 。 














另外 ， 如 果 输 入 参数 中 有 两 个 function， 则 必须 要 求 它们 是 同一 类 型 的 样 条 函数 ， 而 且 要 
有 相同 的 节点 或 端点 、 相 同 的 函数 阶 、 相 同 的 维 数 ， 只 有 和 名 = fncmb(function,op',functiom) 例 


外 。 












































MATLAB 并 不 对 上 述 匹配 条 件 进行 显 式 的 检验 ， 但 如 果 两 个 系数 行列 式 大 小 不 一 致 ， 则 
MATILAB 会 给 出 一 个 大 小 不 匹配 的 出 错 消 息 。 


4. fn2fm 函数 


利用 该 函数 把 一 种 形式 的 样 条 函数 转化 成 另 一 种 形式 的 样 条 函数 ， 其 
@ 5 = 


fn2fm(ft form) 




















蕊 调 格式 为 : 











sa 





@ Sp=fn2fm(pp, 也 -, sconds) 
参数 中 的 人 与 g 都 是 样 


sp) (B 样 





是 节点 数 























条 函数 ,只 是 函数 的 形式 不 同 ,输入 参数 form 可 以 取 以 下 值 :'B-( 或 


条 函数 )，?pp' (分 段 多 项 式样 条 函数 )，BB' (BB 样 条 函数 )。 其 中 ，BB 样 条 函数 
组 中 的 每 个 元 素 都 是 k 重 次 的 一 种 特殊 类 型 的 B 样 条 函数 。 








另外 ， 为 了 与 以 后 或 当 ，， MatLab 版 本 的 ppval 函数 相 兼 容 ， 输 入 参数 中 的 form 也 可 


以 取 MA'。 此 时 ， 函 数 / 是 一 








版 本 的 ppval 函数 兼容 。 
如 果 参 数 form 是 中- 


平滑 性 要 扒 



































函数 ， 返 回 函 数 g 是 一 个 分 段 多 项 式样 条 函数 ， 但 它 能 被 现在 





而 /是 分 段 多 项 式样 条 函数 ， 则 内 部 每 个 断 点 〈 节 点 ) 处 /函数 的 








算得 到 。 对 于 内 部 每 一 个 断 点 ， 断 点 的 一 阶 导 数 是 连续 的 。 默 认 精 度 是 1.e-12， 
用 户 可 以 通过 给 定 参 数 sconds 来 设置 精度 值 。 参 数 sconds 的 取 值 在 区 间 [0 1] 内。 另外， 用户 


























也 可 以 通过 和 输入 参数 scondsG) 对 内 部 不 同 的 断 点 设置 不 同 的 平 请 精度 ， 此 时 ， 必 须 对 内 部 每 











一 个 断 点 





都 设置 平滑 精度 。 


【 例 3S-9】 


>>X=2x*pix[0 1 0.1 0.2 0.9]， 
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Y=CoSs (X) ; 
cs=csapi(xry)， 
fn2fm(cs 'B-') 


已 IT 三 


有 Yi 光一 


knots: [0 


coefs: [1. 


nurmbezr: 5 
Oradqer: 4 
Qim: 工 


>>fn2fm(cs，'MA' 


如 玉 总 之 




















0 001.2566 6.2832 6.2832 6.2832 6.2832] 
0000 1.1023 -1.3159 0.6152 1] 


) 


Columns 1 thzoughnh 1 

30.0000 1.0000 4.0000 0 0.6283 寺 22566 5.6549 
6.2832 4.0000 0.3830 0.3830 

Columns 12 thrzougnh 22 

925033， 二 0503 和 1 = 工 133” 03539141 00023305 ， 二 020792 0.2443 


03709412 “=05.7393 0.3660 1.0000 
Columns 23 thrzougnh 25 
0.8090 0.3090 0.8090 
【 例 3S-10】 
>>P0 = PPpmak([0 1]，[3 0 0])， 
pP1 = fn2fm(fn2fm(fnrfn(p0,[.4 .6])，B-')，PP) 
P1 = 
form: "PP 
preaks: [0 1] 
coefs: [3 -4.4409e-016 2.2204e-016] 
Pieces: 1 工 
Order: 3 
Qim: 工 
注意 : 当 把 了 样 条 函数 转化 为 分 段 多 项 式样 条 函数 时 ， 由 于 第 1 个 节点 与 
GD) 与 Ka+ 间 ) 的 间断 性 ， 这 两 个 节点 将 丢失 ， 因 为 分 段 多 项 式样 条 函数 在 它 














与 最 后 一 个 节点 























的 取 值 区 间 外 











受到 限制 。 
例如 ，sp=spmak([0 1],1) 在 区 间 [0 巧 内 生成 B 样 条 函数 ， 即 : 











SP = 
form: "B-' 
knots: [0 1] 
coefs: 工 
number: 工 
OraeLr: 工 
Qim: 工 

PP=fn2fm(sSP，'PP') 
PP 三 
form: "PP' 
breaks: [0 1] 
coefs: 1 工 


Pieces: 工 
OraeLr: 工 
Qim: 工 


5. fnder 函数 

利用 该 函数 求 样 条 函数 的 微分 〈 即 求 导 数 )， 其 调用 格式 为 : 
e@ fprime = fnder() 

e@ fprime = fnder(f dorder) 





























fnder(f,dorder) 表示 对 函数 / 求 dorder 阶 导 数 ，dorder 的 默认 值 是 1。 如 果 dorder 是 负 值 ， 











旺 





表示 对 /函数 求 |dorder| 重 不 定 积 








返回 函数 与 输入 函 数 的 类 型 相同 ， 即 它们 都 是 分 段 多 项 式样 条 函数 或 都 是 B 样 条 函 





如 果 函 数 j 是 多 元 函数 ， 则 dorder 不 能 省 略 ，dorder 要 给 出 [d1,d2....dm] 
对 每 个 变量 可 求 不 同 阶 导 数 。 





























的 形式 。 此 时 ， 





如 果 函 数 了 是 最 后 一 个 节点 有 多 阶 导数 的 B 样 条 函数 ， 则 在 允许 误差 范 


围 内 ， 函 数 /与 
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fnint(fnder() 的 返回 函数 相同 。 





如 果 函 数 是 分 段 多 项 式样 条 函数 ， 则 在 允许 误差 范围 内 ， 


回 函数 相同 ， 除 非 函数 广 有 跳跃 的 不 连续 性 。 
如 果 函 数 / 是 B 样 条 函数 , 所 是 最 左边 
的 返 回 结果 等 同 于 广 fGo) 的 结果 。 


的 一 














sp=spmak([0 0 1],1) 在 区 间 [0 J 内 是 直线 段 ,在 1 处 函数 值 等 于 0, 而 在 0 处 函数 





函数 与 fnint(fnder(f) ) 的 返 


个 节点 ， 则 在 允许 误差 范围 内 ，fnint(fnder(f) ) 





直 等 于 1 。 


























spdi=fnint(fnder(Gsp) ) 返 回 的 样 条 函数 在 
1 处 函数 值 等 于 -1。 
【 例 3S-11 】 


>>Xx=2xbixr[0 1 0.1 0.2 0.9]:; 
Y=CoSs (X) ; 





























cs=csapi(xry)， 
fndqer (cs) 


区 间 [0 1] 内 也 是 直线 段 ， 但 






































是 ， 在 0 处 函数 值 等 于 0， 














ans 一 

form: "PP ' 
breaks: [0 0.6283 1.2566 5.6549 6.2832] 
coefs : [4x3 qoublelj] 


Pieces: 4 
Orqder: 3 
Qim: 工 
6. fndir 函数 
用 fndir 函数 求 样 条 函数 的 方向 导数 ， 其 ; 
@ df=fndirdf, direction) 











方向 导数 的 定义 如 下 : 假设 窍 阵 y 具有 一 尹 








调用 格式 为 : 





j， 则 函数 dj 为 函数 了 在 > 方向 的 方向 导数 。 即 


刀 , 三 = limty 十 妨 ) 一 大) 
如 果 和 拢 阵 direction 有 半 列 ， 而 函数 是 六 元 款 次 的 函数 ， 则 数 df 是 头 元 到 次 的 函数 。 








如 果 函 数 / 是 痛 元 款 次 的 函数 ,zx 是 定义 域内 尼 


x), m, d) 为 函数 在 x 处 的 Jacob 值 。 


【 例 3S-12 】 
>>XX = Linspace(-.1v，1.1v，13) 
yy = Linspace(0,1v， 11); 


[xyvy] = ndqgriad (xxryy) ， 


Z = franke(xry)，; 


PP2aqir = fnaqir (csapi({xxryy}jrz) 


gradqs=reshape (fnval (PP2aqir，[Xx( 


reye ( 
生生 全 


一 个 节点 数组 , 则 reshape(fnval(fndir(f, eye(d))， 


2) ); 


)] )，[2,， Length (xx)，1Length(yy) ]) 7 


Guivezr (Xryrsdueeze (graaqs (1，:v，:))v squeeze (gradqs (2，:，:))) 





7. fnint 函数 
利用 该 函数 求 样 条 函 
@ intsrf = fnint( 介 

e@ intsrf = fnint(f, value) 


数 的 积 4 


分 ， 
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上 述 命令 求 出 函数 Franke 的 方向 梯度 图 如 图 3$-2 所 示 。 


其 调用 格式 为 : 


志和 


4 
二 
AL 
/ 
/ 
AL 


4/ nr 
| Z 
\、 
RN 
SS 


AN 
AN 
1] 7 





图 35-2 ”Franke 函数 的 方向 梯度 图 

fnint(f, value) 求 一 元 函数 的 不 定 积分 ， 参 数 value 为 求 出 的 不 定 积分 函数 的 常 系数 ， 默 
认 值 为 0。 也 就 是 说 ， 如 有 果 求 出 的 不 定 积 分 函数 为 Fo=GC)+C， 此 时 C 就 用 参数 value 代替 。 
返回 的 函数 intgrf 与 输入 函数 /是 相同 形式 的 函数 ， 即 它们 都 是 分 段 多 项 式样 条 函数 或 都 是 了 B 

如 果 函 数 / 是 分 段 多 项 式样 条 函数 或 是 最 右边 的 那个 节点 有 足够 高 的 重 次 的 B 样 条 函数 ， 
则 在 允许 精度 范围 内 太 与 fnint(ftnder(f) ) 返回 的 结果 相同 ， 除 非 了 函数 有 间断 跳跃 的 不 连续 点 。 

如 果 j 是 B 样 条 函数 , 乒 是 取 值 区 间 最 左边 的 节点 ， 则 在 允许 精度 范围 内 fnint(fnder(D) 
的 返回 结果 等 于 广 Xi 的 结果 。 

多 元 函数 的 不 定 积分 可 以 通过 设置 函数 fnderGf, dorder) 中 的 参数 dorder 为 负 值 而 求 得 。 

【 例 3S-13】〗】 sp=spmak([0 0 1], 1) 求 得 的 样 条 曲线 在 区 间 [0 了 内 是 直线 段 ， 在 右 端点 1 
处 函数 值 等 于 0， 在 左 端点 0 处 函数 值 等 于 1， 如 图 35-3 所 示 。 

spdi=fnint(fnder(sp)) 返回 在 区 间 [0 了 J] 内 的 样 条 函数 ， 但 此 函数 在 左 端点 0 处 等 于 0， 在 
右 端 点 1 处 等 于 -1， 如 图 35-4 所 示 。 
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0 ] 421 
-0.2 
0.8 上 ] 、 
而 人 ] -0.3 上 
| ] -0.4[ 
人 本 ] -0.5| NS 
04[ 要 ] 吉 6| 
0.3 SR 和 
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0.2 上 | 、 0.8 
病 -0.9 

0 1 

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 
图 35-3” 样 条 曲线 网 图 35-4 积分 后 的 样 条 曲线 图 
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8. fnjmp 函数 

利用 该 函数 在 间断 点 处 求 函数 值 ， 其 调用 格式 为 : 

e@ jumps = fnjmp( 人 xz。 它 返 回 函数 /在 间断 点 x 处 Kxzt)-Kxc-) 的 函数 值 ， 此 处 要 求 函 数 上 
必须 为 一 元 函数 。 如 果 * 是 一 个 矩阵 形式 ， 则 输出 参数 jumps 也 是 一 个 和 矩阵， 和 珑 阵 大 小 与 zx 
相同 。 

【 例 35-14】 


>>fnJjJmp (PPmak (1:4，1:3)，1:4) 









































ans 一 
0 二 工 0 


因为 在 区 间 [1 3] 内 分 段 多 项 式样 条 函数 值 是 1， 在 区 间 [2 3] 内 函数 值 是 2， 在 区 间 [3 4] 内 
函数 值 是 3， 因 此 ， 由 jc+)-FG-) 计 算得 到 在 1 和 4 处 为 0 在 2 和 3 处 为 1。 
又 如 : 


>>Xx=cos([4:-1:0]xpi/4) ; 





























fnJjmp (fndqexr (SPmak (X，1)，3)，xXx) 
ans 王 
32.0000 -24.0000 24.0000 -24.0000 32.0000 


若 把 函数 转化 成 分 段 多 项 式样 条 函数 : 


>>X=cos ([4:-1:0]*xpi/4)) fnJjmpb(fndqer(fn2fm(spmak (xX，1)，'PP'I)，3)，xX) 





ans 一 
0 -24.0000 24.0000 -24.0000 0 


这 个 结果 与 B 样 条 函数 结果 不 一 样 ， 这 是 因为 分 段 多 项 式样 条 函数 在 它 的 取 值 区 间 的 两 
端点 处 是 连续 的 。 
注意 ， 看 下 面 的 例子 


>>Xx=cos([4:-1:0]x*pi/4) ; 





























fnJjmp (fndqezr (SPmak (XI)xv，3)，v，-X) 
ans 王 
32.0000 0 0 0 32.0000 


因为 -x 与 x 在 四 售 五 入 成 整数 时 不 一 样 , 因此 三 次 B 样 条 函数 spmak(x, 1) 在 -x(C2), -xz(3)， 
=-x(4) 处 没有 间 肠 。 





























9. fnplt 函数 

利用 该 函数 画 样 条 曲线 图 ， 
@ fnplt() 

@ fnpltdf argl, arg2, arg3, arg4) 

@ points = fnplt(G) 

在 给 定 的 区 间 [ab] 内 ， 使 用 给 定 的 画图 符号 、 线 宽 画 样 条 曲线 图 ， 其 中 参数 argl 表示 给 
定 的 画图 符号 ， 默 认 设 置 是 “-”，arg2 表示 给 定 的 区 间 ， 默 认 区 间 是 [0 1]，arg3 表示 画 岁 所 
用 的 线 宽 ， 默 认 值 是 1， 上述 3 个 参数 的 顺序 可 任意 给 定 。 若 函数 发 生 跳跃 ， 在 路 跃 点 处 的 函 
数值 为 NaNs 时 ， 就 要 用 给 定 参 数 arg4 才能 画 出 网 形 。 

画图 主要 取决 于 函数 矿 是 一 元 函数 还 是 多 元 函数 以 及 函数 的 阶 次 ， 即 看 它 是 一 次 的 、 二 
次 的 还 是 4 次 的 函数 (性 2)。 

如 果 函 数 / 是 一 元 函数 ， 则 按 下 述 规则 画 网 。 
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基调 用 格式 为 : 











< 二 



























































































































































如 果 函 数 / 是 一 次 函数 ， 则 返回 的 是 函数 /的 曲线 图 。 如 果 函 数 / 是 二 次 函数 ， 则 返回 的 
是 函数 8 的 曲面 图 ， 如 果 函 数 ,是 @d 次 函数 (do>2)， 则 返回 的 是 函数 /的 多 维 曲 面 图 。 

如 果 函 数 / 是 二 元 函数 ， 则 按 下 述 规则 画图 。 

如 果 函 数 是 一 次 函数 ， 则 返回 的 是 函数 广 的 曲线 图 。 如 果 函 数 了 是 二 次 函数 ， 则 返回 
的 是 函数 /投影 在 主 平面 上 的 曲面 图 。 如 果 函 数 / 是 4 次 函数 (d>2)， 则 返回 的 是 函数 的 表 
面 岁 。 

如 果 函 数 f 是 多 元 函数 (大 于 二 元 ) ， 则 通过 选取 每 个 自 变 量 取 值 区 间 中 点 的 值 来 画图 。 

调用 格式 points = fnplt(f) ， 不 在 屏幕 上 画 出 图 形 ， 而 是 将 画图 用 的 二 维 点 或 三 维 的 数据 
点 存储 在 数组 points 中 。 

【 例 35-1S】 

>>x=2xpix[0 1 0.1 0.2 0.9]; 


Y=Cos (X) ; 










































































































































































CSs=csapi(xry) 
fnpPlt(cs) 


加 结果 如 图 35-5 所 示 。 





语 





























图 35-5 ” 拟 合 的 余弦 函数 样 条 曲线 图 

注意 : B 样 条 函数 的 区 间 是 包含 所 有 节点 的 取 值 区 间 。 这 意味 着 ，B 样 条 函数 了 的 曲 
线 在 左右 端点 处 终止 ， 除 非 这 两 个 端点 都 有 kk 阶 导数 ， 此 处 的 天 为 函数 的 最 高 次 柑 《〈 阶 
次 )。 
































10. fnrfn 函数 
利用 该 函数 在 样 条 曲线 中 插入 节点 ， 其 调用 格式 为 ; 
e@ g5=fnrfn(faddpts)。 此 函数 将 样 条 函数 洲 的 曲线 形状 通过 插入 的 节点 〈 断 点 ) 向 量 而 被 
更 精确 地 确定 下 来 。 当 两 个 或 多 个 不 同类 型 的 函数 求 和 ， 或 者 通过 增加 样 条 函数 的 自由 度 以 
使 局 部 变化 拟 合 得 更 精确 时 ， 通 常会 使 用 该 函数 。 

如 果 函 数 / 是 B 样 条 函数 或 BB 样 条 函数 ， 则 新 加 入 的 节点 addpts 插入 已 存在 的 节点 向 
量 中 ， 而 且 必 须 保 证 没有 一 个 节点 的 重 次 大 于 样 条 函数 上 的 阶 次 。 揪 入 节点 后 的 B 样 条 函数 
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保存 在 输出 参数 g 中 。 
如 果 函 数 是 分 段 多 项 式样 条 函数 ， 则 新 加 入 的 节点 addpts 插入 已 存在 的 节点 向 量 中 ， 
而 且 必 须 保 证 所 有 的 节点 仍然 是 严格 单调 递增 。 揪 入 节点 后 的 分 段 多 项 式样 条 函数 保存 在 输 
出 参数 g 中 。 
如 果 函 数 8 是 多 元 函数 , 则 新 加 入 的 节点 addpts 必须 是 数组 [addts1,…,addtsm] 。 如 果 插 入 
的 数组 addpts 中 ， 第 守 个 元 素 为 空 ， 则 相应 的 第 字 个 变量 的 节点 〈 断 点 ) 值 不 变 。 
























































【 例 35-16】 
>>p0 = PPpmak([0 1]，[3 0 0]) 
P0 = 
form: "PP 


breaks: [0 1] 
coefs: [3 0 0] 
Pieces: 1 工 
order: 3 

Qim: 工 


>>P0 = PPmak([0 1]v，I3 0 0]);， 
fnrfn(po，[.4 .6]) 
ans 一 
form: "PP 
breaks: [0 0.4000 0.6000 1] 
coefs: [3x3 qdqouble] 
Pieces: 3 
order: 3 
Qim: 工 


11. fntlr 函数 
该 函数 生成 Taylor 系数 或 Taylor 多 项 式 ， 其 调用 格式 为 ; 


@ taylor = fntirdf, dordern X) 

















@ p=fntrd dorder x, intervV) 

taylor = fntir(f, dorder x) 返回 函数 在 x 处 的 非 正规 化 Taylor 系数 ，Taylor 系数 的 最 高 阶 
导数 为 dorder 阶 。 

如 果 j 是 一 元 函数 ，* 是 标量 值 ， 则 返回 的 Taylor 系数 为 

(CD;UfCD3dooee FFOD) 

如 果 x 是 矩阵 ， 则 相应 返回 的 Taylor 系数 也 是 一 个 矩阵 形式 。 

如 果 j 是 多 元 函数 ， 则 要 求 Taylor 偶 导 数 的 阶 dorder 也 是 数组 。 如 果 函 数 ,8 是 闵 元 函数 
(2z>1D)， 此 时 要 求 数组 dorder 的 长 度 也 是 闵 。 假 设 dorder 数组 是 (il, PP，…, im) ， 则 对 第 7 个 输 
入 变量 x(, 旋 (xz 是 矩阵 ) 的 Taylor 系数 输出 为 
坝 历 4 FOOD 
输出 第 7 个 Taylor 系数 taylor(:) 的 长 度 是 msil*i2*x…*im。 
pP = fntlr(fdorderx, interv) 返回 函数 太 在 x 处 的 分 段 多 段 项 式 Taylor 系数 。 分 段 多 项 式 的 
区 间 由 参数 intery 决定 。 如 果 函 数 是 冯 元 函数 ， 则 要 求 矩 阵 x 大 小 为 size[mm,1]， 参 数 interv 


















































相同 ; 








是 大 小 为 sizerm,2] 的 和 矩阵， 或 者 是 包括 闫 个 大 小 为 size[1,23] 向 量 的 数组 。 
如 果 函 数 8 是 一 元 函数 ，x 是 标量 或 是 只 有 一 行 的 矩阵 ， 则 fntrG3,x) 与 下 面 的 输出 结果 


























qt = fnqer(f); [fnval(f,X); fnval(dqf,X);) fnval(fndqer (qf)，X) ] ; 


【 例 





结 末 
下 面 























35S-17 】 
>>cli = smak('circle'")，; 
in = fnpbrk(ci interv' ) ， 


七 = Linspace(in(1)，in(2)v21); 

二 (endq)=[]; 

了 三 生 m 巧 (GE73 7 

s 在 圆 上 对 点 v(1:2,]Jj) 用 '\o" 作 标记 

fnpPplt(ci)，， holada on，PlotGv(1l，:)vv(2，:)，o') 7 
quiver(v(1ly:)vv(2，:)vv(3，:)vv(4，:)) 7 s 用 箭头 标 出 点 v(1:2,3) 的 切 向 量 
s 用 用 箭头 标 出 点 v(1:2, 3) 的 二 阶 导 数 向 量 
Guiver(v(1v，:)vv(2y:)vv(5，:)v7v(6，:))，axis edqual， holdq off 

如 图 35-6 所 示 。 

是 一 个 两 元 Runge 函数 的 例子 。 

>>w = csapi({f-1:1，-1:1})，[3 2 3;2 1 2;3 2 3]);  s* 内 插 生 成 男 数 17/ (1+x2+y2?) 








呆 


























wWCcoefs = fnbrk(wr "coef') ; 

Scoefs = Zeros (size(wcoefs)); scoefs (end)=1; 
runge2 = rpmak (fnbrk(w 'breaks'), [scoefs; wcoefs]); ss 生成 有 理 样 条 曲线 
fnpPplt (fnbrk (rungde2，({[-2 2]，[-2 2])}))，; 

Shadqing interp，holdq on 

fnpPlt (fntlIz(runge2， [3 3]， [0;0]，[-5 .5; -.5 5]))，holdq off 






























































图 35-6 ”有 理 样 条 曲线 一 阶 与 二 阶 导数 图 




















结果 如 图 35-7 所 示 。 
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图 35-7 ”函数 IML+x^2+y^2) 与 它 的 在 起 始点 处 的 [3,3] 阶 Taylor 多 项 式 曲线 


为 了 生成 函数 II+x^2+y^2) 在 起 始点 处 的 3 阶 Taylor 多 项 式 ， 执 行 : 
>>taylor = fnt1lIz(runge2， [3 3]，[070]，[0 170 1])，; 
tcoef = fnbrk (taylor coe ' ) ; 
tcoef([1 2 4]) = 0; 





taylLor2 = fnpbrk (PPmak (fnprk (aylLIor 'br')vtcoef)v{[-1 1]，[-1 1]))， 
fnpPlt (fnbrk (runge2y{[-2 2]，[-2 2]}))， 

Shadqing interp，holq on 

fnpPlt (taylLlor2)，VvView(-28，-26)，axis off，holaq off 


结果 如 图 35-8 所 示 。 








NS 














图 35-8 ”函数 II+x^2+yY^2) 与 它 的 在 起 始点 处 的 3 阶 Taylor 多 项 式 曲线 图 




















.414 。 


第 36 章 ” 样 条 曲线 的 端点 与 节点 处 理 类 函数 


MATILAB 样 条 工具 箱 中 提供 的 端点 与 扭 结 点 处 理 类 函数 如 表 36-1 所 示 。 


表 36-1 样 条 曲线 的 端点 与 扭 结 点 〈 节 点) 处 理 类 函数 



































在 已 知 节点 数 引 































































































属于 第 几 个 分 量 


















































optknt 求 亿 节 点 数组 
chbpnt 求 -生成 样 条 曲线 的 合适 节点 数组 





下 面 按 表 36-1 所 列 ， 对 每 个 函数 逐一 进行 介绍 。 
1. augknt 函数 

该 函数 在 已 知 节 点 数组 中 添加 一 个 或 多 个 节点 ， 其 调 
@ [augknot, addl] = augknt(dknots, ]O) 

@ [augknot, addl] = augknt(knots, k, mults) 


























日 格式 














2 











此 函数 返回 单调 递增 的 已 添加 了 一 个 或 多 个 节点 的 节点 数组 ， 该 节点 数组 中 最 大 与 最 小 
元 素 的 重 次 为 上 重 。 此 处 ， 重 次 表示 某 个 元 素 重复 出 现 的 次 数 ， 例 如 数组 [1 2 2 2 3] 中 元 素 2 
的 重 次 为 3。 一 般 地 ， 重 次 等 于 最 高 阶 导 数 的 阶 次 ， 因 此 重 次 越 高 ， 曲 线 在 该 节点 的 连续 性 越 
高 。 此 外 ,该 函数 也 可 以 返回 添加 到 节点 数组 取 值 区 间 左 边 的 节点 个 数 〈 此 值 有 可 能 是 负 的 )。 
如 果 给 定 的 第 3 个 输入 参数 mults 是 标量 , 则 节点 数组 内 的 每 个 元 素 (两 个 端点 元 素 除外 ) 
是 mults 重 的 。 如 果 参 数 mults 是 向 量 ， 并 且 向 量 mults 的 元 素 个 数 与 节点 数组 〈 两 端点 元 素 
















































































除外 ) 的 元 素 个 数 相等 ， 则 节点 数组 中 的 第 7 个 元 素 为 multsG) 习 








到。 刀 























上 果 向 量 mults 的 元 素 个 





数 与 节点 数组 〈 两 端点 元 素 除 外 ) 的 元 素 个 数 不 相等 ， 则 每 个 元 素 都 为 mults(1) 重 。 如 果 贡 点 
数组 严格 单调 递增 ， 则 由 丰 阶 节 点 数组 augknot 生成 的 样 条 曲线 在 knotsGj+1) 处 的 重 次 为 






































k-mnultsd)，j=1:〈length(knots)-2 )。 















































【 例 36-1】 ”如果 要 在 区 间 [a 忆 内 生成 一 条 三 次 样 条 曲线 ， 有 两 阶 连 续 偏 导 ， 并 有 一 个 
内 部 断 点 xi， 则 可 以 用 augknt([a, b, xi], 4) 来 生成 需要 的 节点 向 量 。 例 如 ， 





>>a= 工 
D=2; 


冯 生 三 二 .5 
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augknt ([arpbyrxi]jv4) 

ans 一 
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.5000 
2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 


如 果 使 用 Hermite 插值 法 生成 三 次 样 条 函数 ， 即 生成 只 有 一 阶 连续 偏 导 的 三 次 样 条 函数 ， 
则 可 以 用 augknt([a, xi, bl],4, 2) 来 生成 需要 的 节点 向 量 。 例 如 : 
>>a= 工 
bp=2; 
区 二 二 于 5 了 
augknt ([arXxirb]jv， 42) 


1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.5000 
1 .5000 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 
































又 如 : 
>>a= 工 ; 
D=2; 
区 工 尝 于 -光世 
区 开关 下 ,8 
augknt ([arXirxlrblr 4 [2 3 


8 一 


Columns 1 througn 7 

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.5000 1.5000 1.8000 
Columns 8 through 13 

1.8000 1.8000 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 


2. aveknt 函数 
该 函数 求 出 节点 数组 元 素 的 平均 值 ， 其 调用 格式 为 ; 
@ tstar = aveknt(tk) 。 此 冰 数 返回 连续 的 ( 寻 1) 个 节点 的 平均 值 ， 即 
龙 三 (十 .十 四 DA 一 莹 三 1 .7 
当 在 有 大 个 元 素 的 节点 数组 中 内 插值 时 ， 通 过 此 函数 可 以 找 出 最 佳 插值 点 。 
【 例 36-2】 
>>avVeknt ([12333]，3) 


ans = 
2.5000 3.0000 


对 于 大 阶 严格 单调 递增 的 断 点 向 量 ， 
七 = augknt (breaksrk) 
X = avVeknt (kkKk) ; 
sp = spapi(t,xrsin(x)) 
上 面 返回 在 区 间 [breaks(1) breaks(end) ] 内 插值 生成 的 正 弱 样 条 函数 。 例 如 ， 
>>t = augknt([0 2 4]，4) 
X = avVeknt (ty 4) ; 





































































































SP=SPapi (txrsin(X) ) ， 
fnpPlt(sP) 


结果 如 图 36-1 所 示 。 
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3. brk2knt 函数 
利用 该 函数 增加 断 点 数组 breaks 中 元 素 的 重 次 ， 其 调用 格式 为 : 
@ [knots, index] = brk2lkmnt(breaks, mults) 





1 





0.8 上 2 N 


0.6 上 











0.5 和 下 5 和 5 3 3.5 4 





图 36-1 B 样 条 曲线 图 


输入 参数 breaks 为 断 点 数组 , mnults 为 与 breaks 相对 应 的 重 次 数组 特别 地 , 若 multsG)<=0， 
则 第 breaksG) 断 点 元 素 不 增加 重 次 。 若 断 点 数组 breaks 严格 单调 递增 ， 则 jnots 为 断 点 数组 
breaks 中 的 每 个 元 素 增加 mnults 重 后 生成 的 节点 数组 。 
若 数组 mults 的 元 素 个 数 与 断 点 数组 breaks 的 元 素 个 数 不 相 等 ， 则 所 有 的 multsG) 等 于 
mults(])。 
若 断 点 数组 breaks 严格 单调 递增 ， 而 且 所 有 的 multsG) 为 正 ， 则 对 每 个 1i，indexG) 是 断 点 
数组 元 素 breaksG) 在 生成 的 节点 向 量 knots 中 的 下 标 值 。 
【 例 36-3】 
>>Xi=[I1 2 3 4 5]; 
m=[23112]，; 
七 七 =DTK2Knt (XILvm) 
tt = 
工 工 2 2 2 3 4 与 5 













































































4.knt2brk, knt2mlt 函数 

该 函数 从 节点 数组 中 求 得 节点 及 其 重 次 ， 其 调用 格式 为 : 

@ [breaks, mults] = knt2brk(knots) 

@ [m, sortedt] = knt2mlt(b 

函数 knt2brk 与 knt2mlt 用 于 从 节点 数组 中 求 得 不 相 重 复 的 节点 元 素 和 它们 的 重 次 。 在 两 
个 不 同 的 函数 中 ， 重 次 略 有 差别 。 

函数 knt2brk(kenots) 返 回 节点 数组 knots 的 元 素 及 其 重 次 。 数 组 breaks 与 mults 的 长 度 是 相 
等 的 ， 可 选 参数 mults 存放 节点 数组 中 每 个 元 素 的 重 次 。 函 数 knt2brk 是 函数 brk2knt 的 反 操 
作 ， 对 于 任意 的 节点 数组 ，[xi，mlts]=knt2brk(knots); knots1=brk2knt(xi，mlts) 求 出 的 节点 数组 
knotsl 等 于 knots 。 
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函数 m=knt2mlt(0 返 回 与 数组 t 长 度 相 等 的 数组 m，m 人 OD) 等 于 第 工 个 节点 的 重 次 。 注 意 ， 
数组 { 已 经 过 函数 sort(b 排序 。 求 出 的 数组 m 可 作为 函数 spapi 或 spcol 函数 的 输入 参数 。 特 
别 地 ， 如 果 数 组 1 单调 递增 ，z 是 与 数组 t 长 度 相 等 的 一 个 数组 ， 则 sp=spapi(knots,b 2) 可 以 生 
成 样 条 函数 sp。 此 处 ， 对 所 有 的 记 满足 DosGG) = xz。 第 2 个 可 选 输出 参数 sortedt 返回 





















































函数 sort(b 的 结果 。 
一 般 用 户 很 少 用 到 这 两 个 函数 。 
【 例 36-4】 
>> [xivmlts]=knt2brk([123313]) 
XI 三 
1 2 3 
mlLts = 三 
2 二 3 
又 如 
>> [m， 七 ]=knt2mlt([L123313]) 
谱 尝 
0 工 0 0 下 2 
书 : 一， 
工 工 2 S 3 3 


5. sorted 函数 

利用 该 函数 求 出 节点 数组 points 中 元 素 在 节点 数组 meshpoints 中 属于 第 几 个 分 量 ， 其 调 
用 格式 为 : 

@ index = Sorted(meshpoints, points) 

在 样 条 工具 箱 中 ， 有 许多 的 M 文件 要 确定 数组 中 某 个 元 素 在 数组 中 的 位 置 。 例 如 ， 确 定 
元 素 在 数组 [1 如 口 中 的 位 置 ， 注 意 数组 上 是 一 单调 递增 的 节点 数组 。 此 时 ， 可 以 通过 此 函 
数 对 元 素 x 进行 定位 ， 求 出 元 素 x 在 数组 上 中 的 位 置 编号 。 

index = sorted(meshpoints, points) 求 得 的 位 置 编 号 数组 index 是 一 个 整数 数组 index(G) 可 以 
按 如 下 来 确定 ; 首先 ，spoints=sort(points) , 然后 求 出 数组 meshpoints 中 小 于 等 于 spointsd) 的 
元 素 个 数 ， 求 出 的 值 即 为 indexG) 。 因 此 ， 如 果 数 组 meshpoints 与 points 都 单调 递增 ， 则 

meshpoints(index(G)) 和 pointsG)<meshpointsGindexG)+1) 

此 处 ，indexG) < 1 或 者 length(meshpoints) < indexG) + 1 

【 例 36-S】 

>>Sortedq([1 11122333]，[0:4]) 


ans 三 
0 3 5 8 8 































































































































































































同样 
>>sorted([3 2 113231]，[23041]) 


ans 三 
0 3 5 8 8 


6. aptknt 函数 
利用 该 函数 求 出 用 于 生成 样 条 曲线 的 节点 数组 ， 其 调用 格式 为 : 
@ knots = aptknt(tau, k) 
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@ [knots,Kk] = aptknt(tau, K) 
假设 数组 tau 的 元 素 个 数 大 于 等 于 k， 并 且 数 组 tau 单调 递增 ， 对 所 有 的 1i， 满 足 














tau(D)<tau(i+k-1) ， 则 aptknt(tau, k) 返回 的 knots 可 以 作为 内 揪 生 成 样 条 曲线 的 节点 数组 ， 即 返 


回 





的 节点 数组 knots 满足 Schoenberg-Whitney 条 件 : 


knotsG) < tau(GD) < knots(i+lo, i=1l:length(tau) ， 
如 果 数 组 tau 的 元 素 个 数 少 于 k， 则 忽略 输入 参数 k， 并 且 返 回 k=length(tau) 。 如 果 数 组 

















tau 不 是 单调 递增 的 ， 或 者 对 某 个 i，tau(D=tau(Gi+k-1) ， 则 有 出 错 消息 返回 。 








实际 上 , 只 要 数组 tau 的 元 素 个 数 大 于 等 于 k, k>1, 则 aptknt(tau, k) 返回 的 节点 数组 knots 





与 augknt([tau(1), aveknt(tau, k), tau(end)], k) 返回 的 节点 数组 相等 。 例 如 : 


>>tau=[3 45 67 10]，; 
K=5 7 
augknt ( [au(1)v，aveknt (taurk)vtau(end) ] ,KK) 


ans 一 
3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 
5.5000 30.0000 30.0000 30.0000 30.0000 30.0000 
下 面 ， 
>>aptknt([3 45 67 10]，5) 
ans 王 


3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 
5.5000 30.0000 30.0000 30.0000 30.0000 30.0000 


【 例 36-6】 
>>tau = 1Linspace(1v， 10,4); 
yYy=Ccos (tau) ; 


SP=SpPapi (aptknt (Lau 4) ,taury) ; 
fnpPlt(sP) 


结果 如 图 36-2 所 示 。 


是 
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图 36-2 ”余弦 函数 的 B 样 条 曲线 图 
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除了 返回 的 是 分 段 多 项 式样 条 曲线 外 ， 下 面 返回 的 样 条 曲线 与 上 面 完 全 一 样 。 


>>tau = Linspace(1v， 10，4) 





y=Ccos (七 au) ; 
SP=SPlLine (taury) ; 
Enplt (sp) 


结果 如 图 36-3 所 示 。 
1 





NS 
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图 36-3 ”余弦 函 数 的 分 段 多 项 式样 条 曲线 图 
实际 上 ， 仅 仅 从 样 条 曲线 上 根本 看 不 出 它们 的 区 别 。 

7. newknt 函数 
利用 该 函数 对 分 段 多 项 式 进 行 重 分 布 ， 其 调用 格式 为 : 


@ newknots = newknt( 人 






































@ hewbreaks = newknt(pp, new]) 

@ [newbreaks, distftn] = newknt(pp, new]) 

此 函数 把 分 段 多 项 式样 条 函数 分 成 newl 段 。 同 时 ，pp 的 取 值 区 间 也 被 分 成 newl 段 。 函 
数 返 回 各 段 分 段 多 项 式 的 取 值 区 间 ， 如 果 需 要 返回 生成 的 分 段 多 项 式 函 数 ， 可 以 输入 参数 
distfn。 通 过 此 函数 生成 了 一 个 与 pp 的 高 阶 导 数 相 关 的 分 段 多 项 式 线性 单 值 函数 。 如 果 输 入 参 
数 newl 没有 给 出 ， 则 原先 函数 的 多 项 式 段 数 作为 默认 的 newl。 

【 例 36-7】 


>>X=1Linspace (0v，10v， 101) ; 



















































































Y=eXP (X) ; 
SP0O=spap2 (augknt ([0:2:10]v，4)，4， xy) ; 
[newbreaksydqistfn]l=newknt (SP0v， 5) 


newbreaks = 

Columns 1 上 through 1 工 1 
0 0 0 0 4.4150 653435 
7.6624 8.8533 30.0000 30.0000 30.0000 

Column 12 
30.0000 
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qistfn = 
form: "PP 


breaks: [02 4.68 10] 


coefs: [5x2 qouble] 


Pieces: 5 
Orader: 2 
Qim: 工 


8. optknt 函数 





利用 该 函数 求 出 用 于 内 插 的 最 优 节 点 数组 ， 其 调用 格式 为 : 


@ knots = optknt(tauk) 


@ knots = optknt(tau, k, maxiter) 


toptknt(tau, k) 从 数组 tau 中 选 上 
maxiter 为 计算 时 的 欠 代 次 数 ， 默 认 值 
在 元 素 tau(1),...,tau) 中 ， 求 出 与 向 量 g 匹配 的 最 优 内 揪 向 量 Rg， 这 里 定义 最 小 常数 















































8 用 于 内 插 生 成 k 次 样 条 曲线 的 最 优 节点 数组 。 输 入 参数 





为 10。 此 处 ,“ 最 优 ” 的 意思 是 : 





























constR， 使 得 对 所 有 的 g， 满 足 ||g-Rgl| 科 constR||D 凶 |。 


| 刚 := supuanc)<x<tauoo| 态 | ， 从 
了 这 种 关系 ,t 由 下 面 的 条 件 决 定 。 






































找 出 最 小 的 constR，Micchelli/Rivlin/Winograd 已 经 表明 


(1) t(D = …=tdo =tau(); 
(2) tn+l) =.…= tn+k) =tauCn); 
(3) tk+lD, ,to) 满足 下 面 的 函数 忆 


iaU(7D) 


Treonoodx=0， 


tuU() 


【 例 36-8】 


所 有 的 ,fesu， 


>>X=2xpix*xsort ([0 1 randq([1 10])])， 


OPtKnt (Xr 5 20) 


人 


Columns 1 throughnh 1 工 


0 0 
1.9761 2.7022 


Columns 12 thzougn 17 


5.4521 6.2832 


9. chbpnt 函数 





0 


0 0 1.3658 


9394 4.3489 4.9944 


6.2832 6=2832 6.2832 6.2832 


利用 该 函数 求 出 用 于 生成 样 条 曲线 的 合适 节点 数组 ， 其 调用 格式 为 : 





@ tau = chbpnt(t, K) 
@ [tau, sp] = chbpnt(t, k, tol) 





图 数 chbpnt 从 节点 数组 t 中 求 出 生成 K 阶 Chebyshev 样 条 函数 的 合适 节点 数组 。 返 回 的 





tau 是 内 插 生 成 k 阶 Chebyshev 样 条 函 


迭代 生成 。 








数 的 最 优 节 点 数组 。Chebyshev 样 条 函数 由 Remes 算法 




















如 果 输 出 参数 中 有 sp， 则 参数 sp 存放 返回 的 chebyshev 样 条 函数 的 信息 。 输 入 参数 tol 











是 允许 的 迭 代 精 度 ， 默 认 是 0.001。 


在 








生成 Chebyshev 样 条 函数 时 ， 如 果 前 后 两 次 迭代 的 差 值 





小 于 tol 值 ， 就 结束 欠 代 ， 生 成 满足 精度 要 求 的 Chebyshev 样 条 函数 。 
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【 例 36-9】 chbpnt([-ones(1, ,ones(1 9], 名 在 区 间 [-1 3 生成 自由 度 为 k-1 的 Chebyshev 





多 项 式 。 例 如 : 











>>K=5)， 
[au SP]=chbpnt ([-ones (1，K)v，ones (1，K)]，K) 
七 au 三 
-1.0000 -0.7071 -0.0000 0.7071 1.0000 
SP = 
于 个 吾 和 “了 术 二 
长 页 问世 S 3 [一 = 三 | 三 人 三 工 -= 下 工 工 革 卫 工 | 
coefs: [-1.0000 7.0000 -31.6667 7.0000 -1] 
nurmber: 5 
Order: 5 
iim5 王 
【 例 36-10】 
>>K = 47; 
nn = 10; 
七 = augknt(((0:n)/n) .^8,K); 
X = chbpnt (tvk) ; 
SP = Spapi(trxrsdIrt (X) ) ; 
结果 如 下 所 示 : 
SP = 
芋 加 天 二 也 三 ” 
kmnots [1x17 Qqouble] 
coefs: [08.8692e-005 0.0012 0.0056 0.0175 0.0429 0.0902 0.1703 0.2963 
0.4837 0.7520 0.9040 1] 
number: 13 
Orqder: 4 
Qi2 工 
其 图 形 如 36-4 所 示 。 
1 or T 一 王 - 
0.9 -一 
0.8 司 人 
07 
06 
0.5 
0.4 了 
0.3 
02 
01 
0 一 -一 上 一 一 上- -一 -一 -一 








0.1 02 03 04 0.5 





06 





多 








36-4 B 样 条 | 








线 
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图 


MATLAB 样 条 -了 


第 37 章 








[有 具 箱 中 提供 的 解 线 必 





表 37-1 解 线性 方程 组 类 函数 








slvblk 线性 方程 组 



































bkbrk 描述 分 块 对 角 拖 阵 的 详细 情况 


1.， slvblk 函数 








该 轴 数 解 对 角 

















占 优 的 线性 














方程 组 ， 其 调用 格式 为 : 

















@ X=Slvblk(blokmat, b) 
@ X=Slvblk(blokmat, b, w) 
slvblk(blokmatb) 返 回 线 公 


优 的 矩阵 , 矩阵 中 元 素 的 典型 值 是 B 样 条 函数 在 一 些 多 


点 的 坐标 值 )。 





























解 线性 方程 组 类 函数 


方程 组 类 函数 如 表 37-1 所 示 。 


方程 组 4x=2 的 解 ， 输 入 参数 blokmat 存放 符 阵 4， 














巴 是 对 角 占 
































如 果 线 性 方程 组 是 超前 














以 确保 DZyjwG)x((Asx-b)G))2 的 值 最 小 。 式 中 ，b 是 一 包含 多 行 的 和 


























blokmat 的 行 数 相等 。 


【 例 37-1]】 

















定 的 ， 则 该 函数 利用 最 小 二 乘法 求解 。 出 











标点 处 的 方差 值 (包括 第 要 


时， 应 给 出 可 选 参数 w， 





























>>knots=[12 3 45 6]， 


K=3 1; 


X=1Linspace (1,，6v10) ; 


Y=Sin (X) / 


YY=Yy " ) 


slLVvblk(spcol (knotsvkvxr1)vyy) 


凡生 总 一 


1.1639 
-0.4666 
-1 .4005 


sp=spmak(knots, slvblk(spcol(knots, k, x, 1),y 力 返回 与 数组 〈x, y) 相 匹 配 的 k 阶 B 样 


数 sS， 即 满足 sc)=y。 例 如 ， 


>>knots=[1 13 45 7]:; 


K=3 1; 


X=1inspace(1v， 6 8) 


Y=Sin (X) / 


SP=SpPmak (knotsr slvblk(Spcol (knotsv krxr1l)vy. ')) 


号 本 


form: "B-" 
knots: [1 1 3 


Coefs : 


4 357] 


[3x1 aqouble] 








# 列 矩阵 ， 殿 


行 数 与 矩阵 





条 





人 
芭 
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number: 工 
Oraer: 5 
Qim: 3 


2. bkbrk 函数 
该 函数 返回 分 块 对 角 挎 阵 的 详细 情况 ， 其 调用 格式 为 : 
@ [nb, rows, ncols, last, blocks] = bkbrk(blokmat) 
@ bkbrk(blokmat) 
函数 bkbrk 用 于 函数 slvblk 中 ， 它 返回 分 块 对 角 抢 阵 blokmat 的 详细 情况 ， 包 括 行 数 rows、 
分 块 矩 阵 的 大 小 size[sumGrows), ncols] 等 。 
如 果 没 有 输出 参数 ， 则 有 关 分 块 矩 阵 的 详细 情况 显示 在 屏幕 上 。 这 对 于 和 弄 清 分 块 矩 阵 哪 
里 出 问题 非常 有 用 。 
【 例 37-2】 
>>t 上 =1Linspace (0v 2x*pir10) 7 
X = Linspace(t(1L),t(endq)，10) ; 
全 3 人 GD (二 产 3 王 关 二 生字 
[NB, ROWS,NCOLS,LRAST,， BLOCKS]=bkbrk (c) 


































































































姜 





























NB = 三 
ROWS = 

3 工 工 二 工 业 2 
NCOLS = 

3 
LAST = 三 

工 工 工 工 平 工 工 
BLOCKS = 

0 0 0 

0.5000 0 0 

0.5000 0.5000 0 

0.5000 0.5000 0 

0.5000 0.5000 0 

0.5000 0.5000 0 

0.5000 0.5000 0 

0.5000 0.5000 0 

0.5000 0.5000 0 

0 0 1.0000 
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样 条 GUI 函数 


























为 了 使 用 





户 能 够 方便 地 使 用 上 面 介绍 的 函数 ， MATLAB6.0 的 样 





中 新 增 了 两 个 样 








条 GUI 函数 bspligui 和 splinetool。 下 面 介 绍 这 两 个 函数 。 


1. bspligui 函数 





该 函数 在 节点 处 生成 B 样 条 曲线 ， 其 调用 格式 为 : 








@ bspligui。 它 演示 在 GUI ( 


线 。 用 户 可 以 月 








图 形 用户 界 面 ) 下 ， 如 何 根据 
鼠标 在 生成 的 B 样 条 曲线 上 增加 、 移 动 或 删除 节点 。 当 用 户 进 行 这 些 操作 时 ， 


| 
下 


知 的 节点 生成 一 条 了 样 条 曲 

















B 样 条 曲线 与 它 的 一 阶 、 二 阶 、 三 阶 导数 | 








1 线 也 随 之 发 生变 化 。 


























户 在 MATLAB 工 作 空 间 中 输入 bspligui， 回 车 后 ， 就 
Experinmnent with a B-spline asafoncEiGaEES KGGG 


Help 














The B-splineis of ORDER 4 
since iis specified by 5 knots. 


IE consists of 4 polynornial 
pieces. each of DEGREE 3. 








Also shown are the 1sL 2nd. 2 「 
and 3rd derivative of the 
0 
| 人 

上 ddaknot 芭 ， 

0 
Mark aknot by [lefclicking 
涪 二 


Delete the marked knot | 如 


ve the marked KNDT with the 中 -一 一 六 一 
0 
Close | | 
-50 








-0.5 D 




















时 | DSS 皮 | 
图 38-1 bspligui 函 数 的 GUI 界面 





图 38-2 为 用 鼠标 在 图 38-1 上 随意 点 击 ， 增 加 3 个 节点 后 的 情况 。 





| 


Help 

The B-splneisofDRDER ?7 
sinceitis specifed by 8 knots. 
lt consists of 了 polynomial 


上 lso shown are the 1stL 2nd. 
and 3rd derivative of the 


点 dd s knaot 


Mark aknot by Ilefbclicking 0 


Delete the marked knot 
paseemakedknot | 5 
ve the markedKNDT with the 二 

0 














38-2 ”增加 三 个 节点 后 的 bspligui 函数 的 GUI 界面 


显示 图 38-1 所 示 的 GUI 界面 。 
= “ 阿 [ 扣 醒 


.425 。 





通过 分 析 上 面 两 图 在 节点 数组 mp 入 …<# 内 生成 的 B 样 条 














线 ， 

















可 以 得 到 以 下 结论 。 


《1) B 样 条 函数 值 在 开 区 间 (t 妈 内 为 正 。 若 节点 加、 灰 不 是 大 重 节 点 ， 则 在 节点 和 、 灰 处 ， 














函数 值 为 零 。 在 
示 出 来 。 
(2) 即使 在 最 大 值 处 ， 























非常 小 。 


区 间 [to 妇 外 ，B 样 条 函数 值 也 为 零 ， 


B 样 条 函数 值 也 比 工 小 。 在 
时 ， 函 数值 才 有 可 能 为 1。 另 外 ， 最 大 值 也 不 能 人 





但 在 











区 | 





区 间 内 ， 
F 意 小 ， 当 内 部 没有 节点 时 ， 函 数值 就 会 











司 外 的 曲线 部 分 ， 界 面 上 没有 显 


口 右 当 
和 人 月 














至 少 为 (上 -1) 重 


























《3) B 样 条 曲线 实质 上 是 一 条 K 阶 分 段 多 项 式样 条 曲线 ， 即 对 于 扩 1:4， 各 段 的 自由 度 








degree<K。 实 际 上 ， 通 过 观察 它 的 一 阶 、 二 阶 、 三 阶 导数 曲线 ， 可 以 看 
1 线 的 自由 度 degree 都 是 〈 上 二 1) 。 这 意味 着 ， 每 当 增 加 或 减 








样 条 
升 高 或 降低 一 度 。 














(4) 允许 B 样 条 曲线 的 几 个 节点 重合 。 























节点 都 不 相同 ) ， 最 少 为 1 段 〈 所 有 的 节点 都 相等 ) ， 即 样 条 


变化 。 


《5) B 样 条 曲线 的 光滑 程度 依靠 各 节点 的 重 次 。 如 














站 办 
果 某 个 


则 B 样 条 曲线 在 此 节点 处 有 〈 有 刀 ) 阶 偏 导数 ， 所 有 比 〈Em2) 阶 








此 ， 随 着 一 个 节点 本 








次 的 变化 ， 可 以 控制 B 检 








《6) 当 一 个 节点 与 另 

















个 节点 离 得 非常 近 时 ， 在 两 节点 间 的 最 高 阶 偏 导数 有 
跳跃 ， 而 且 最 高 阶 偏 导数 成 为 无 界 。 但 是 ， 低 阶 偏 导数 没有 这 种 情 


























《7) B 样 条 曲线 的 形状 变化 规律 如 下 : 


如 果 在 
B 样 条 曲线 本 质 上 是 单 模式 








区 间 (zo， 1 由 内 一 








朵 








阶 侦 导 


的 ， 即 有 








条 曲线 上 


2 











出 它 的 所 有 分 段 多 项 式 
节点 时 ， 自 由 度 随 之 








人 和 














因此 ， 分 段 多 项 式 的 段 数 最 多 为 上 段 〈 每 个 

















线 的 阶 次 在 1 与 天 之 间 








仆 贡 点 在 节点 数组 中 出 现 严 次 ， 











氏 的 偏 导 数 ， 在 此 节点 处 是 
的 光滑 程度 。 






































全 





巨大 的 























个 确 











数 不 恒 为 零 , 则 一 阶 偏 导数 
上 定 的 最 大 值 。 如 果 在 























线 不 恒 为 零 ， 则 二 阶 俩 导数 


线 有 











恒 为 零 ， 则 三 阶 含 导 数 











曲线 有 三 次 了 





两 次 正 负 号 变化 。 如 果 在 


























是 恒 为 零 ， 则 此 偏 导 数 曲线 有 半 次 正 负 号 变化 。 








2. splinetool 函数 


@ Splinetool 























@ Splinetool(x, y) 


splinetool 函 数 的 功能 非常 强大 ， 它 几乎 把 前 面 各 种 4 


一 系列 方法 生成 各 种 样 条 


























线 ， 其 调 




















成 样 条 





区 间 


j 格 式 为 : 


曲线 有 
区 间 (o,zD0 内 ， 二 阶 偏 导 数 曲 
(ozD 内 ， 三 阶 偏 导数 
E 负 号 变化 。 这 表明 ， 如 果 第 半 阶 1 





次 正 负 号 变化 。 因此 ， 

















线 不 
内 不 




















高 导数 曲线 在 区 间 

















线 的 方法 都 包括 在 内 了 。 




















splinetool 函 数 提供 一 个 图 

















形 月 


选择 一 种 ， 生 成 需要 的 样 条 曲线 。 


splinetool(x，y) 根据 数组 x，y 在 图 形 


的 长 度 相等 。 
用 户 在 MATLAB 工作 














区 空间 内 输入 splinetool， 


户 界 盾 























(GUI) ， 它 的 初始 菜 生 


















































提供 了 各 种 数据 ， 用 户 可 以 从 中 


























户 界 面 下 生成 样 条 曲线 ， 但 要 求 输入 的 数组 x 与 y 








加 车 后 ， 就 显示 图 38-3 所 示 的 界面 。 


从 中 选择 一 种 数据 ， 例 如 ， 选 择 Noisy values of a smooth function， 就 显示 图 38-4 所 示 的 





GUI 界面 。 
从 图 形 
方法 及 其 可 
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j 户 界面 的 Approximation 项 
周 情况 如 表 38-1 所 示 。 








P， 可 以 选择 各 种 台 














E 成 样 条 曲线 的 方法 。 可 供 选择 的 





PIT -lox 


Choose some data to work on with the 
SPLINE TODL: 


Provide your own data 
5Specify an mr-file that provides the data 
Titanium heat data 


Noisy values of a smooth function 
The function sinfx] on [0 . piz2] 
Census data 


RichardTapias drag race data 





图 38-3 splinetool 函数 的 初始 界 国 






















5pline Tool 了 砚 | 四 友 4 


BEile Edit Wew Help 
已 data 
-一 splinel 










训 pproximation 

|cubk 5Spline |nter 引 
End hol-a- 了 

1at Tstden 





Data. breakszknaots 


| sites and valu 了 ] 
和 


spline1 = csapllx 别 : 矢 same as csape[s 思 notaknot] orsplne[s 旭 

















图 38-4 splinetool 函数 的 GUI 界 国 





表 38-1 splinetool 函数 GUI 界面 上 approximation 项 的 可 选 参数 





成 样 条 曲线 的 方法 


月 
三 次 样 条 插值 法 (Cubic Spline 
可 选择 各 种 约束 条 件 
JInterpolation) 


可 按 4 阶 或 6 阶 〈 函 数 的 阶 次 ) 进行 样 条 平滑 处 理 ， 可 改变 精度 的 允许 值 ; 可 调 

整 鲁 棒 性 分 析 时 的 权重 

最 小 二 乘 拟 合法 函数 的 阶 次 可 从 工 到 14 变化 ， 默 认 值 是 4， 即 三 次 样 条 插值 ， 可 修改 分 段 多 项 
(Least-Squares Approximation) 式 的 段 数 ， 可 增加 或 减少 数据 点 以 改变 精度 ;可 调整 鲁 棒 性 分 析 时 的 权重 
函数 的 阶 次 可 从 工 到 14 变化 ， 默 认 值 是 4， 即 三 次 样 条 插值 。 如 果 提 供 的 默认 
数据 点 数组 拟 合生 成 的 样 条 曲线 不 是 非常 好 ， 可 以 移动 数据 点 以 使 拟 合 效果 更 好 














平滑 样 条 法 (Smoothing Spline) 
































样 条 插值 法 (Spline Interpolation) 
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在 图 形 

















四 j 户 界面 下 ， 可 以 使 用 
种 曲线 图 进行 比较 。 另 外 ， 从 界面 上 可 以 得 到 以 下 信息 : 




















《1) 当前 每 个 数据 点 的 坐标 值 (xz y) 。 
《2) 可 供 选 择 的 方法 。 


63) 当前 选择 的 方法 的 加 
导数 曲线 图 以 及 误差 曲线 图 ， 默 认为 误差 曲线 图 。 
































在 图 形 用 户 界面 下 ， 可 以 给 图 形 作 图 例 ， 并 且 
印 出 来 。 也 可 以 选择 File 菜单 ] 
出 到 工作 空间 (workspace)， 以 便 进 




















助 图 形 。 可 以 从 荣 单 view 中 ， 选 择 产 生 检 





步 分 析 。 


























同一 批 数据 ， 产 生 与 上 述 方法 相对 应 的 样 条 曲线 ， 并 对 各 


条 函 数 的 一 阶 、 二 阶 


选择 File 菜单 下 的 Print 子 菜单 ， 把 图 形 打 
下 的 Export Data 与 Export Spline 子 菜单 ， 将 数据 与 样 条 函数 输 








在 Edit 菜单 下 ， 可 以 选择 add data，delete data 或 move data 子 菜单 ， 来 增加 、 删 除 或 移 





动 数据 点 。 在 图 形 窗 口内 ， 右 击 鼠 标 也 能 弹出 上 述 子 菜单。 
值 法 生成 样 条 曲线 


【 例 38-1】 





用 三 次 样 条 插 











本 例子 演示 在 各 种 约束 条 位 
中 任意 选择 一 类 数据 , 例如 选择 Provide your own data， 然 后 在 随后 出 来 的 界 画 


就 会 显示 图 38-5 所 示 的 界面 。 


默认 的 生成 样 条 曲线 的 方法 就 是 在 not-a-knot 约束 条 件 下 的 三 次 样 条 可 


spline Tool 
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Data. breaksyknots 
sites and val 严 
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pp 旺 me 旺 
0418 0.3913 




































F 下 插值 生成 三 次 样 条 曲线 的 情况 。 在 函数 splinetool 初始 界面 




















中 接受 默认 值 
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届 : 有 识 
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圳 mn2r 


图 


0628 .1|0.809 
naa7 1n FFa 工 
本 入 





spline1 = csapllx 册 ) 放 same as csape[x 少 mota-knot] or splinelx 骨 









error in spline1 
ho 已 ID 五 口 一 








38-5 插值 生成 的 三 次 样 条 曲线 GUI 界面 




















ji 值 法 (Cubic Spline 


Interpolatiomn)。 它 生成 x= linspace(0, 2*pi, 21)，y=cos(CO) 的 样 条 曲线 。 注 意图 中 的 误差 曲线 ， 相 








对 误差 的 最 大 值 在 两 端点 附近 ， 约 为 Se-6。 




















下 面 对 在 各 种 约束 条 件 下 生成 三 次 样 条 























线 的 情况 进行 对 比 。 























(1) 从 约束 条 件 组 合 框 中 ， 选 择 约束 条 件 complete。 因 为 余 获 函数 cos 的 一 阶 导 数 是 正 


绝 函 数 sn， 因 此 ， 左 右 端 点 的 


两 端点 附近 ， 

















约 为 Se-6。 











图 形 如 38-6 所 示 。 
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阶 导 数值 是 零 。 注 意图 中 的 误差 曲线 ， 相 对 误差 的 最 大 值 在 


界面 底下 的 Bottomline 栏 可 知 ， 此 样 条 曲线 由 函数 csape 生成 ， 


EDIEITTIIT -olx| 


Elle Edit 丰 emw Help 









Cubic Sphi 
End como 地 
If end ，rinht =nr -05 
nontct 六 nnnlel 
二 nnnr 下 直 nnnr 
Data. breakseknaot 
sites and val' 一 





j 1 FAR7FF2> 


瘦 mn2r 










spline1 = csape[s4complete'[0.00161356.-0.001 61356]]: 入 same as 














图 38-6 cos 函数 在 complete 约束 条 件 下 播 值 生成 的 三 次 样 条 曲线 GUI 界面 
(2) 从 约束 条 件 组 合 框 中 ， 选 择 约束 条 件 natural。 从 图 中 的 误差 曲线 可 知 ， 误 差 变 大 ， 


























其 相对 误差 最 大 值 约 为 2e-3， 图 形 如 38-7 所 示 。 








EEC -oz 


BEile Edit wew Help 


门 S7ss2 
可 mn2r 过 


splinel = csape[x 洲 .variational]: 入 same as Csape[s 光 [2 2[00]) cr 









































图 38-7 cos 函数 在 natural 约束 条 件 下 插值 生成 的 三 次 样 条 曲线 GUI 界 国 


《3) 从 约束 条 件 组 合 框 中 ， 选 择 约 束 条 件 periodic， 误 差 又 变 小 了 ， 其 相对 误差 最 大 值 约 
为 Se-6。 
【 例 38-2】 用 平滑 样 条 法 生成 样 条 曲线 
在 图 形 用 户 界面 上 上， 选择 File 主 菜单 下 的 Restart 子 菜单 ， 重 新 开始 选择 数据 。 在 显示 的 
splinetool 初始 界面 中 选择 Census data, 然后 , 再 选择 平滑 样 条 法 (Smoothing Spline Interpolation) 
生成 样 条 曲线 。 图 形 如 38-8 所 示 。 
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spline1 =spapil4.8. 则 : 记 we are starting off with the cubic spline 








图 38-8 ”平滑 样 条 法 生成 的 样 条 曲线 GUI 界面 














从 误差 曲线 图 可 知 ， 用 平滑 样 条 法 生成 的 样 条 曲线 误差 很 大 。 实 际 上 ， 对 于 Census data 
数据 , 采用 三 次 样 条 插值 法 生成 的 样 条 曲线 , 其 误差 就 很 小 , 图 38-9 就 是 在 约束 条 件 notra-knot 
下 利用 三 次 样 条 插值 法 生成 的 样 条 曲线 ， 请 注意 其 误差 曲线 。 

| ET -本 呈 3 


: Ele Edt wew Help 




















































| 已 data 
| Toximation 一 spline1 
Cubic Spline Interp 互 
End not-a-k 亚 
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Pnd ，rinht nd 
derv. | 1stderiv. 





Data. breaksyknots 1 


| | sites and value 司 





spline1 = csapils 几 ] 放 same as csape[g 光 nota-knot] or splinefs 骨 








图 38-9 三 次 样 条 插值 法 生成 的 样 条 曲线 GUI 界面 














【 例 38-3】 用 最 小 二 乘 拟 合法 生成 样 条 曲线 。 

在 上 面 的 图 形 用 户 界面 上 ， 选 择 File 主 荣 单 下 的 Restart 子 菜单 ， 重 新 开始 选择 数据 。 在 
显示 的 splinetool 初始 界面 中 选择 Titanium heat data， 然 后 ， 再 选择 最 小 二 乘 拟 合法 
(Least-Squares Approximation) 生 成 样 条 曲线 ， 图 形 如 38-10 所 示 。 

由 于 中 间 的 数据 点 非常 少 ， 因 此 用 最 小 二 乘法 拟 合 时 ， 生 成 的 样 条 曲线 的 误差 非常 大 。 数 据 
点 的 Cc, 习 ) 坐 标 值 在 数据 点 坐标 值 列 表 框 中 (Data, breaks/knots, weights...)。 注 意 ， 两 个 端 节 点 都 是 4 
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重 。 单 击 鼠 标 右键 ， 从 弹出 的 菜单 中 选择 增加 数据 点 菜单 (Add Points.…)， 然 后 在 误差 最 大 处 增加 
一 个 节点 。 此 时 ， 由 于 中 间 多 了 一 个 数据 点 ， 误 差 就 明显 地 变 小 了 ， 如 图 38-11 所 示 。 
| spline Tool | 品 xl 


: Ele Edit Wew Help 









































Dider id 二 


访 相 二 史 二 坟 RRIAEK 寺 


6o0 7o0 80 3900 1000 110 


spline1 =spap2f1.4.8 昌 : 芝 we are starting off with the least square: 














图 38-10 ”最 小 二 乘法 生成 的 样 条 曲线 GUI 界 国 
EIETISTII -lolx| 


Ele Edt wew Help 














600 700 800 so0 1000 110 
spline1 =spap2lknots .4.8. 虽 : 




















图 38-11 增加 一 个 节点 后 最 小 二 乘法 生成 的 样 条 曲线 GUI 界面 
单 击 鼠标 右键 ， 从 弹出 的 菜单 中 选择 复制 数据 点 菜单 (Copy Points)， 将 增加 当前 数据 点 的 
重 次 。 当 然 ， 也 可 以 选择 删除 数据 点 菜单 (Delete Points)， 删 除 当 前 选择 的 数据 点 。 
在 Data, breaks/knots, weights 列表 框 的 # pieces 编辑 框 内 ， 输 入 分 段 多 项 式 的 段 数 ， 如 输 
入 6， 然 后 单 击 调整 (Adjusb 按 纽 ， 就 把 当前 区 间 划 分 为 6 段 ， 如 图 38-12 所 示 。 
【 例 38-4】 平滑 样 条 法 。 
在 splinetool 函数 的 GUI 界面 的 Approximation 中 ， 选 择 smoothing spline， 就 用 平滑 样 条 
法 生成 样 条 曲线 。 生 成 的 图 形 如 38-13 所 示 。 
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600 700 800 900 1000 110 
splinel =spap2lnewknt[lspline1]. 4.8weights]: 





图 38-12 ”分 为 六 段 后 最 小 二 乘法 生成 的 样 条 曲线 GUI 界面 














spline Tool U 本 四 | 让 3 


: Eile Edit wew Help 
局 data 
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| 末 = Csaps[x 少 [0.0088197.cumsum[dlam]]. []. weights]: 矢 























图 38-13 平滑 样 条 法 生成 的 样 条 曲线 GUI 界 国 


当 平 滑 参 数 parameter 从 0 到 1 变化 时 ,平滑 方法 从 线性 最 小 二 乘法 变 到 在 约束 条 件 natural 
下 的 三 次 样 条 插值 法 。 当 允许 的 精度 系数 tolerance 从 0 变 到 很 大 值 , 最 大 甚至 为 inf( 无 穷 大 )， 
平滑 方法 从 最 好 的 在 约束 条 件 natural 下 的 三 次 样 条 插值 法 变 到 线性 最 小 二 乘法 。 即 增 大 平滑 
参数 parameter 值 或 减 小 允许 的 精度 系数 tolerance 值 ， 误 差 值 都 减少 。 然 而 ， 误 差 变 小 却 使 鲁 
棒 性 变 大 ， 这 从 二 阶 导数 曲线 中 可 以 得 知 。 从 view 菜单 下 选择 Show 2" Derivative 子 菜单 ， 
就 可 以 看 到 二 阶 导数 曲线 。 

可 以 通过 修改 误差 权重 使 样 条 曲线 通过 特殊 点 ; 也 可 以 通过 修改 和 鲁 棒 权 重 使 二 阶 导 数 曲 
线 更 光滑 。 
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采样 与 波形 发 生 


寺 号 处 理工 具 笨 


















































数字 信和 号 处 理 的 对 象 ， 是 在 采样 时 种 的 控制 下 ， 通 过 AD 转换 器 以 一 定 的 采样 率 对 模拟 
信和 号 进行 采样 而 得 到 的 。 由 采样 定理 可 知 ， 采 样 频率 必须 大 于 模拟 信号 最 高 频率 的 2 倍 。 然 
而 在 许多 情况 下 ， 要 求 信 号 以 不 同 的 频率 采样 。 这 时 需要 对 采样 数据 进行 处 理 。 利 用 抽取 或 
内 插 方法 改变 采样 率 。 

有 关 函 数 如 下 。 

1. Upfirdn 函数 

upfirdn 函数 改变 信和 号 的 采样 率 〈 用 于 FIR 滤波 器 )， 其 调用 格式 为 : 

e@ upfirdn(X, HPQ) 返回 信号 X 通 过 3 个 级 联系 统 后 的 输出 结果 。 

《1) 过 采样 〈 揪 入 零 值 使 采样 频率 上 升 为 原来 的 P 倍 )。 

(2) 滤波 〈H 给 定 的 单位 响应 滤波 器 )。 

《3) 从 采样 〈 通 过 抽取 采样 点 使 采样 率 下降 Q 倍 )。 

当 函 数 调用 形式 为 upfirdn(X, H P) 时 ，Q 默认 为 1。 

当 函 数 调用 形式 为 upfirdn(X, 也 时 ，P，Q 默认 为 1， 此 时 函数 返回 X 经 一 冲 激 响 应 为 丁 
的 FIR 滤波 器 滤波 后 的 结果 。 

【 例 39-1】 有 一 信号 的 采样 信号 sig, 其 最 高 频率 分 量 为 10000Hz, 采样 频率 为 40000Hz， 
采样 点 数 为 1024， 试 将 采样 频率 降 为 4000Hz。 





采 检 


滤波 器 由 于 数字 精度 的 限制 可 能 不 疹 
波 器 。 为 了 得 到 较 好 的 抗 混 且 性 能 ， 可 将 R 分 解 为 它 的 因 


解 :h=firl(112, 0.1); % 抗 混 私 滤 波 , 将 采样 频率 的 一 半 2000Hz 以 ] 





Sigl=upfirdn(sig,h,1,40000/4000); 


2. decimate 函数 


decimate 函数 对 信和 号 从 采样 〈 先 经 低 ; 
@ Y=decimate (X,R) 返回 的 是 向 量 

















2 











【 例 39-2】 有 





解 : 


信号 的 采样 
点 数 为 8000， 试 将 采 权 








信号 sig, 共 











Sig2=upfirdn(Ssig1, 10); 
decimate 使 用 的 是 一 8 阶 的 Chebyshev 工 型 低 通 滤 波 器 。 当 及 很 大 时 , 设计 的 Chebyshev 





函数 。 

















闫 率 降 为 400Hz。 
Sigl=upfirdn(Sig, 10); 























通 滤波 )， 其 调用 格式 为 : 
采样 率 为 原来 的 UVR 倍 。 





量 为 10000Hz, 采 相 





上 的 多 2000/20000=0.1。 


频率 为 40000Hz， 





在 此 情况 下 ，decimate 将 使 用 一 个 阶 数 较 低 的 波 
子 ， 然 后 分 几 次 调用 decimate 
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3. interp 函数 
interp 函数 对 信号 进行 内 插 ， 内 插 增 加 了 系列 的 采样 率 ， 即 在 原始 系列 中 插入 零 值 ， 其 调 
用 格式 为 : 
e@ y=interp(x,D 增加 x 的 采样 率 为 原来 的 rz 倍 。 插 入 后 的 向 量 y 是 输入 向 量 x 的 r 倍 。 
e@ y=interp(x pn Lalpha) 限定 了 滤波 器 的 长 度 为 1 截止 频率 为 alpha,] 的 默认 值 为 4, alpha 
的 默认 值 为 0.5。 
@ [y,b] =interp(x,p lalpha) 返回 向 量 b 为 插入 所 用 的 滤波 器 系数 癌 量 。 
【 例 39-3】〗】 对 信号 x = sin(2rx30D + sin(2rx60b 进行 4 倍 内 插 。 
程序 如 下 : 
sprogram P101 
廿 =0:0.001:1) 当 Time Vector 
X= Sin(2x*xpix30x*t) + Sin(2*xPpixr60x* 七 ) 7 






















































































Yy = interP(xr4)，; 

Subplot (121) 

Stem (X(1:30) ) /7 
title('Original Signal "' ) ， 
SubpPlot (122) 

Stem(y(1:120) ) 
title("InterPpolatedq Signal ' ) 


运行 结果 如 图 39-1 所 示 。 











Original Signal 








Interpolated Signal 

















1 1 1 
D 10 20 30 DO 5SD 100 150 





图 39-1 诛 信号 和 内 揪 后 的 信号 


4. resample 函数 

该 函数 调用 格式 为 : 

@ y=TIesample(x, p, q) 

e@ y=Tresample(x, p, q, D) 

@ y=resample(x, p, q, n, beta) 

e@ y=resample(x, p, q, D) 

@ [y,b] = resample(x, p, q) 

函数 以 p/q 倍速 度 对 向 量 x 进行 重 采 样 。 
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【 例 39-4】 ”以 原 采 样 率 的 3/2 重 采样 线性 系列 x。 


spDrogram P102 





fsl = 10); 当 Original Samp1Lind9 frecuency :in 刀 Z 
蕊 二 三 洛 训 /和 辣 荆 学 和 Time Vector 

天 三 二 在 本， 和 当 Define a Linear Sedquence 

Yy = Tesample(xX 3 2); 要 Now Fesample it 


t2 = (0:(Llength(y)-1))*2/(3xfs1)) 当 New 七 ime Vector 

得 二 C 蕊 ( 蕊 王 区 站 7 二 27Y7 GO 三 0530.01 二 5570.55050 开 23155977 
Legendq('oridginal'， "resamplead' ) 

XILabel('Time') 


运行 结果 如 图 39-2 所 示 。 
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DO 区 
.已 上 上 1 
-0.5 D 0.5 1 1.5 
Time 
图 39-2” 重 采样 信号 














5. diric 周期 函数 〈Dirichlet 函数 ) 

该 函数 的 调用 格式 为 : 

e@ Y=diric (X,N) 返回 一 大 小 与 X 相 同 的 矩阵 ， 其 元 素 为 Dirichlet 函数 。N 必须 为 正 。 
该 函数 将 0 到 2*r 等 间隔 分 成 N 等 份 。 








Dirichlet 函数 定义 为 
二 (xD 
可 一 12 X=0, 土 2T, 土 4 区 
dinc= Sin(X/2) 
一 一 一 一 一 else 
17Sin(XY/2) 


【 例 39-5】 绘 出 diric 函数 的 图 形 。 
和 当 PEzogtram P103 

X = Linspace(0v 4*pir300) 

Subplot (121) 

Pet (和 Qic(XK7 7) ) 

Subplot (122) 

P1Lot (Xdairic(Xxr8)) 


运行 结果 如 图 39-3 所 示 。 
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图 39-3 diric 函数 产生 的 信号 图 











6. gausplus 函数 
gausplus 函数 为 高 斯 函数 调幅 的 正 终 波 发 生 器 ， 其 调用 格式 为 : 















































e@ YI=gauspuls(T Fc, BW) 返回 最 大 幅度 为 1 的 高 斯 函数 调幅 的 正弦 波 的 采样 ， 其 中 心 
频率 为 Fc (Hz)， 相 对 带宽 为 BW， 时 间 由 数组 T 给 定 。 注 意 : BW 必须 大 于 0。 默 认 时 ， 


























Fc=1 000Hz, BYW=0.5 。 
@ YI=gauspuls(T Fc,BW, BWRI) 
@ [YI YQ]=sgauspuls(...) 
@ [YI YQ, YE]=gauspuls(.….) 
@ TC=gauspuls( cutoff , FC, BW, BWR, TPE) 

















【 例 39-6】 绘 出 一 50 kHz 高 斯 REF 脉冲 ， 相 对 带宽 为 60% ,采样 速率 1 MHz. 包 络 下 








降 为 峰值 的 40 dB 以 下 。 
程序 如 下 : 
sprogram P104 
tc = gauspPuls('cutoff'v， 50e3，0.6，[]，-40) ; 





蕊 二 三 七 6 七 已 ， 
yi = gauspuls(t，50e3，0.6); 
P1Lot (tvyI) 











运行 结果 如 图 39-4 所 示 。 
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网 39-4 高 斯 脉冲 
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7. sawtooth 函数 
该 函数 调用 格式 为 : 
@ X=Sawtooth(b 
@ X= Sawtooth(t, width) 
锯齿 波 函 数 产 生 一 饥 齿 波 ， 其 峰值 为 +1， 周 期 为 2r 。 可 选 的 宽度 参数 限定 了 信和 号 的 最 大 
值 出 现 的 位 置 。 
【 例 39-7】 产生 1.5s 的 50 Hz 的 锯齿 波 ,采样 率 为 10 KHz， 画 出 0~0.2s 内 的 波形 。 
程序 如 下 : 
spProgqram P105 
fs = 10000; 
蕊 = ES 
X = Sawtooth(2xpPix50x 七 ) 7 


记 工 et ( 蕊 7 区) 7 
axis([0 0.2 -1 1]) 


运行 结果 如 图 39-5 所 示 。 
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图 39-5 ”锯齿 波 





8. sinc 函数 
sinc 函数 定义 为 : 
]， 1=0 
Sin c(1)4 Sin(T 困 


1 苦 0 
区 1 


是 宽度 为 2r， 高 为 1 的 矩形 脉冲 的 连续 傅立叶 反 变 换 。 





5 


业 
Sinc( 人 -一 |e dow 
c( 并 | 


调用 格式 为 : 
e@ y=Ssinc(x)， 了 本 数 返回 与 x 相同 大 小 的 向 量 y。 
【 例 39-8】 绘 出 sinc 函数 ， 范 围 从 -5 到 5。 
spProgram P106 
X = Linspace(-57 5); 


y = Sinc(X); 
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P1Lot (XvY) 
运行 结果 如 图 39-6 所 示 。 
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图 39-6 sinc 函数 











9. square 函数 
该 函数 调用 格式 为 : 
@ X=Square(b) 
@ X=Square(t duty) 
square 〈 方 波 ) 图 数 产生 一 周期 为 2r 的 方 波 ， 参 数 duty 限定 了 信号 为 正 的 百分比 。 
【 例 39-9】 产生 一 方 波 ， 正 信号 占 40%。 
程序 如 下 : 
sprogram P107 
t = 0:0.01:6xpiy; 
X = Square (tr40) 


P1lLot (tvx) v 
axis([0 6xpi -1 1.5]) 


运行 结果 如 图 39-7 所 示 。 





























图 39-7” 方 波 信和 号 
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第 40 章 “” 模拟 滤波 器 设计 


滤波 器 是 一 个 选 频 装 置 。 理 想 的 滤波 器 应 能 无 失真 地 通 
抑制 。 理 想 滤 波 器 频率 特性 可 以 描述 为 
Jatd : 徊 HE 

aoo-| 在 通 带 内 

在 阻 带 

但 理想 的 滤波 器 是 物理 上 不 可 实现 的 系统 。 实 际 滤波 器 的 频率 特性 只 能 “ 吉 近 ” 理 

想 滤 波 器 。 通 常设 计 要 求 的 滤波 器 的 技术 指标 包括 通 带 波 纹 Re (Passband ripple)(dB)、 阻 

带 误 减 RR; (Stopband attenuation)(d4B)、 通 带 边 界 频 率 wy 、 过 渡 带 宽 〈oy -wp )。 模 拟 泪 

波 器 的 技术 指标 可 由 平方 幅 值 响应 函数 4(wo”) = 豆 (jo 中 形式 给 出 ， 而 4(o2) 和 传递 函数 
的 关系 如 下 : 



































有 用 信号 ， 而 使 无 用 信和 号 完全 
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4(o?) = 人 (oj = 已 CS)E(C-S) 
即 
4(@ = 妃 (9) 刀 (-9) 
所 以 ， 当 给 定 了 模拟 滤波 的 技术 指标 后 ， 由 关系 式 可 以 求 出 4(-82) 和 瓦 (8) 。 但 是 万 (53) 
的 极点 必须 落 在 8 平面 左 半 平 面 ， 滤 波 器 才 会 稳定 。 要 使 刀 (S) 具有 最 小 相位 时 ， 零 点 也 应 选 
在 左 半 平 面 。 
下 面 将 对 模拟 原型 滤波 器 的 特点 及 设计 方法 进行 分 析 。 



























































40.1 巴特 沃 思 滤 波 器 





























巴特 沃 思 模 拟 低 通 滤波 器 原型 的 平方 幅 值 响应 函数 为 ; 
区 Co 平 =4o?)= 二 

1+( 呈 )2 
CQc 

















式 中 ，wc 为 低 通 滤波 器 的 堆 止 频率 ，N 为 滤波 器 的 阶 数 。 

Butterworth 低 通 滤波 器 的 特点 是 : 通 带 内 具有 最 平坦 的 幅 频 特 性 ， 且 随 频 率 增 大 平滑 单 
调 下 降 ， 阶 数 V 越 高 ， 特 性 越 接近 和 矩形， 过 渡 带 越 罕 。 传 递 函 数 无 零点 ， 极 点 等 距离 分 布 在 
以 |$| = woc 为 半径 的 圆周 上 。 


40.1.1 ”有关 函 数 介绍 


MATLAB 信和 号 处 理工 具 箱 提供 的 Butterworth 模拟 低 通 滤波 器 原型 函数 为 ; 

@ [Z,P 天 ]=buttapOy) 

其 中 ，n 为 Butterworth 滤波 吉 阶 数 ， Z，P， 开 为 滤波 器 零点 、 极 点 和 增益 。 函 数 返 回 n 
阶 Butterworth 模拟 低 通 滤波 器 原型 的 极点 和 增益 。 因 为 无 零点 ， 所 以 Z 是 空 和 矩阵。 
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40.1.2 ”应 用 实例 


【 例 40-1】 绘制 10 阶 Butterworth 低 通 滤波 器 的 平方 幅 频 响应 曲线 。 
程序 如 下 : 


节 MATILAB PROGRAM P201 

节 BUttezrworth analog LIowpass Prototype 

n=0:0.01:2; 

N=10 

[zvPvk]=buttap (N) 

[ba]l=zp2tf(zrPprk)7s2ero-pole to transfer function conversion. 
[Hvw]=fredqs (barn)7sreturns the comp1lex fredquency reSsponse Vector H of he 
filLter b/a: 

magH= (abs (H) ) .^27 

P1Lot (wrmagH) ; 

axis([0201])7Ys5AXIS(LXMIN XMAX YMIN YMAX]) sets scalindg for the x- and 


Y-axes on 七 he 


乞 CUFTent P1Lot 
XlLabel('Iw/wcI) ，; 
ylabel('|H(jw)|1^27)7 
七 ile('"Butterworth analog filter Prototype ' ) 
ea 区 6| 
程序 运行 结果 如 图 40-1 所 示 。 


Butterworth analog filter prototype 





IHOwi 











Wwwwvc 


图 40-1 Butterworth 低 通 滤波 器 原型 平方 幅 频 响应 曲线 


























40.2 切 比 雪夫 滤波 器 























切 比 雪夫 〈Chebyshev) 滤波 器 有 I 型 和 开 型 两 类 。 


40.2.1 Chebyshev | 型 





MATLAB 函数 : 
@ [Z，P， 开 ] = cheblap(N,Rp) 
N 为 阶 数 ，Rp 为 通 带 波纹 (dB );， Z，P， 开 为 滤波 吉 零 点 、 极 点 和 增益 。 
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滤波 器 的 平方 幅 值 响应 函数 为 
I 瑟 (7oj = 4(wo2) = 











] 





1+s2C2(C2 ) 
2c 


式 中 ，2 为 小 于 ]1 的 正 数 ,表示 通 总 内 幅 值 波纹 情况 ，x 为 截止 频率 ，N 为 多 项 式 Cv(C) 的 阶 数 。 
C 












































cos(V cos (z)，| 对 入 1 
cosh(N cosh (oO)，x s1 
Chebyshev 工 型 滤波 器 的 特点 : 通 带 内 具有 等 波纹 起 伏特 性 ,， 阻 带 内 单调 下 降 且 衰减 更 大 ， 
随 着 NX 的 增 大 接近 和 拢 形 。 传 递 函数 无 零点 ， 极 点 分 布 在 椭圆 上 。 
【 例 40-2】 绘 出 8 阶 Chebyshev 工 型 模拟 低 通 滤波 器 的 平方 幅 频 响应 曲线 。 
程序 如 下 : 
ssPROGRAM P202 
和 Chebyshev type 工 analog LIowpass PrototypPe 
n=0:0.01:2)， 
N=8)， 
RP=1; 
[zy Prk]=cheblap(Ny7 RP) ，; 
[ba]l=zp2tf(zrPprk)7s2ero-pole to transfer function conversion . 
[Hyvw]=freqs (barn)7sreturns the comp1lex fredquency response Vector H of he 
filter bp/a: 
magH= (abs (H) ) .人 27 
PlLot (wrmagH) ; 
axis([0 2 .01])7s5AxXIS([LXMIN XMAX YMIN YMAX]) sets scaling for the X- and 


CN(x) = 



























































Yy-aXxes on 

gthe current P1Lot 

XLabel('w/wcI)，; 

ylabel('|H(jw)|^27)7 

title('IN=8'); 

gl1a 
运行 结果 如 图 40-2 所 示 。 
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图 40-2 ”Chebyshev 工 低 通 滤 波 器 原型 平方 幅 频 响应 曲线 
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40.2.2 ”Chebyshev | 型 


MATLAB 函数 : 

@ [Z,P 开 ]=cheb2ap(IN, Rs) 

N 为 阶 数 ，Rs 为 阻 带 波纹 (dB) ,Z, PK 为 滤波 器 零点 、 极 点 和 增益 。 
滤波 器 的 平方 幅 值 响应 函数 为 




















] 


二 
忆 吕 


Qc 


本 (Coll = 4(o2?)= 


















































式 中 ，2 为 小 于 1 的 正 数 ， 表 示 阻 带 内 幅 值 波纹 情况 ，Cxc 为 截止 频率 ， N 为 多 项 式 Cv(C) 的 
忆 
阶 数 。 


cos(Vcos 00), 二 <1 
cosh(VcosHlCo) x>1 





CvGOb) -| 











单调 、 平 请 ， 随 痢 N 




















Chebyshev I 型 滤波 器 的 特点 : 阻 带 内 具有 等 波纹 起 伏特 性 ， 通 带 内 
的 增 大 接近 和 矩形。 传递 函数 有 零点 ， 极 点 。 

【 例 40-3】 绘 出 8 阶 Chebyshev I 型 模拟 低 通 滤波 器 的 平方 幅 频 响应 曲线 。 
程序 如 下 : 

sPROGRRAM P203 

区 Chejbyshev type II analodg Lowpass Prototype 

Dn=0:0.01:2; 

N=8; 

Rs=10; 

[zv, prk]=cheb2ap(N, Rs) ; 

[ba]l=zp2tf(zrPprk)7s2ero-pole to transfer function conversion. 




















[Hvw]=fredqs (barn)7sreturns the comp1lex freduency response Vector H of 七 he 
filter b/a: 

magH= (abs (H) ) .^2; 

P1Lot (wrmagH) ; 

axis([0201.1])7sAXIS ([XMIN XMAX YMIN YMAX] ) sets scalindg for the X- andq y-aXxeS 

节 on 七 he CUTrent P1Lot 

XLabel('w/wcI)，; 

ylabel('|H(jw)|^27)7 

七 i 世 LIe ("N=8' ) ; 

Grid 








如 图 40-3 所 示 。 


翅 
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图 40-3 ”Chebyshev I 低 通 滤波 器 原型 平方 幅 频 啊 应 曲线 








40.3 ”椭圆 滤波 器 


40.3.1 ”有关 函 数 介绍 


该 函数 的 调用 格式 为 : 
@ [Z,P 天 ]=ellipap (N,Rp, Rs) 
N 为 阶 数 ，Rp 为 通 带 波 纹 (dB )，Rs 为 阻 带 波纹 (dB ), Z, P 久 为 滤波 器 零点 、 极 点 和 
增益 。 
滤波 器 的 平方 幅 值 响应 函数 为 
区 Co) =4(o7)= 












































] 





CO 
1+ LE (一 ) 
Wc 


式 中 ，/ 为 小 于 的 正 数 ， 表 示 波 纹 情 况 ， wx 为 蕉 止 频率 ，N 为 多 项 式 可 ( 一 ) 的 阶 数 。 
































顶 圆 滤波 器 特点 是 通 带 和 阻 带 内 都 具有 等 波纹 起 伏特 性 ， 但 相 频 响应 具有 了 明显 非 线性 。 
40.3.2 ”应 用 实例 


【 例 40-4】 绘 出 8 阶 彬 
程序 如 下 : 


sPROGRAM P204 

gE1L1Liptic analog Lowpass PrototyPe 

Dn=0:0.01:2); 

N=8)， 

RP=1; 

Rs=10， 

[zy Prk]=el1lipap(N， RPRs)， 

[ba]l=zp2tf(zrPprk)7s2ero-pole to transfer function conversion. 





























囊 频 响应 曲线 。 








本 一 


滤波 器 的 平方 








河 ] 














[Hyvw]=fredqs (barn)7sreturns the comp1lex fredqduency response Vector Hof 荆 he 
filter pb/a: 
magH= (abs (H) ) .^27 
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P1Llot (wrmagH) ; 

axis([0201])7Ys5AXIS([XMIN XMAX YMIN YMAX]) sets scaling for the xx- and 
Yy-axes on 七 he 

艺 CUFTent P1Lot 

XLabel('Iw/wc') ， 

ylabel('|H(jw)|^27)， 

七 i 世 LIe (N=8 7 ) ; 

Grid 


程序 运行 结果 如 图 40-4 所 示 。 
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图 40-4” 林 圆 低 通 滤波 器 原型 平方 幅 频 啊 应 曲线 





40.4 贝 塞 尔 滤波 器 


40.4.1 ”有关 函数 介绍 


MAILAB 设计 函数 为 : 

@ [Z,P 了 P 开 ] =besselap (N) 

N 为 阶 数 ， 小 于 25; 乙 PK 为 滤波 器 零点 、 极 点 和 增益 。 

贝 塞 尔 滤 波 器 的 特点 : 在 零 频 时 具有 最 平坦 的 群 延迟 ， 并 在 整个 通 带 内 群 延 迟 几 乎 不 变 。 
所 以 贝 塞 尔 滤 波 器 在 通 带 内 保持 形状 不 变 。 


40.4.2 ”应 用 实例 


【 例 40-5】 绘 出 10 阶 贝 塞 尔 滤 波 器 的 平方 幅 频 和 相 频 响应 曲线 。 
程序 如 下 : 

sPROGRAM P205 

gsbessel Lowpass Prototype 

n=0:0.01:2; 

N=10， 

[z,Prk]=besselap(N) ; 






























































[ba]l=zp2tf(zrprk)7s2ero-pole to transfer function conversion. 
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[Hyvw]=freqs (barn)7sreturns the complex freduency response Vector H of 七 he 
filLter b/a 

magH2=(abs (H) ) .^2) 

PhaH=unwrap (angle (了 ) ) ; 

PhaH=pPhaHx180/PI; 

SuUbPlot (211) 

P1Lot (wrmagH) ; 

axis([0201])7Ys5AXIS([LXMIN XMAX YMIN YMAX]) sets scaling for the xX- and 

y-axeSs on 七 he 

乞 CUFLTent P1Lcot 

XLabel('w/wc'I); 

ylabel('|H(jw)|^27); 

title(['IN='vrnum2stz(N) ]) ， 

Ga 





sdqisplay Phrase_fred figure 
Subplot (212) 

P1Lot (wr PhaH) ; 
XlLabel('Iw/wcI) ，; 
YLlLabel('Pphase ' ) ; 

Grid 


程序 运行 结果 如 图 40-5 所 示 。 从 图 可 以 看 出 相 频 曲线 几乎 为 线性 。 
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图 40-$ bessel 低 通 滤波 器 原型 的 幅 频 和 相 频 响应 曲线 
40.5 ”频率 变换 


通过 传递 函数 中 频率 自 变量 之 间 的 变换 关系 ， 可 以 从 模拟 低 通 滤波 器 原型 获得 模拟 的 低 
通 滤波 器 、 高 通 滤波 器 、 带 通 滤波 器 和 人 带 阻 滤波 器 ， 再 经 过 $ 域 至 Z 域 转换 又 可 以 设计 数字 
IIR 滤波 器 。 


40.5.1 ”有关 函 数 介绍 


频率 变换 函数 有 Ilp2lp, lp2hp, jp2bp 和 1lp2bs 4 个， 下面 将 分 别 加 以 分 析 。 
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1. Ip2Ip 函数 

lp2]p 函数 用 于 实现 低 通 模拟 原型 滤波 器 至 低 通 滤波 器 的 频率 变换 。 即 
瓦 (9)= 瓦 (站 | on 

式 中 ， 瓦 (P) 为 低 通 模拟 原型 滤波 器 传递 函数 ， 瓦 (s) 为 低 通 滤波 器 传递 函数 。 

该 函数 的 调用 格式 为 : 

e@ [bt at] =lp2l]p(b, a, Wo) 

e@ [At Bt CU DU = jp2lp(A, B, C, D, Wo) 

Wo 为 低 通 滤波 器 期 望 截止 频率 (rad/sec)。 

2. lp2hp 函数 

lp2hp 函数 用 于 实现 低 通 模拟 原型 滤波 器 至 高 通 滤波 器 的 频率 变换 。 即 
| 


3 













































































式 中 ， 互 (p) 为 低 通 模拟 原型 滤波 器 传递 函数 ， 瓦 (s) 为 高 通 滤 波 器 传递 函数 。 
调用 格式 为 : 

@ [bt at] =lp2hp(b, a, Wo) 

@ [AL Bt CU DU = ]p2hp(A, B, C, D, Wo) 

Wo 为 高 通 滤波 器 期 望 截止 频率 (rad/sec)。 


3. Ip2bp 函数 
lp2bp 函数 用 于 实现 低 通 模拟 原型 滤波 器 至 带 通 滤波 器 的 频率 变换 。 即 





























(C9) = 已 (D) 了 














式 中 ， 互 (p) 为 低 通 模拟 原型 滤波 器 传递 函数 ， 五 (8) 为 带 通 滤波 器 传递 函数 。 
调用 格式 为 : 

@ [bt at] = ]p2bp(b, a, Wo, Bw) 

@ [AL Bt CU Dt] = ]p2bp(A, B, C,D, Wo, Bw) 

Wo 为 带 通 滤波 器 期 望 截止 频率 (rad/sec)，Bw 为 带 通 滤波 器 带宽 (rad/sec)。 














4. Ip2bs 函数 
lp2bs 函数 用 于 实现 低 通 模拟 原型 滤波 器 至 带 阻 滤波 器 的 频率 变换 。 即 














瓦 (9) = 已 (PD) 


己 


罗 


_Oo 00 





Bv (-) :条 
2o0 





式 中 ， 瓦 (P) 为 低 通 模拟 原型 滤波 器 传递 函数 ， 瑟 (8) 为 带 阻 滤波 器 传递 函数 。 
调用 格式 为 : 
@ [bt at] = ]p2bs(b, a Wo, Bw) 
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@ [AL Bt CU DH = ]p2bs(A, B, C,D, Wo, Bw) 
Wo 为 带 阻 滤波 器 期 望 截止 频率 (ad/s)，Bw 为 带 阻 滤波 器 带宽 (rad/s)。 
40.5.2 ”应 用 实例 
【 例 40-6】 设计 一 个 9 阶 chebshev 工 型 高 通 滤波 器 ， 通 带 纹 波 104B， 下 边界 频率 400r 
rad/s， 绘 出 幅 频 响应 图 。 
程序 如 下 : 
池 Prodgqram P206 
和 当 L]P2hP chebshev 工 
N=9; 
RP=10; 
w=400*Pi7 
[zy Prk]=cheblap(NyRP) ，; 
[ba]l=zpP2tfE(zrPprk) 
sqesign analog highpass 节 i1te 
[ptyvat]=LIP2hp (barwlL)， 
[hvw]=fredqs (btvat) 
semilogy (w/Pivabs(h) )， 
axis([0 3000 le-8 1])，; 
XlLabel('"FEredq. (P1) "); 


gridq on 


程序 运行 结果 如 图 40-6 所 示 。 









































js 吧 全 | 
1500 2000 2500 
Freq.(phD 


图 40-6 ”模拟 带 通 滤波 器 幅 频 响应 图 














综 上 所 述 ， 利 用 频率 变换 设计 模拟 滤波 器 的 步骤 为 : 

(1) 给 出 模拟 滤波 器 的 性 能 指标 ， 如 鹤 止 频率 oo 或 上 、 下 边界 频率 〈awl,o, )、 波 纹 特 
生 及 阻 带 衰减 等 。 

(2) 确定 滤波 器 阶 数 。 

(3) 设计 模拟 原型 滤波 器 。 

《4) 由 频率 变换 设计 模拟 滤波 器 。 


评 
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40.6 ”模拟 滤波 器 最 小 阶 数 的 选择 

















模拟 滤波 器 设计 中 ， 很 重要 的 问题 是 需要 确定 滤波 器 的 阶 数 ， 因 为 它 是 决定 滤波 器 的 品 
质 因素 。 阶 数 小 不 能 满足 性 能 指标 ， 阶 数 太 大 则 难以 实现 。 在 满足 性 能 指标 的 前 题 下 ， 阶 数 
应 该 尽 可 能 小 ， 利 于 实现 。 阶 数 和 滤波 器 性 能 间 存 在 一 定 关系 ， 通 过 此 关系 可 以 求 出 滤波 器 
阶 数 。 有 两 中 方法 可 以 确定 滤波 器 最 小 阶 数 ， 一 是 通过 常用 的 最 小 阶 数 确定 原理 ， 二 是 用 
MATILAB 信号 处 理工 具 箱 中 的 函数 直接 计算 。 


40.6.1 ”有关 函 数 介绍 


1.， buttord 

buttord 函数 用 于 计算 Butterworth 滤波 器 的 阶 数 和 截止 频率 ， 其 调用 格式 为 ; 
@ [n, Wn] = buttord(WP, WSs, Rp, RS) 

@ [nn, WDn] = buttord(WP, WSs, Rp, Rs，S) 

























































































































































































2. cheb1lord 

cheblord 函数 用 于 计算 Chebyshev 工 滤波 器 的 阶 数 ， 其 调用 格式 为 : 
@ [nn, WDn] = cheblord(WP, WSs, Rp, RS) 

@ [n, Wn] = cheblord(WP, WSs, Rp, Rs，S) 





























3. cheb2ord 

cheb2ord 函数 用 于 计算 Chebyshev I 滤波 器 的 阶 数 ， 其 调用 格式 为 : 
@ [n, WD] = cheb2ord(WP, WSs, Rp, RS) 

@ [nn, Wn] = cheb2ord(WP, WSs, Rp, Rs， S) 











4. ellipord 

该 函数 用 于 计算 椭圆 模拟 滤波 器 的 阶 数 ， 其 调用 格式 为 : 

@ [n, Wn] = ellijpord(WP, WSs, Rp, RS) 

@ [n, Wn] = ellijpord(WP, Ws, Rp, Rs，S) 

4 个 函数 均 返 回 滤波 器 最 小 阶 数 n 和 截止 频率 Wn (3dB 频率 )。 其 中 ，Wp 为 通 带 边界 频 
率 (rad/sec); WS 为 阻 带 边界 频 率 (rad/s);，Rp 为 通 带 波 纹 ， 即 滤波 器 在 通 带 0~Wp 间 的 最 
大 幅 值 损失 ; Rs 为 阻 带 衰 减 , 即 滤波 器 幅 值 从 通 带 至 阻 带 下 降 的 dB 数 ,gs' 表 示 模 拟 滤波 器 ( 罗 
认 时 函数 适用 于 数字 滤波 器 )。 


40.6.2 ”应 用 实例 


【 例 40-7】 设 采 样 率 为 1000 Hz， 设 计 一 低 通 滤波 器 ， 通 带 为 0 一 40Hz， 通 闪 波 纹 
R,<=3dB， 阻 带 为 150 Hz 到 Nyquist 频率 frequency (500 Hz)， 阻 带 衰 减 R,>60dB 画 出 滤 
波 器 的 频率 响应 。 
程序 如 下 ; 

spDrogram P207 

WP = 40/500; Ws = 150/500); 

[nywn] = buttordq(NWp， Ws， 3，60) 
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[bva] 


fredaz (bar512，1000) ; 
程序 运行 结果 如 下 。 滤 波 特性 见 及 图 40-7。 


n=5 Butterworth Lowpass Filter 


= buttetr (ny Wn) ， 








Magnitude (dB) 


0 s50 100 14150 200 20 300 350 400 


Frequency (Hz 


Phase [degrees) 


title('n=5 Butterworth Lowpass FilLIter ') 





450 500 





50 100 150 200 250 300 350 400 
Frequency 人 Hz) 





图 40-7” 低 通 滤波 器 的 频率 响应 


>> butterworth Low fi1tet 


下 


WPn 


Rb <=3dB， 
程序 如 下 : 





0 . 


【 例 40-8]】 
规 止 带宽 $0 Hz， 且 在 通 带 两 边 衰 减 40dB 。 














0810 
设计 一 带 通 滤波 器 ， 采 样 率 为 1000 Hz， 

















spProdgqram P208 


WPp = [60 200]/500; WwWs = [50 250]/500; 
RP = 3; Rs = 40; 

[nyvwn] = buttord(Wp, Ws， RPRs) 

[by al = butter (ny Wn) 


fredqz (bar128,1000) 
title('n=16 Butterworth Banadpass FilItezr') 


运行 结果 如 下 。 滤 波 特性 见 图 40-8。 
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16 Butterworth Bandpass Filter 
Frequency (Hz) 
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通 滤 波 器 的 频率 响应 
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图 40-8 
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第 41 章 ”数字 滤波 器 设计 



























































数字 滤波 器 设计 工具 箱 综合 了 高 级 的 设计 、 仿 真 和 分 析 离 散 时 间 滤 波 器 技术 。 通 过 增加 
高 级 的 滤波 器 设计 方法 和 仿真 、 分 析 定 点 和 浮 点 离散 时 间 滤 波 器 技术 ， 从 而 扩展 了 信号 处 理 
工具 箱 的 能 








和 模拟 滤波 器 不 同 的 是 ， 数 字 滤 波 器 输入 为 数字 信号 ， 通 过 数字 器 件 或 数值 计算 方法 ， 
对 输入 信号 进行 处 理 ， 到 达 保 留 有 用 信和 号 去 除 无 用 信号 的 目的 。 数 字 滤 波 器 分 为 FIR 和 IER 
两 种 。IR 和 了 FIR 滤波 器 相 比 ， 其 优点 是 在 满足 相同 指标 下 ，IIR 滤波 器 的 阶 数 明显 小 于 FIR， 
但 是 IR 滤波 器 是 非 线 性 相位 的 。 下 面 将 分 别 分 析 这 两 种 滤波 器 的 设计 方法 。 


41.1 IIR 滤波 器 设计 方法 






















































































IIR 滤波 器 是 一 种 数字 滤波 器 ， 系 统 函 数 为 





已 Z 
_TCGD -全 hanzn- 和 
N 
X(z) 1+》 ahz 
K=1 




















IIR 滤波 器 设计 就 是 根据 性 能 指标 要 求 ， 设 计 滤 波 器 的 分 子 和 分 母 多 项 式 。 设 计 方 法 通常 
为 经 典 设 计 法 《模拟 变换 法 法 ) 和 满足 特殊 性 能 的 直接 设计 方法 。 











41.2 1IR 滤波 器 经 典 设 ; 



































言 号 处 理工 具 箱 提供 的 HR 经 典 设 计 方 法 是 基于 经 典 的 低 通 模拟 滤波 器 到 具有 相同 性 能 
指标 的 数字 滤波 器 变换 。 基 本 原理 就 是 先 根据 滤 波 器 的 技术 指标 设计 出 相应 的 模拟 滤波 器 ， 
然后 再 将 设计 好 的 模拟 滤波 器 变换 为 满足 指标 的 数字 滤波 器 。 下 面 将 介绍 怎样 设计 IIR 滤波 器 
并 归纳 详细 规范 。 


41.2.1 IIR 滤波 器 完全 设计 函数 


用 下 面 的 设计 函数 ， 你 可 容易 地 产生 任何 阶 数 的 低 通 、 高 通 、 佛 通 和 带 阻 滤波 器 。 见 允 
41-1。 
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表 41-1 滤波 器 设计 函 数 
滤波 器 类 型 设计 函数 
Bessel (用 于 模拟 滤波 器 ) | [b, a] = besselfon, Wn, options) 
[z, p, k] = besselfn, Wn, options) 
[A, B, C, D] = besselfn, Wn, options) 























Butterworth [b, al] = buttern, Wn, options) 


[z, p, k] = butter(n, Wn, options) 
[A, B,C,D] = buttermn, Wn, options) 








.451 。 


滤波 器 类 型 设计 函数 





Chebyshev TypeI 


[b, a] = chebyl, Rp, Wn, options) 
[z, p,k] = chebyl1(n, Rp, Wn, options) 
[A, B,C, D] = chebyl(n, RPp, Wn， 


options) 





Chebyshev Type 工 [b, a] = cheby2(n, Rs, Wn,options) 


[z, p, k] = cheby2(n, Rs, Wn, options) 
[A, B, C, D] = cheby2(n, Rs, Wn， 


options) 








其 



































截止 频率 Wn=[W1，W2]。 


现 分 别 说 明 如 下 。 


1，butter 函数 


，n 为 滤波 器 阶 数 ，Wn 为 滤波 器 的 归 
认为 低 通 滤 波 器 。b，a 分 别 为 滤波 器 传递 函数 分 子 和 分 母系 数 向 量 ; 
的 零点 、 极 点 和 增益 。options 为 滤波 器 类 型 参数 : high 为 高 通 


[b, al] = ellipn, Rp, Rs, Wn, options) 





















































butter 函数 用 于 设计 butterworth 数字 滤波 器 。 其 调用 格式 为 : 





其 














[b, a] = buttern, WDn) 
[b, a] = butter(n, Wn, ftype) 
[b, a] = buttern, Wn，S) 
[b, a] = butter(n, Wn, ftype'，S) 
[Z, p, Kk] = butter(.…) 

[A, B,C, D] = butter(.…) 
其 中 ，n 为 滤波 器 阶 数 ，Wan 为 滤波 器 的 截止 频率 ，0~1; 


















































ftype' 为 滤波 器 类 型 参数 :high 为 高 通 滤波 器 ， 截 止 频率 Wn; 
默认 为 低 通 和 带 通 滤波 器 。 
a 分 别 为 滤波 器 传递 函数 分 子 和 分 母系 数 向 量 ，z，p，K 分 别 为 滤波 器 的 零 、 极 点 和 





， Wn=[ ol ,ww， ]; 


片 


遇 








函数 butter 用 于 设 ; 
波 器 离散 化 转换 为 数字 滤波 器 ， 同 
避 频 响应 。 设 计时 要 注 

















的 

















本 











[z, p,k] = ellip(n, Rp, Rs, Wn, options) 
[A, B, C, D] =ellipn, Rp, Rs, Wn， 


options) 


一 化 截止 频率 (Nydquist 频率 为 1Hz); 函数 默 














; Z，Pp， k 分 别 为 滤波 器 


甬 滤 波 器 ，stop 为 带 阻 滤波 器 ， 





'stop' 为 带 阻 滤波 器 ， 和 堆 









































同时 保证 模拟 滤波 器 和 数字 滤波 器 刀 

















十 数字 滤波 器 时 ， 采 用 双 线性 变换 法 和 频率 的 预 畸 变 处 理 。 将 模拟 滤 






































意 模 拟 和 数字 频率 的 转换 。 





E Wn 或 Wij, W, 处 有 相同 











【 例 41-1】 设 采 样 率 为 1000Hz, 设计 一 个 9 阶 高 通 Butterworth 滤波 器 , 截止 频率 为 300 Hz 





《对 应 于 归 一 化 频率 值 














程序 如 下 : 





sprogram P301 
[ba] = buttez(9,300/500，'"high'); 


fredqz (byar128,1000) ; 


为 0.6)。 




















节 The filter's fredquency response 


axis([0 500 -400 100])7schange the axis Value to qispPplay 
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程序 运行 结果 如 图 41-1 所 示 。 
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图 41-1 Butterworth 高 通 滤波 器 幅 频 和 相 频 特性 
【 例 41-2】 设计 一 个 10 阶 的 带 通 Butterworth 数字 滤波 器 ， 通 带 为 100 到 200 Hz， 绘 出 
其 脉冲 响应 或 单位 抽样 响应 。 
程序 如 下 : 


spProdgdram P302 






































nn = 5); 

mwn = [100 200]/500; 
[ba]l = butter (ny Wn) ; 
[yy 七 ] = impz (par101)， 
Stem (七 yyY) 


程序 运行 结果 如 图 41-2 所 示 。 

















图 41-2 ”Butterworth 带 通 滤波 器 脉冲 响应 





2. cheby1 函数 
chebyl 函数 用 于 设计 切 比 雪夫 数字 滤波 器 中 的 chebyshev 工 型 ， 其 调用 格式 为 ; 
@ [b, a] = chebyln, RP, Wn) 
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[b, a] = chebyl(n, Rp, Wn, ftype) 
[b, a] = chebyl(n, RP, Wn，S) 
[b, a] = chebyl(n, RP, Wn, ftype',，'S) 
[Z, p, Kk] = chebyl1(.…) 
[A, B, C, D] = chebyl1(.…) 
格式 中 ，Rp 为 通 剖 波纹 〈dB )，Wa 为 截止 频率 ， 在 0 ~1 之 间 ， 在 该 频率 处 滤波 器 的 幅 
值 啊 应 为 -Rp， 其 余 参 数 同 函数 butter。 
【 例 41-3】 ” 设 采 样 率 为 1000 Hz， 设 计 一 个 9 阶 低 通 Chebyshev 工 型 数字 滤波 器 ， 通 带 
波纹 0.5 dB， 截 止 频率 为 300 Hz〈 对 应 于 归 一 化 频率 值 为 0.6)。 
程序 如 下 : 
spProgram P303 
[b,a]l = cheby1(9，0.5， 300/500) ; 
fredqz (byar512，1000)7sThe fredquency response of the 开 i1 te 
axis([0 500 -300 100])，; 


程序 运行 结果 如 图 41-3 所 示 。 
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图 41-3 ”ChebyshevI 型 低 通 滤波 器 的 幅 频 和 相 频 特性 














3. cheby2 函数 

cheby2 函数 用 于 设计 chebyshev I 型 数字 滤波 器 ， 其 调用 格式 为 : 

@ [b, a] = cheby2(n, Rs, WD) 

@ [b, a] = cheby2(n, Rs, Wn, ftype) 

@ [b, a] = cheby2(n, Rs, Wn，S) 

@ [b, a] = cheby2(n, Rs, Wn, ftype，S) 

@ [Z, p, 上 k] = cheby2(.…) 

@ [A,B,C,D] = cheby2(.…) 

格式 中 ，Rs 为 阻 带 衰减 (dB )，Wa 为 堆 止 频率 ， 在 该 频率 处 滤波 器 的 幅 值 响应 为 -Rp， 
其 余 参数 同 函 数 butter。 

【 例 41-4】 采样 率 为 1000 Hz， 设 计 一 个 9 阶 低 通 Chebyshev I 型 数字 滤波 器 ， 阻 带 误 
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减 20dB， 通 带 波 纹 0.5 dB， 堆 止 频 率 为 300 Hz《〈 对 应 于 归 一 化 频率 值 为 0.6)。 
程序 如 下 : 
spProgqram P304 
[ba]l = cheby2 (9,20,300/500) ; 
fredqz (byar512，1000)7sThe fredquency response of the 开 i1 te 
axis([0 500 -80 20]); 


程序 运行 结果 如 图 41-4 所 示 。 
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图 41-4 Chebyshev I 型 低 通 滤 波 器 的 幅 频 和 相 频 特性 





4. ellip 函数 
ellip 函数 用 于 设计 覃 圆 数字 滤波 器 ， 其 调用 格式 为 : 
@ [b,a] =ellipn, RPp, Rs, WD) 
@ [b,a]l =ellipn, RPp, Rs, Wn, ftype) 
@ [b,a]l =ellipn, Rp, Rs, Wn，S) 
@ [b,a] =ellipn, RPp, Rs, Wn, ftype，S) 
@ [Z,p,Kk] =ellip(…) 
@ [A,B,C,D]=elip(.…) 
格式 中 ，Rp 为 通 府 波 纹 (dB )，Rs 为 阻 带 衰 减 “dB )，Wn 为 截止 频率 ， 其 余 参 数 同 函 数 
butter。 
【 例 41-5】 设 采 样 率 为 1000 Hz， 设 计 一 个 6 阶 低 通 顶 圆 数字 滤波 器 ， 阻 闪 衰 减 50 dB， 
通 带 波纹 3 dB， 和 截止 频率 为 300 Hz〈 对 应 于 归 一 化 频率 值 为 0.6)。 
程序 如 下 : 
sPROGRAM  P305 
[b,al = ellip(6,3,，50,，300/500) ; 
fredaqz (byar5127，1000)7sThe fredquency fresponse of the 开 i1 te 


axis([0 500 -80 20]); 
title('n=6 Lowpass 了 LI1LipPtic FiIIter  ) 


程序 运行 结果 如 图 41-5 所 示 。 
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41.2.2 ”模拟 滤波 器 变换 法 
利用 上 一 章 模 拟 滤 波 器 设计 方法 ， 设 计 满 足 性 能 的 滤波 器 ， 离 散 化 为 数字 滤波 器 ， 即 将 
模拟 滤波 器 的 系统 函数 瓦 9) 映 射 为 数字 滤波 器 系统 函数 如 am]。 便 完成 数字 滤波 器 设计 。 
实现 系统 传递 函数 y 域 至 z 域 有 两 种 方法 ， 脉 冲 响应 不 变法 和 双 线 性 映射 法 。 

































































n=6 Lowpass Elliptic Filter 
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图 41-5 ”椭圆 低 通 滤波 器 的 幅 频 和 相 频 特性 








1， 脉 冲 响 应 不 变法 
AD = 几 .CD) 





= 有 (27) (41-1) 


1 














式 














T 为 采样 周期 。 因 此 ， 数 字 滤 波 器 的 系统 函数 H(z) 可 由 下 式 求 得 : 
豆 (z) =z[PCOO] = ZLA(27D)] (41-2) 

如 果 已 经 获得 了 满足 性 能 要 求 的 模拟 滤波 器 的 系统 函数 妃 , (s) ， 求 与 之 对 应 的 数字 滤波 
器 的 系统 函数 毛 (z) 的 方法 是 : 

G@) 求 模拟 滤波 器 的 单位 冲 激 响应 。 

凡人 GD) = 三 [ 太 。 (9)] 

@) 由 式 〈41-1) 求 得 模拟 滤波 器 的 采样 值 ， 即 数字 滤波 器 脉冲 响应 系列 Am)。 

@) 由 式 〈41-2) 求 得 数字 滤波 器 的 系统 函数 瓦 (z) 。 

MATILAB 信和 号 处 理工 具 箱 提 供 了 实现 函数 impinvar， 其 调用 格式 为 : 


@ [bz, az] = impinvar(b, a, fs) 































































































@ [bz, az] = impinvar(b, a) 

@ [bz, az] = impinvar(b, a, fs, toD) 

其 中 b，a 为 模拟 滤波 器 的 分 之 和 分 母 多 项 式 系数 ，f 为 采样 频率 〈Hz)， 默 认为 1，bz， 
az 分 别 为 数字 滤波 器 分 子 和 分 母 多 项 式 系数 向 量 。 用 tol 容 限 来 限定 是 否 极 点 重复 。 

【 例 41-6】 用 脉冲 响应 不 变法 将 模拟 低 通 滤波 器 变换 为 数字 滤波 器 ， 采 样 频率 10 Hz。 

程序 如 下 : 
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池 PROGRAM  P306 
当 impulse analog to qigital filter Conversion 
[ba]l = putter (4,，0.3，"s') ，; 








[bzvaz]l = impinvar (bar10) 
程序 运行 结果 为 : 
>> 
bz = 
1.0e-006 
-0.0000 0.1324 0.5192 0.1273 0 
az = 


1.0000 -3.9216 536:79” 二 33957709 0.9246 


2. 双 线性 变换 法 

MAILAB 为 双 线 性 变换 法 提供 了 bilinear 函数 。 调 用 格式 为 : 
@ [zd, pd, kd] = bilinear(z, p, k, fs) 

@ [zd, pd,kd] = bilinear(z, p, k, fs, fp) 








[numd, dend] = bilinear(num, den, fs) 

[numd, dend] = bilinearnum, den, fs, fp) 

[Ad, Bd, Cd Dd] = bilinear(A, B, C, D, fs) 
[Ad Bd, Cd, Dd] = bilinear(A, B, C, D, fs, 印 ) 
numd，dend 分 别 为 模拟 滤波 器 传递 函数 分 子 和 分 母 多 项 式 系数 向 量 

















O 














Z，Pp 分 别 为 模拟 滤波 器 零 、 极 点 列 向 量 ; k 为 模拟 滤波 器 增益 ;AR 为 采样 频率 ， 印 
(prewarping) 为 预 畸 变频 率 ;，zd, pd, kd 为 数字 滤波 器 的 零 、 极 点 和 增益 。 

【 例 41-7】 用 双 线 性 变换 法 将 模拟 低 通 滤波 器 变换 为 数字 滤波 器 ， 采 样 频率 10 Hz。 

程序 如 下 : 


spDrogram P307 
























































sbilinear analog to digital filter Conversion 
[ba]l = putter (4,，0.3，"s") ，; 
[bz az]l = bilinear(bv ay10) 


程序 运行 


>> 
JPz 


已 乙 





结果 为 : 


P307 


1 .0e-006 
0.0487 0.1947 0.2921 0.1947 0.0487 


1.0000 -3.9216 De7659 一 3cy7109 0.9246 


综 上 记述， 经典 滤 波 器 设计 方法 如 下 。 
《1) 根据 滤波 器 的 性 能 和 指标 ， 首 先 对 设计 性 能 指标 中 的 频率 ， 如 边界 频率 进行 转换 ， 
转换 后 的 频率 指标 作为 模拟 滤波 器 原型 设计 指标 。 
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(2) 利用 MATLAB 工具 箱 函 数 buttord，cheblord，cheb2ord，ellipord 等 ， 估 计 模 拟 低 通 














虑 


滤波 器 的 最 小 阶 数 和 边界 频率 。 























《3) 设计 模拟 低 通 滤波 器 原型 ， 截 止 频率 为 1， 并 转换 原型 滤波 器 指标 到 期 望 的 滤波 器 











指标 。 可 用 MATLAB 工 
































所 


























箱 函 数 buttap，cheblap，cheb2ap，ellipap。 








(4) 频率 转换 :利用 MATLAB 工具 箱 函 数 jp2Ip，lp2hp，1lp2bp，lp2bs 等 ， 由 模拟 低 通 
滤波 器 经 频率 变换 获得 模拟 滤波 器 。 
(5$) 离散 化 : 利用 MAILAB 工具 箱 函 数 bilinear，impinvar， 将 模拟 滤波 器 离散 化 得 到 数 














字 滤 波 吉 。 





























【 例 41-8】 用 脉冲 响应 不 变法 设计 一 个 Butterworth 低 通 数字 滤波 器 ， 使 其 特性 通 近 一 
个 Butterworth 低 通 模拟 滤波 器 的 性 能 指标 如 下 : 通 带 截止 频率 O. =2rx2Kkrad/s ， 阻 带 边 界 
频率 Q. =2rx3krad/s ， 通 带 波纹 Rp 小 于 3dB， 阻 带 衰减 大 于 13d4B， 采 样 频率 尺 =10000Hz。 














程序 如 下 : 
sprogram P308 
wpP=2000*2xpPpI; 
WwWS=3000*2*PpI; 
RP=3; 

Rs=15; 
ESs=10000， 
Nn=128; 



























































[Nywn]=buttorada(wpywsrRPpr Rs 's')s5compute order andq cutoff fred. 


[zy Prk]=buttap (N) ;scompute the analog fi1teL 
[BP,AP]=zP2tE(z， PKk) ， 
[bal=IP21P(BP,Ap,Wn) ， 


[pzvaz]=impinvar (barFs) 


fredqz (bzyazrNnrFEs) 





本 





>> p308 


星 序 运行 结果 如 下 : 


1.3387e+004 


bz = 
-0.0000 


已 乙 














0.0703 0.2923 0.1253 0.0053 


1.0000 -1.1280 0.9642 -0.4467 0.1166 -0.0131 


滤波 器 的 幅 频 相 频 图 如 图 41-6 所 示 。 
【 例 41-9】 用 双 线 性 变换 设计 上 述 滤波 器 。 














程序 如 下 : 
sprogqram P309 
wpP=2000*2xPbI; 
WwWS=3000*2*PpI; 
RP=3; 
Rs=15; 
Nn=128:; 
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ESs=10000， 

[LN WwWn]=buttord(wpy ws RPpr Rs 's')s5compute order anq cutoff fred. 
[zv Prk]=buttap (N) ;scompute the analog filter 
[BP,AP]=zP2tE(z， PKk) 7 

[ba]l=1IP21P(BP,APvwn) ， 

[bz az]=bilinear(b arEFs) 

fredqz (bzyazrNnrEs) 


Magnitude (dB) 





而 本 计 合生 下， 相生 下 和 交 半生 和 
D 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 
Fredquency (Hz) 











| | 
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 
Fredquency (Hz) 


图 41-6 ”脉冲 响应 不 变法 butterworth 低 通 滤波 器 的 幅 频 、 相 频 图 





























程序 运行 结果 如 下 : 
>> 节 309 
昱 芝 
5 
Wn = 三 
1.3387e+004 
pz = 
0.0171 0.0854 0.1708 0.1708 0.0854 0017 汪 
az = 


1.0000 -1.2271 1 工 1622 ”=0.5176 0.1450 -0.0159 


滤波 器 的 幅 频 相 频 图 如 图 41-7 所 示 ; 

















Magnitude [dB) 





1 | j | 1 1 | 1 | 
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 
Frequency (Hz) 





Phase [degrees) 
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Frequency (Hz) 


图 41-7” 双 线性 变换 butterworth 低 通 滤波 器 的 幅 频 、 相 频 图 














. 459 。 




















【 例 41-10】 用 脉冲 响应 不 变法 设计 Butterworth 低 通 数字 滤波 器 ， 要 求 通 带 频率 为 
0 入 wo 和 0.2r ， 通 带 波 纹 小 于 1dB， 阻 带 在 0.3r 科 四 和 元 内， 幅度 衰减 大 于 13dB， 采 样 周期 


























7 =0.0ls 。 
注意 : 指标 给 出 的 频率 均 为 数字 频率 ,所 以 设计 时 应 变换 为 模拟 频率 指标 ， 以 便 使 用 函数 。 
程序 如 下 : 
=U ,2x*PI7 


wsProgram P310 
wP S=0.3xpPi; 
RP=1; 
RS=157 
TSs=0.01; 
Nn=128; 
Wp=wp/Ts;sconvert qidgital fredqd. to analod fred. 
Ws=ws/TS; 
[INywn]=buttorada(WPpWs， RPRs，'s')s5compute order andq cutoff fred. 
[zy Prk]=buttap (N) ;scompute the analog [filter 
[BP,AP]=zP2tf(zvPrk)， 
[bal=IP21P(BP,AP,Wn) ， 
[bz az]=impinvar (bar1/Ts) 
fredz (bz azrNnv1/Ts) 
程序 运行 结果 为 ; 
>> P310 
和 一 芝 
6 
Wn = 三 
70.8654 








bz = 
-0.0000 0.0007 0.0105 0.0167 0.0042 0.0001 
已 马 二 
1.0000 -3.3443 5.0183 一 和 .2190 2.0725 -0.5600 0.0647 


滤波 器 的 幅 频 相 频 图 如 图 41-8 所 示 。 
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图 41-8 ”脉冲 响应 不 变法 butterworth 低 通 滤波 器 的 幅 频 、 相 频 
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41.3 FIR 滤波 器 设计 方法 


FIR 滤波 器 的 系统 函数 为 



































_YGC) 冬 本 
人 
于 IIR 滤波 器 设计 只 能 保证 其 在 幅 频 响应 满足 性 能 指标 , 相位 特性 无 法 满足 且 往往 非 线 









































性 。 而 FIR 滤波 器 的 优点 是 不 仅 能 满足 幅 频 响 应 要 求 ， 而 且 可 以 得 到 线性 相位 特性 ， 可 以 用 
于 不 失真 的 信号 处 理 ， 但 是 FIR 滤波 器 所 需要 的 阶 数 要 高 于 IIR 滤波 器 ， 所 以 延迟 要 大 得 多 。 
关于 FIR 的 相关 理论 可 以 参考 相关 信和 号 处 理 书 籍 。 

MATLAB 信和 号 处 理工 具 箱 提供 的 FIR 数字 滤波 器 设计 函数 用 于 设计 四 类 具有 线性 相位 的 
滤波 器 。 下 面 介 绍 采 用 的 设计 方法 和 函数 。 
41.3.1 FIR 窗 函 数 设 计 

1. 基本 步骤 
基于 窗 函 数 的 FIR 数字 滤波 器 设计 算法 很 简单 ， 其 主要 步骤 如 下 。 

(1) 由 滤波 器 理想 特性 瑟 ,(ez2) 进行 傅立叶 逆 变 换 获 得 理想 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 
太 (0 。 一 般 假设 理想 低 通 滤波 器 的 截止 频率 为 w. ， 其 幅 频 特性 为 



























































































































































































































































eo- 0 入 四 芝 ml 
0， OO<w<T 
或 有 元 广 eeda _ Sin[w。 (7 一 Q)] 
元 (7 一 CQ) 
2) 由 性 能 指标 确定 窗 函 数 太 (om) 和 窗口 长 度 W， 由 过 渡 带 近似 于 窗 函 数 主办 宽度 求 得 
窗口 长 度 N。 
(3) 求 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 Am) 




















HP =7r(02D)。 全 (7 

POP) 即 为 所 设计 的 FIR 滤波 器 系数 向 量 bo 。 

(4) 检验 滤波 器 的 性 能 指标 。 

【 例 41-11】 用 窗 函 数 设计 一 线性 相位 FIR 低 通 滤波 器 ， 并 满足 性 能 指标 。 通 带 边 界 频 
率 w, =0.5r ， 阻 带 边界 频率 os = 0.66r ， 阻 带 衰 减 不 小 于 40dB， 通 带 波纹 不 大 于 3dB。 
程序 如 下 


sprogram P311 

































































wpP=0.5xpPi7 
WwWS=0.66x*piy; 
width=ws-wpswidqth of transition band 
N=ceil(8xpPi/wiqdqth)sthe Length of the filte 
E(zem(N, 2) ) == 
N=N+17 
enda 
Nw=N7Sthe Length of 七 he 工 1J 七 eL 
wCc= (wpP+ws)/27;s5cutoff fredq.of the filter 
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n=0:N-1， 

alpha= (N-1) /2; 
m=n-alLpha+0.00001， 
hdq=sin(wcxm) ./ (Pixm); 
win=hanning(Nw) ; 
Ph=had.xwin' 7 

PP=h; 

fredqz (b1v 512) ; 


程序 运行 结果 如 图 41-9 所 示 。 




















| | | 1 | | 
电 洒 D.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 
Normalized Frequency 【xx radisample) 











0 疝 | 2 0.3 D.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 
Normalized Frequency (xT rad'sample) 


图 41-9 ”线性 相位 FIR 低 通 滤波 器 幅 频 、 相 频 图 





2. 工具 箱 函 数 

MATLAB 信号 处 理工 具 箱 还 提供 了 基于 
C1) firl 函数 。 其 调用 格式 为 : 

@ b=firln,w，) 

@ b=firln,w, ，ftype) 


@ b=firl0n, ww 




















宁国 数 的 工具 函数 位 1 和 位 2。 





六 











,Window) 
@ b=firln,w, ，ftype'，window) 
其 中 ，n 为 FIR 滤波 器 的 阶 数 ， 对 于 高 通 、 带 阻 滤波 器 ，n 取 偶数 :omw, 为 滤波 器 的 截止 频率 ， 
0~1; 对 于 带 通 、 带 阻 滤波 器 ，w, =[wo], 且 mw < wo, ; 对 于 多 带 滤 波 器 w, =[w oos,oj]， 
频率 分 段 为 0<O@<w，wW<wO<w，w<wO<0，.. 
ftype 为 滤波 器 类 型 ， 默 认为 低 通 滤 波 器 或 带 通 滤波 器 ; 
mhigh 为 高 通 滤波 器 ; 
stop 为 阻 带 滤 波 器 ; 
DC 一 1 使 多 市 的 第 一 频 囊 为 通 囊 ; 
DC 一 0 使 多 市 的 第 一 频 囊 为 阻 训 ; 
window 为 窗 函 数 ， 列 向 量 ， 其 长 度 为 n+1。 
【 例 41-12】 用 FIR1 设计 一 个 48 阶 的 FIR 囊 通 滤波 器 ， 通 带 0.35 入 wo 和 0.65 。 
编程 如 下 : 
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sprogram P312 
芒 二 于 二 (8 [02553235 65]) 光 
fredqz (by 1 512) 


程序 运行 结果 如 图 41-10 所 示 。 
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50 
全 
所 0 
D 
所 
光 
牙 
避 “”-50 
王 
-100 
页 
号 
OOD 
EE 
OD 
所 
才 
(np 
5E 
本 


D 0.1 D.2 





图 41-10 FIR 带 通 滤波 器 幅 频 、 相 频 图 
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【 例 41-13】 设计 一 个 34 阶 的 高 通 滤波 器 在 fs/4 处 衰减 ， 规 止 频率 0.48， 


的 Chebyshev 窗 函 数 。 
程序 如 下 : 


spProdqram P313 





oadq chirp 当 Loadq Y anq fs . 
chebwin (35，30) ) ; 


用 : 二 二 工 芋 (人 3348 二 7 
fredqz (b 1 512) 


程序 运行 结果 如 图 41-11 所 示 。 
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mi 自 2 
图 41-11 


(2) fir2 函数 ， 其 调用 格式 为 : 
@ b=fir2o,f my) 








03 0.4 as U6 0.7 0.8 
Normalized Frequency (xx radrsample) 





FIR 高 通 滤 波 器 的 幅 频 、 相 频 图 




















用 30 dB 波纹 
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站 ee eg@ @ 


忌 


在 0~1 间 ，m 和 ff 长 度 相 同 ，window 为 窗 函 数 ， 列 向 量 ， 长 度 必须 是 Cn+1); 默认 时 自动 取 








b = fir20, ft m, window) 

b = fir20, fm, npb 

b = fir20,f m, nptb window) 

b = fir20, fm, npt lap) 

b = fir20, 上 m, npt lap, window) 
































，D 为 滤波 器 阶 数 ; f 和 mm 分 别 为 滤波 器 期 望 幅 频 响应 的 频率 向 量 和 幅 值 向 量 ， 取 值 























hamming; npt 为 对 频率 响应 进行 内 搬 点 数 , 默认 时 为 S12; lap 定义 一 个 区 域 尺 寸 , 默认 为 25; 
b 为 FIR 滤波 器 系数 向 量 ， 长 度 为 n+1。 
【 例 41-14】 设计 一 个 30 阶 低 通 滤波 器 并 绘 出 期 望 频率 响应 和 实际 频率 响应 。 
程序 如 下 : 



































sprogram P314 

Ef= [00.60.6 1]，; 

m= [1100]，; 

了 三 王 斌 茎 2(307 下 0) 

[hvw] = fredqz (by 1 128) ; 

Plot (fmyw/pivabs(h) ) 

Legend('Ideal'，'fir2 Designed' ) 

title('Comparison of Eredquency Response Magnitudes ' ) 


程序 运行 结果 如 图 41-12 所 示 。 


41.3.2 


Comparison of Frequency Response vagnitudes 
r r r T r T 


T T 
一 一 ldeal 
一 一 fi2 Designed 





下 之 上 上 
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D.6 上 


口 . 二 下 














图 41-12 FIR 低 通 波 波 器 幅 频 响应 


最 优 FIR 滤波 器 设计 


1 有关 函 数 介绍 

MATLAB 信号 处 理工 具 箱 函数 提供 了 比 基 于 窗 函 数 法 FIR 滤波 器 设计 工具 箱 函数 frl 更 
为 通用 的 函数 : firls，remez。 

它们 采用 不 同 的 优化 方法 设计 最 优 的 标准 的 和 多 频带 的 数字 FIR 滤波 器 。 

函数 firls 是 frl 和 fir2 的 扩展 ， 基 本 准则 是 利用 最 小 二 乘法 使 期 望 的 频率 响应 和 实际 的 
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频率 响应 间 的 误差 最 小 。 

函数 remez 实现 Parks-McCellan 算法 , 这 种 算法 利用 remez 交换 算法 和 Chebysheyv 近似 理 
论 来 设计 滤波 器 ， 使 实际 频率 响应 拟 合 期 望 频 率 响 应 最 优 。 

函数 调用 格式 如 下 : 

@ b=firlsn, ft a) 

@ b=remezn, fa) 

其 中 ，n 为 滤波 器 阶 数 ; f 为 滤波 器 期 望 频率 特性 的 频率 向 量 标准 化 频率 ，0~1， 递 增 向 
量 ， 人 允许 定义 重复 频 点 ; a 为 滤波 器 期 望 频率 特性 的 幅 值 向 量 ， 向 量 a 和 上 必须 同 长 度 且 为 偶 
数 ; b 为 函数 返回 的 滤波 器 系数 ， 长 为 n+1， 且 具有 偶 对 称 关 系 

bdo=ba+2-I 













































































2. 应 用 实例 
下 例 分 别 用 两 种 方法 设计 FIR 滤波 器 。 
【 例 41-1S】 设计 一 24 阶 的 反对 称 分 段 线性 带 通 滤波 器 ， 并 绘 出 期 望 的 实际 频率 响应 。 
其 中 理想 幅 频 响 应 对 为 : 
EL0 90035305 和 06 07 1059]7， 
有 A= [0 1I 0 0 Do 0 
用 firls 函数 设计 程序 如 下 : 
spProdgdram P315 
瑟 二 O 3537 0 7 
有 = [0 1 0 0 0255- 55] 交 




















D = firls(24， EAI'nhilpbetrt') 
三 OF 了 三 工 :2.:6， 

Plot([F(I) ER(Gi+l)]，[RG) Ai+l)]，--)，holdqd on 
endQ 


[HE] = fredqz(b， 1 512，2) 7 
Plot (fabs(H))，dgridq on holaq off 
Legend('Ideal'，'firls Design') 


程序 运行 结果 如 图 41-13 所 示 。 




















图 41-13 FIR 反对 称 分 段 线性 融通 滤波 器 频率 响应 
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用 remez 函数 设计 程序 如 下 : 
spProdgqram P316 
FE= [00.3 0.40.6 0.7 0.9]:; 
有 = [0 1I 0 0 055. 5]7 
pb = Tiremez (247 FA) ， 
下 加 基 : 定 12567 
Plot([F(I) ER(Gi+l)]，[RAG) Ai+l)]，--)，holdqd on 
enda 
[HE] = fredqz(b， 1 59512，2) 7 
Plot (fabs(H))，dg9ridq on holaq off 
axis([0 1 0 1])， 
Legend('Ideal'，'fir1ls Design') 


程序 运行 结果 如 图 41-14 所 示 。 














图 41-14 FIR 反对 称 分 段 线性 带 通 滤波 器 频率 响应 
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前 面 的 介 绎 
把 传递 函数 太 o) 变 成 














第 42 章 























分 析 滤 波 器 的 时 域 和 频 域 特性 。 


MATILAB 信号 处 理工 具 箱 提 供 了 许多 工具 函数 来 分 相 
意 输入 响应 ， 脉 冲 响应 ， 频 域 分 析 ， 幅 
域 和 频 域 分 析 是 设计 各 类 滤波 器 、 训 


滤波 器 时 


























42.1 


评 吸 
时 间 响 应 


MATILAB 信号 处 理工 具 箱 常用 的 滤波 器 时 间 响 应 分 析 工 


图 数 。 


1. filter 函数 
该 函数 用 于 实现 IR 和 FIR 滤波 器 对 数据 滤波 ， 和 常用 来 计算 滤波 器 对 输入 的 响应 。 调 用 


格式 为 : 


























@ y= 1er(D,a,X) 
@ [yzr= Jier(,a,7D) 
@ [yzr 站 = Jier(a Zi) 


其 中 , 2, 4 分 别 是 滤波 器 传道 函数 鼠 (z) 的 分 子 和 分 母 多 项 式 系数 向 














值 ，y 为 滤波 器 输 


【 例 42-1】 














偷 出 。 























值 啊 应 ， 相 位 


下 面 将 介 双 


前 应 ， 零 极点 位 置 ; 


滤波 器 分 析 














， 我 们 根据 指标 设计 了 数字 滤波 器 ， 得 到 了 滤波 器 的 传递 函数 已 D)。 如 何 
k 体 的 数字 系统 ， 是 滤波 器 的 实现 问题 。 


用 MATLAB 函数 来 














滤波 器 特性 ， 包 括 时 域 分 析 ， 对 任 


其 他 特性 ， 和 群 延 迟 





























价 汉 






































虑 波 器 性 能 和 滤波 器 应 用 的 基础 。 下 面 












































函数 有 filter，fftfilt，impz 等 。 





三 | 
上 


x+ 为 滤波 器 输入 ， 


























向 量 或 者 矩阵 ， 若 * 为 方 阵 、 每 组 数据 应 为 列 向 量 ; z; 为 状态 向 量 初 值 ，zy 为 状态 向 量 终止 
产生 有 3 个 正弦 分 量 (SHz，15$Hz 和 30Hz) 的 信号 。 然 后 ， 设 计 一 滤波 器 
15Hz 信号。 








来 去 除 SHz 和 30Hz 的 正 弱 信号， 保留 


程序 如 下 ; 














G) 产生 含有 3 个 1 








E 弱 分 量 的 信和 号。 








spProgram P401 


S2=Sin(2xPpixtx15)” S3=Sin(2*p1ixtx30) 7 


Xlabel('Time (seconqdqs) '); ylabel('Time waveform' ) ; 








ESs = 100); 
七 = (1:100)V/PFs，; 
S1L1 = Sin(2x*pPpixtrx5) 7 
s = S1+S2+S3; 
P1lot (trs)， 
程序 运行 结果 如 图 42-1 所 示 。 








@ 产生 一 个 8 阶 的 IIR 带 通 滤波 器 ， 通 带 10 Hz 到 20 Hz， 其 频率 响应 如 下 : 
spDrogram P402 


[bva] 





ellip(4,0.1,40，[10 20]*x2/FSs)， 
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[Hw] = fredqz(brar512) 

PlLot (wx*FESs/(2xpi)vabs(H) )， 

XlLabel ('"FEredquency (Hz) ')) ylabel('Madgdg. of frecuency response ' ) 
可 天 荆 间 7 


2.5 


Time waveform 
局 


-2.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
DO D.1 0.2 0.3 口 .车 0.5 0D.6 DRF 0D.8 0.9 1 


Time (seconds) 








图 42-1 含有 3 个 正弦 分 量 的 信和 号 
程序 运行 结果 如 图 42-2 所 示 。 








Mag of frequency response 


人 









D 五 10 1 瑟 20 25 30 35 4D 习 石 三 D 
Frequency (Hz) 





图 42-2 IIR 佛 通 滤波 器 幅 频 响应 








@@) 对 信和 号 进行 滤波 。 
spProgqram P403 
SfE = filter(pbrars)， 
P1lot (tv sf) ， 


XLabel('Time (seconqs) ') ， 





ylLabel('Time wavVveform' ) ， 
axis([0 1 -1 1]); 


程序 运行 结果 如 图 42-3 所 示 。 
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Time Waveform 
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吕 D.1 D.2 D.3 口 . 症 口 . 忆 D.6 旧 . 有 D.B .9 1 
Time (seconds) 


图 42-3 ”滤波 后 的 信和 号 波形 





由 绘 出 信号 滤波 前 、 后 的 幅 
sprogram P404 
S = fftt(s， 512) ，; 
SE = fftt(sft，512); 
wW= (0:255)/256x (FEs/2); 
DPlot (wrabs([S(1:256)' SE(1L1:256)'])) 7， 
XlLabel ('EFredquency (Hz) ');” ylabel('Madgdg. of FEourier transform' ) ， 
9ridj Legendq({'pbefore''after' }) 


程序 运行 结果 如 图 42-4 所 示 。 


痘 
机 





560 





一 一 before 
3fter 


Mag 哮 Fouriertransform 
人 
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汪 本 

















Sa 。 汪 sea 人 Powwwwwn 
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图 42-4 ”滤波 前 、 后 的 频 幅 图 





2. fftfit 函数 

该 函数 利用 效率 高 的 基于 FFT 重 琶 相 加 算法 实现 对 数据 滤波 ， 该 函数 只 适用 于 FIR 滤波 
器 ， 其 调用 格式 为 : 

@ y=fftfilt(b,x) 

@ y=ffttfilt(b,x,D) 


其 中 ，b 为 FIR 滤波 器 系数 向 量 ; x 为 输入 数据 ; n 为 FFT 长 度 ， 默 认 时 ， 函 数 选 择 最 佳 
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的 FFT 长 度 ，y 为 滤波 器 和 输出。 该 函数 在 频 域 内 实现 FIR 滤波 器 ， 采 用 下 面 的 FFT 过 程 : 
Dn=Length (X) ; 
一 二 于 于 七 (于 三 七 ( 菇 和 和 下 七 ( 防 7 贡 ) 5 三 七 ( 二 三)) 


y=fftfilt(b,x) 等 价 于 y=filter(b,1,x)。 











3. Impz 函数 

函数 impz 用 于 产生 数字 滤波 器 的 脉冲 响应 ， 其 调用 格式 为 : 
@ [ht=imnpzb,a) 

@ [ht=imnpz(b,a,D) 

@ [ht=impzb,a,nE) 

















@ impz(b,a) 

其 中 ，b，a 分 别 为 滤波 器 分 子 和 分 母 多 项 式 系数 向 量 ; n 为 采样 点 数 ， 下 为 采样 周期 ， 
默认 为 1 h 为 滤波 器 单位 脉冲 啊 应 癌 量 ; {t 为 与 h 对 应 的 时 间 疝 量 。 

【 例 42-2】 绘 出 14 阶 低 通 椭圆 滤波 器 的 前 50 采样 点 的 单位 脉冲 响应 ， 和 截止 频率 为 
0.4Nyquist 频率 。 
程序 如 下 : 

sprogram P405 


[b, al = ellip(4,0.5，20， 0.4) 
impz (bar50) 


程序 运行 结果 如 图 42-$ 所 示 。 
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图 42-5 ” 李 圆 滤波 器 前 50 采样 点 的 单位 脉冲 响应 


在 MAILAB 中 ，[hd=impz(b,a,n) 等 价 于 下 面 的 语句 : 
X=[1 zeros(1,n)] ; 
h = 旭 lter(b,a,x) ; 





























42.2 ”频率 响应 





滤波 器 的 频率 分 析 函 数 主要 是 freqs 和 freqz 等 。 
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1. freqs 函数 
函数 freqs 用 于 求 模拟 滤波 器 的 频率 响应 ， 其 调用 格式 为 : 

@ Ph=freqs(b,a,O) 

@ [h,o]= freqs(b,a) 

@ [h,o] = freqs(b,a,D) 

@ freqs(b,a) 

其 中 ，b，a 分 别 为 模拟 滤波 器 传递 函数 分 子 和 分 母 多 项 式 系数 向 量 ; n 为 频率 点 数 ， 默 
认为 200; h 为 频率 响应 ， 复 数 ，@ 为 频率 向 量 ， 实 数 。 

【 例 42-3】 。 求 出 并 绘 出 下 面 传递 函数 的 幅 频 响应 和 相 频 响应 。 


0.29 +0.3s+1 




































































瑟 (9) 


5 +0.485 上 +1 


程序 如 下 : 

池 program P406 

a= [10.41]，; 

下 二 [022 1053 业 ] 

w = logspace(-171)，; 


freds (bayrw) 


程序 运行 结果 如 图 42-6 所 示 。 
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图 42-6 ”滤波 器 的 幅 频 啊 应 和 相 频 响应 








2. freqz 函数 

函数 freqz 用 于 求 数字 滤波 器 的 频率 响应 ， 其 调用 格式 为 : 
@ [Ph,o]= freqz(b,a,D) 

[h, 旨 = freqz(b,a,n,EF) 

[h,ow] = freqz(b,a,n，whole') 

[h, 眉 = freqz(b,a,n，whole,EF) 

h = freqz(b,a,O) 

Ph = freqz(b,a,tE) 
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@ freqz(b,a) 

其 中 ， 函 数 输 入 : b，a 分 别 为 数字 滤波 器 z 的 传递 函数 分 子 和 分 母 多 项 式 系数 向 量 ; n 
为 复 频率 响应 计算 点 数 ， 整 数 ， 最 好 为 2 的 震 ， 默 认为 5312; 为 采样 频率 ，f{ 为 给 定 的 频率 
矢量 ; 'whole' 表示 返回 的 @ 值 为 包含 z 平面 整个 单位 圆 频 率 矢 量 ， 即 0~2r ; 默认 时 ，@ 仅 
包含 z 平 面 上 半 单 位 圆 间 等 间距 N 个 点 频 矢 量 。 

函数 返回 : h 为 复 频 率 响 应 o@ 为 点 频率 向 量 〈 弧 度 )， 返 回 @ 范围 与 输入 参数 "whole' 
有 关 ; f 为 n 点 频率 向 量 。 






























































3. unwarp 函数 

函数 freqz 输出 的 频率 向 量 吧 在 0 一 2 之 间 , 为 了 获得 一 个 滤波 器 真正 的 相 频 特 性 图 ,要 
对 相位 进行 修正 。 为 此 需要 利用 MATLAB 工具 箱 函 数 unwarp。 

函数 unwarp 用 于 展开 函数 freqz 产生 的 频率 w 。 调 用 格式 为 : 

@ P=unwarp(w) 

【 例 42-4】 绘 出 下 面 FIR 滤波 器 的 幅 频 响 应 和 相 频 响应 。 
程序 如 下 : 

sprogram P407 

PbP = 了 firl(80,0.5v，kaiser(81，8) ) ; 

fredqz (by1); 


程序 运行 结果 如 图 42-7 所 示 。 
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图 42-7 ”FIR 滤波 器 的 幅 频 响应 和 相 频 响应 





42.3 ” 零 极点 图 


1， 有 关 函 数 介 绍 
滤波 器 零 极 点 位 置 决定 了 滤波 器 稳定 性 和 性 能 ， 因 此 ， 考 察 滤波 器 零 极点 位 置 是 分 析 滤 
波 器 特性 的 重要 方面 。MATLAB 提供 的 零 极 点 图 的 工具 函数 是 zplane 函数 。 
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该 函数 调用 格式 为 : 

@ Zplane(Z, p) 

@ Zplane(b, a) 

其 中 ，z，Pp 分 别 为 系统 零 、 极 点 向 量 ，b，a 为 系统 传递 函数 分 子 、 分 母 多 项 式 系数 向 量 。 


2. 应 用 实例 

【 例 42-5】 。 设 采 样 率 为 1000 Hz， 绘 出 5 阶 椭 圆 低 通 数字 滤波 器 零 极 点 图 ， 其 截止 频率 
为 200 Hz， 通 带 波纹 3 dB， 阻 带 误 减 30dB。 
程序 如 下 : 

spDrogram P408 

[z,prk] = ellip(4,3,，30,200/500) ; 


zPlLlane(zrPD)，; 
title('4th-Orqder ELLiptic Lowpass Digital FIiIJlIter') 7， 















































程序 运行 结果 如 网 42-8。 
寺 th-Order EllNiptic Lowpass Digital Filter 
1[ 0 
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图 42-8” 李 圆 低 通 数字 滤波 器 零 极 点 图 
































42.4 相 时 延 


1 有关 函 数 介绍 
phasedelay 函数 计算 数字 滤波 器 的 相 时 延 ， 其 调用 格式 为 : 
[phi, w] = phasedelay(b, a, D) 














@ 
@ [phi, w] = phasedelay(b, an，whole) 
@ phi = phasedelay(b, a, w) 

@ [phi,fl = phasedelay(b, an, fs) 

@ [phi,f] = phasedelay(b, a nD，whole , fs) 
@ phi = phasedelay(b, a, f, fs) 

@ [phi, w, S] = phasedelay(.…) 
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@ [phi,f s] = phasedelay(.…) 
其 中 ，phi 为 相 时 延 ， 其 他 各 项 意义 同 函 数 ffeqz。 了 机 数 输出 默认 时 ， 绘 出 延迟 图 。 


2. 应 用 实例 
【 例 42-6】 ” 绘 出 顶 圆 滤波 器 的 相 时 延 。 
程序 如 下 : 
spProdgqram P409 
[b,a]l = ellip(10，.5v，20,，.4); 
Phaseaqelay (b，a 512，'whole') 


运行 结果 见 图 42-9。 


























Phase delay [Samhples) 











| | | 1 | 1 
D 必 有 口 . 寻 0.6 0.8 1 修之 1 .和 4 1.6 1.8 2 
Normalized Frequency (xm rad'sample) 





图 42-9 ” 李 圆 数字 滤波 器 相 时 延 图 








六 





42.5 ”和 群 延 迟 


1 有关 函 数 介绍 

1 信号 传输 不 失真 条 件 知 ， 滤 波 器 相 频 特性 应 该 是 一 条 经 过 原点 的 直线 。MATLAB 信和 号 
处 理工 具 箱 提 供 了 计算 群 延 迟 函数 grpdelay， 其 调用 格式 为 ; 

[gd,o] = grpdelay(b,a,D) 

[gd,f] = grpdelay(b,a,n,F) 

[gd,w] = grpdelay(b,a,n，whole') 

[gd,f] = grpdelay(b,a,n，whole ,FE ) 

gd=gSrpdelay(b,a,o) 







































































gd= grpdelay(b,a,f,F) 

grpdelay 

，8gd 为 群 延 迟 ， 其 他 各 项 意义 同 函数 ffeqz。 函 数 输出 默认 时 ， 绘 出 延迟 图 。 
2. 应 用 实例 
【 例 42-6】 绘 出 6 阶 Butterworth 滤波 器 b(z)/a(z) 的 群 延迟 图 。 鹤 止 频率 0.2。 
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二 eeeee ee ee 





























程序 如 下 ; 


spDrogram P410 
[ba]l = putter (6，0.2); 
grpadqelay (bar128) 


程序 运行 结果 如 图 42-10 所 示 。 


Group delay (samhples) 











D 0.1 旧 志 0.3 吕 . 寻 0.5 0.6 0D.7 0.8 0.9 1 
Normalized Frequency (xx rad'sample) 








图 42-10 Butterworth 滤波 器 群 延迟 图 
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第 43 章 “ 随 机 信号 的 参数 模型 和 功率 谱 估计 





















































随机 信和 号 不 能 用 确定 的 数学 关系 式 来 描述 ， 无 法 用 确定 信号 的 处 理 方法 进行 处 理 。 通 常 
用 其 样本 的 统计 特征 来 描述 。 本 章 将 介绍 随机 过 程 的 相关 分 析 《〈 时 域 ) 和 功率 谱 〈 频 域 ) 的 
基本 方法 及 MATLAB 实现 。 


43.1 相关 函数 的 估计 






































1.， 相关 函数 介绍 
MATLAB 工具 箱 提 供 了 计算 随机 信号 相关 函数 ，xcorr。 
函数 xcorr 用 于 计算 随机 信号 的 自 相关 和 互相 关 函 数 。 调 用 格式 如 下 。 


@ C=XCOIFT(X,Y) 


























@ C=XCOIT(X,Yy, option ) 
@ C=XCcorr(X,y,maxlags, option ) 
@ [c,lags] = Xcorr(X,y,maxlags, option ) 
其 中 ，x，y 为 两 个 独立 的 随机 信和 号 系列 ， 长 度 均 为 N 的 向 量 ; c 为 X，y 的 互相 关 函 数 估 计 。 
option' 为 选择 项 ; 
G biased'， 计 算 有 偏 互相 关 估计 。 
] 
Cry,piased (0) = 人 
@) unbiased',， 计 算 无 偏 互 相关 估计 。 
] 
Caoumpiased WIND) 二 NI CI) 
@ "coeff'， 系 列 归 一 化 ， 使 零 延 迟 的 自 相 关 为 1。 
由 mone'， 默 认 情 况 ， 函 数 执行 非 归 一 化 计算 相关 。 
maxlags 为 x 和 y 之 间 的 最 大 延迟 ， 函 数 返 回 值 c 为 2maxlags+1。 若 默认 ， 则 函数 返回 值 
c 长 度 为 2N-1; 
若 函 数 用 于 计算 x(0o) 的 自 相 关 ， 则 调用 格式 为 : 


@ C=XCOIT(X) 

















闻 







































































@ C=XCcoIT(X, maglags) 


2. 应 用 实例 
【 例 43-1】 。 求 受 白 噪声 干扰 的 正 弱 信 号 和 自 噪 声 信 号 的 自 相 关 并 比较 。 
程序 如 下 ; 
sprogram P501 
ClLf $5clear the Variable 
N=1000， 
Dn=0:N-1: 
ES=500)， 
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七 =nV/ES， 

Lag=100， 
X=Sin(2x*pix10xt)+0.6xrandqn(1y， LIength (七 ) ) 
[c, Lags]=xXCorr (xyrLagr 'unbiased') ， 
Subplot (221) ， 

三 业 G 世 (起 7 训 ) 

XLabel('t')， 

ylLabel('Xx( 七 ) 7) 

title(rorignal Signal XI) ， 

可 到 QQ; 

Subplot (222) ， 

Jot(Lags/Esvc) ， 

abel('t') 

Tabel(IRX( 七 ) 7") 
itle('rautocorrelation') 

区 加 

1T=tranqn (1，1Lengthn (X) ) ， 
cy1Lags]=xCcorr (X1， Lagr 'unbiased' ) ， 
UbpPlLot (223) ， 

上 世人 (过 卫 ) 

abel('t')， 

ylLabel("XL1 (七 ) ' ) 

title( "white noise')， 

ee 

SuUbpPlot (224) 

PlLot (Lags/ESsvc) ， 

XLabel('t')， 

ylLabel("RXL (七 ) ") 
itle('autocorrelation') 

Grid; 


运行 结果 如 图 43-1 所 示 。 


orignal signal 


XXXxadrg X 避 











autocorrelation 
































图 43-1 正弦 信号 和 白 噪声 信号 的 自 相 关 

由 图 可 见 , 含 有 周期 分 量 和 干扰 噪声 的 信号 的 自 相关 函数 在 z= 0 处 具有 最 大 值 , 且 在 z 较 
大 时 仍 具有 明显 周期 性 ， 其 频率 和 周期 分 量 的 频率 相同 。 而 白 噪 声 信号 在 == 0 处 也 具有 最 大 
值 ， 但 在 z 稍 大 时 明显 减 小 至 零 。 自 相关 函数 的 此 性 质 可 以 用 来 识别 随机 信号 中 是 否 具有 有 周 
期 信号 分 量 。 
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【 例 43-2】 已 知 两 周期 信号 
X(f) = Sin(27 太 )，y() = 0.S$Sin(27 让 十 909) 


其 中 ， 太 =10Hz ， 求 互相 关 函 数 R(z) 。 
程序 如 下 : 


spProgram P502 

ClLfE $85clear the Variable 
N=1000， 

D=0:N-1;: 

FSs=500:， 

=nV/ES; 

Lag=200， 

X=Sin(2x*xPDix10xt)， 
y=0.5*sin(2xpi*x10x*t+90xpi/V180) ， 
cy1Lags]=XCorr (xy YLagy 'unbiased' ) ， 
Subplot (311) ， 








人 二 G@ 臣 |( 世 六 芝 7 
XlLabel('"t')， 
Yabel('X(t)  ) 7 
title('orignal signal7) 
Subplot (312) 

PJot (tvyv "PP ) 
XlLabel('"t')， 
Yabel('y(t)  ) 7 





title("orignal SignalL7) 
GELd7” 

Subplet (3L3) 37 

EL 人 Lags7 ESG 定 站 3 
XlLabel('" 二 ')， 
ylabel('Rxy(t) ') 

itle (correlation') ; 
Grid; 


运行 结果 如 图 43-2 所 示 。 





orignal signal 


出 风 风 加 山 而 


06 08rignallsignai 


其 本 


X 的 








Y 牛 





0.8 corelation 12 14 16 1 





Rxy 册 


图 43-2 ”信号 的 互相 关 
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43.2 经典 功率 谱 估 计 


1， 基 本 方法 
经 典 功率 谱 估计 如 下 。 
《1) 由 x(0o) 的 N 个 样本 估计 自 相 关 函 数 久 (mo 。 


六 (117) = 当 X(DX (7 一 10) = 和 X(CDDX (1 一 站 六 
一 o0 用 =1 
(2) 估计 功率 谱 方 ,(w) 


OO->Aone 
2. 应 用 实例 
【 例 43-3】 xD) =exp(jmz- 7r)+exp(Jooma- 7j0.7m]+yCD 为 一 复 正 弦 加 白 噪声 随机 过 
程 ,其 中 wm) 为 零 均 值 白 噪声 ，S/AN =10dB 。 要 求 : 中 产生 仿真 数据 ， 人 @ 估计 自 相关 函数 ， 
@@ 估计 经 典 功率 谱 。 
(1) 产生 仿真 数据 N=1000 点 ，x(D)，x(2)...x()， 四 =1.4r ， 程 序 如 下 : 
spProgram P503 



































Var=Ssdrt(1/exp(1.0) )， 
V=Varrx*ranqdn(1，1000) ， 

Dn=1:1000， 

WO=1.4x*pi; 

XDn=exp (jx*Ppixn-jxpi)+exp(JjxwOxn-JjJx0.7xpIi)+V， 

花王 名 臣 人 (站 产 及 直方 池 

XLabel('n")， 

itle('"xX(n)=exp (jx*pixn-jxpi)+ exp(jwn-jx0.7xpi)+V(n) I )， 


运行 结果 如 图 43-3 所 示 。 


十 








xfni=exptr>pin-i=pD+ expUwnr-ico.7*pD+Hvm) 














-4 





1 上 上 上 上 上 1 1 上 
D 100 200 300 J400 s500 5600 zDD 8B00 300 “1000 
站 








图 43-3 ” 正 弱 信 号 加 白 噪 声 
N 
(2) 自 相 关 函 数 为 fm= 方 记 xorOo- 站 ， 1I=0, 1...300。 程 序 如 下 : 


天 二 111 














sprogram P504 


和 COL 工 
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m=-500:500， 
[z,， 1Lag]=xCcorr (xny500，biased' ) ， 
hndql=stem (mr 工 ) ， 
Set (hnd1，'MarKker'，'oI) ， 
set (hndq1L，'MarkerSize'y2) 7， 
XLabel('n')， 
title('" 自 相关 工 ') ; 
运行 结果 如 图 43-4 所 示 。 


二 











自 相 关 r 
2 上 | 


人 本 下 


TD 











IN 











过 百 1 三 1 1 1 1 1 
-500 -400 -300 -200 -100 D 100 200 30 400 500 





图 43-4 ”信号 自 相 关 
500 
(3) 估计 经 典 功率 谱 (BT) Pr(o)= >》 An)e ”” ， 程 序 如 下 : 
1I=-S00 
sprogram P505 
spTackman-Pbpt 
Kk=0:1000， 
w= (Pi/500)r*K， 
M=Kk/500; 
X=Tx*x (expP (-jx*xpi/500) ).^ 人 (mxK) 
madgxX=abs (X) ， 
DPlLot (My 10x*1log10 (magX) ) ， 
XLabel('Angular fredquencyy oO (I) ') 
ylLabel1("Power Spectrum Magnituqde (GaB) ')， 
title("BLackman-TurKkey Spectral Estimater") 


运行 结果 如 图 43-5 所 示 。 


30 








Blackman-Turkey Spectral Estim ate 





20 








Power Spectrum Magnitude (dB) 


-20 








-30 








0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 业 委 1.4 和 下 泪 
Angular frequency,wW (T 和 


图 43-5 ”信号 的 功率 谱 估计 
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43.3 ”AR 模型 功率 谱 估计 





1. 基本 原理 
AR 模型 的 功率 谱 为 


2 
O 


站 


O， 加 
区 Co) 1 十 0ie 十 Ce 7 平 汉 5 平 | 


待 估计 参数 为 : ao …aoy， 共 P+l 个 ， 由 AR 模型 的 正则 方程 可 以 解 出 参数 。 


已 (w) 























2. 应 用 实例 

【 例 43-4】 设 有 二 阶 AR 模型 xD+awxa-D+aa-2)=v0D，v(0D) 为 0 均值 ,方差 ca; 
的 白 噪 声 ，c: =1，aw =-0.195，m =0.95 。@ 产生 N 个 二 阶 AR 随机 过 程 的 样本 值 ， 
xD,x(2)…2CON),N =1000 ,@ 根 据 wD,x(2) ,zaCN) 估计 Ara) ， 图 计算 ,0 ， 图 画 出 功 























34 2 
汪 本 C 
率 谱 Pr(O= re 和 ，Pulo)= 一 澡  ，oec[Fmq。 
ms=-255 [| 


程序 如 下 : 

G 产生 随机 过 程 的 样本 值 。 
sprogram D506 
al=-0.195， 
a2=0.95; 
Dn=[1:1000] 75; 
VO=ranqn (1，1000) ， 
vatr=(1-a2)/(1+a2)*((1+a2) .^2-al.^2) 
V=0.3*V0:， 
uO=[0 0]:， 
num=1， 

Qqen=[1 al a2]， 


21=filtizc(numdqenyuo0) 




















[uv 2f]=filter(numyadqenyVy 2I) ， 
Xlabel('n');ylabel('"V0O(n) ')， 
title('INhite Noilise') 
Tegend( "Var=1 "7 1) 

SubpPlot (211) ， 

全 二 6 蕊 (大 2 
XJLabel('n')7ylabel('"V(n) ) 7， 
title('INhite Noiliser') 
Legendq('var=0.3"71) 

SubpPlot (212) ， 

和 于 G 直 (7 二 
XLabel('n')7ylabel('"X(n) ")， 
title('signal with white noise')， 


运行 结果 如 图 43-6 所 示 。 
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White Noise 

































































100 2o0 30 4o0 5o0 6o0 ro0 80 900 1000 
Signal withwhite noise 
站 T 秋 T T T T T 攻 T 
这 村 
泛 D 
2 | 
-站 上 上 上 上 | 上 上 上 上 
0 100 200 30 4o0 50 6o0 ro0 80 900 1000 
站 
图 43-6 ”和 白 噪声 及 含 白 噪 声 的 信和 号 
1 oO 
| 公式 rm = 一 >》 UDC 计算 关 (xD,7ma=255 
711 三 一 20 
sprogram P507 
1ag=255)， 
[zz]=xXcorr (ur Lag 'biasedq'I') 
Stem( 芝 7 荆 ) 2 
hnadlL=stem(ZrL) ， 
Set (hnadl1，'Marker' or') 
Set (hndq1，'"MarkerSize'y0.5) 
XLabel('n')7ylabel("z(n) ") 7， 
itle (Autocorrelation') 
运行 结果 如 图 43-7 所 示 。 
Autocorrelation 
0.8 > > ， * 
0.6 上 
0.4 上 
0.2 上 
= 
-0.2 上 
-0.4 上 
-0.6 上 
-0D.8 1 1 1 1 1 
-300 -200 -100 0 100 200 
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图 43-7 ”信号 的 自 相关 


























人 = -0.1977, 0， = 0.9451 


rm=-alXrm-lD)-a2Xrm=-2). 计 算得 al, a2 的 估计 值 为 


300 


253 


轩 Pr(O)= >》r(e 


、 


行 结果 刀 


及 = 一 255 


了 
O 





忆 R(4O) = ee 7 
1+w ea ee 
sprogram P508 
gsB1Lack turkey 
m=1:255)， 
k=-500:500， 
w= (Pi/500)*xK， 
R=K/500:， 
zO0=0.9141， 
rr2=z(257:511) 
X=z2xcos (Pi/500xm'xK)+TEIO7 
madgX=abs (X) ， 
Subplot (211) ， 
DPlLot (RymagX) ， 
XJLabel('Angular fredquencyyO (I) ') 
Y1Label('Ppbt(o) ') 
title("BLack_Turkey 功率 谱 | 线 ') 




















外 AR 
HH=Zzeros (1， 1001)， 
w= (PiV/1000)*K7 


al=-0.195 
a2=0.95)， 
Var=]1: 


H=1+alxexp(-jxpi/500xk)+a2xexpP(-jx2xpi/500xK) 7 


madgH=abs (了 ) 


并 = 工 
while ii<1001 
HH(I)=1V/magH(I) .^27， 
magH ( 工 ) =magH (I+1) ， 
工 = 主 十 工 
endQ 
HH(1L)=1L1/magH (1) .^ 人 2; 
HH(1001)=1V/magH(1001) .^27 
Subplot (212) 
plot (RarxHH) 
XJLabel('Angular fredquencyywO (I) ') 
ylLabel("Par(wO) ') 
title ('AR 功率 谱 曲 线 ') 


图 43-8 所 示 。 


、。 
































= 
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Black-Turkey 功 率 谱 曲线 








-1 -08 -06 -0.4 0.4 0.6 0.8 1 





-1 08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 
Angular frequency, of(z) 


图 43-8 ”信号 功率 谱 佑 计 


43.4 基于 特征 分 解 功率 谱 估 计 方 法 


Multiple Signal Classification( 多 信和 号 分 类 法 ) 





43.4.1 MUSIC 算法 


MUSIC 算法 以 自 相 关 和 矩阵 分 析 为 基础 ， 将 系统 自 相 关 和 矩阵 分 为 两 个 子 空间 : 信和 号 子 空 间 
和 噪声 子 空间 。 为 求 功率 谱 估 计 ，MUSIC 算法 计算 信号 空间 和 噪声 空间 的 特征 值 向 量 函数 ， 
使 得 在 正 弥 信 和 号 频率 处 功率 谱 出 现 峰 值 ， 而 其 他 地 方 函数 最 小 。 

MUSIC 算法 计算 步骤 如 下 : 

C1) 根据 N 个 观测 样本 值 症 22 估计 P+l 


AP(0),PFGD)…A(CP) )。 
(2) 对 及 进行 特征 分 解 ， 得 到 忆 M+1 个 特征 值 ， 对 应 特征 向 量 总 7 









































阶 自 相关 符 阵 尺 《〈 实 际 估计 



































辫 w =/ 7 











《3) 画 出 功率 谱 。 











1 1 1 
Ausc(O= 一 TH 
伟 | 了 Q 达 NEw 4 | 吧 王 | 
8 














在 [0, 2r] 内 改变 w@ ， 画 出 谱 线 ， 找 出 峰值 点 。 
【 例 43-5】 xz) = exp(jzma - jz) +exp(joo- 710.7z]+v(OD 为 一 复 正 弱 加 白 噪 声 随 机 过 


下 EE 二 有 二 必 
程 。v(m) 为 零 均值 白 噪声 。 序 =10dB 。 


@ 取 P=3， 构 造 4 阶 的 自 相 关 和 阵 尺 。 
@) 用 MUSIC 算法 ， 估 计 功 率 谱 。 
MATLAB 程序 如 下 : 
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sprogram D509 
Var=Ssdqrt(1/exp(1.0) )， 
V=Varrx*ranqn(1，1000) ， 


n=1:1000， 

WO=1.4xpi; 

XDn=exp (jx*Ppixn-jxpi)+exp(JjxwOxn-JjJx0.7xpI)+V， 
m=-500:500; 


[zv，1Lag]=xXCcorr (xny500，"biased'I' ) 7 和 革 COFTL 


spmusic 

R=[z(501)，z(502)，z(503)，E(504) 
站 (00 日 天 下 (从 革 7 日 2 人 (03 人 
zx(499) rz(500)vF(501)vz(502) 7 
zz(498)v，F(499)vz(500)vz(501)]， 


P=0:3/， 
wm=[0:0.002xpi:2xpPi]， 
B=[(exp(-J)).^(wm'xPp)]7 
A=B.'， 


P1=A'xV3; 
D2=AIxV4; 
5 (站 蕊 S.( 记 二) 人 J 汪 人 2 本 (全 本 3 (让 和) 全 分 


bmus=1./s'， 


SubPlot (211) ， 

pp=10x*logl0 (pmus) ; 

blot (wm/Piv PP)， 

ylLabel("Power Spectrum Magnitude (GaqB) ')， 








itle(” Music Spectral ESstimate') 


%MATLAB 工具 箱 函 数 





SubPlot (212) ， 
pmusic(xny5) 

















运行 结果 如 图 43-9 所 示 。 

此 处 取 mwu =1.4z ， 可 以 改变 mo 的 值 来 比较 算法 的 性 能 。 

MATILAB 工具 箱 提 供 了 计算 MUSIC 功率 谱 的 函数 pmusic。 调 用 格式 为 : 
[P,,f=pmusicx,p) 


[P 



































{ 们 = pmusic(x,[p,thresh]) 


[P.. ,ft,a]=pmusicx,[p,threshl,NfttFE ,window NoverLap 


甘 : 


一 














，X 为 输入 信号 ， 可 以 是 向 量 或 者 矩阵 ，P 为 信号 子 空间 维 数 ，thresh 为 阔 值 ，Nftt 























为 采用 的 FET 长 度 ， 该 值 决 定 了 功率 谱 估计 速度 ， 下 为 采样 频率 ，window 定义 窗 函 数 和 x 
系列 的 长 度 ， 窗 函数 长 度 必 须 小 于 Nftt， 否 则 会 出 错 ; NoverLap 为 分 段 序列 重 亚 的 采样 点 数 。 
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MUSIC Spectral Estimate 


60 -一 一 一 一 一 





0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6 1.8 迷 
MUSIC Pseudospectrum 


Power Spectrum Magnitude (dB) 





0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 
Normalized Frequency (arrad/sample) 


图 43-9 ”信号 MUSIC 功率 谱 估计 








【 例 43-6】 用 MUSIC 法 估计 信号 xD)sin(2r ]D)+2sin(2r 亡 D+O() 的 功率 谱 。 其 中 ， 
万 =5S0Hz ， 户 =120Hz ，w(O 为 白 噪 声 ， 采 样 频 率 太 =1000 Hz 。 
用 MATLAB 编程 如 下 : 

sprogram P510 

N=1000， 

D=0:N-1;: 

ESs=1024， 

廿 =n/ES; 

xn=Sin(2x*pix100xt)+2xsin(2xpixr200xt)+randqdn (1 N) 

SubpPlot (211) ， 


Pmusic(xny7)， 


运行 结果 如 图 43-10 所 示 。 




















MIUSIC Pseudospectrurm 
<0 5 5 f 5 f 5 





明 








j 1 1 1 1 
D D.1 口 .2 D.3 口 . 寻 口 . 志 D.6 O.7 D.S D.9 1 
Normalized Frequency (< radrsarnple) 





图 43-10 ”信号 MUSIC 功率 谱 估 计 
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43.4.2 MVDR 算法 一 Minimum Varivance Distortionless Response 
(最 小 方差 无 失真 响应 ) 


对 


MVDR 算法 思想 是 使 信号 通过 一 FIR 系统 ,而 噪声 尽量 被 抑制 的 方法 。 构 造 一 代价 函数 ， 
得 到 功率 谱 函 数 





























1 ES 
evpR(O) 一 一 RD 》 Q=|[Le 7 1 Z2 
他 他 



























































在 [0,2z] 内 改变 ， 画 出 Ruvpg(o) 曲线 ， 在 w= w, 处 ， 会 出 现 峰 值 。 
MVDR 估计 功率 谱 的 步骤 如 下 。 
(1) 由 xm 的 N 个 样本 xD,x(2)…xCV) 估计 /oa ， 构 造 P+l 阶 尺 ; 

















C2) Ps(OJ = 一 一 ， 面 曲线 ， 找 峰值 位 置 。 
0 RUQ 

















【 例 43-7】x(0D) =exp(jm- 闪 +exp(Ujoun- j07r+wn) 为 一 复 正弦 加 白 噪声 随机 过 程 ， 
v(10) 为 零 均 值 白 噪声 。S/N =10dB 。 


j MVDR 算法 估计 功率 谱 ， Pivvwg (@O) = 





























2 
CR 4 
此 处 取 mw =1.4r ， 可 以 改变 ou 的 值 来 比较 算法 的 性 能 。 程 序 如 下 ; 


sprogram P511 




















O 
































var=sdqrt(1/exp(1.0) )， 


V=Varrx*ranqn(1，1000) ， 


n=1:1000， 

WO=1.4xpi， 

XDn=exp (jx*Ppixn-jxpi)+exp(JjxwOxn-Jx0.7xpI)+V; 
m=-500:500)， 

[zv， 1Lag]=xXCcorr (xny500，"biased'I' ) 7 和 COFT 


R=[z(501)，z(502)vz(503) (504) 7 
(四国 ) 下 (Od(50 人 ) 六 (03J) 7 
zx(499) ,YY(500)vz(501)vz(502) 7 
zx(498)，,z(499) xz(500)vz(501)]， 


[V,D]=eig (R) ， 
V3=[V(1，3)，V(273)，V(3，3)，V(4，3)] .7 
V4=[V(1，4)，V(27，4)，V(3，4)，V(47，4)] .07 
P=0:3)， 

wm=[0:0.002xpi:2xpi]， 
B=[(exp(-])).^ (wm'xPp)]; 

A=B.I'， 

gsP-mVZdT 

Z=A'xinV(R)x*xA; 

2=aQiag(z7) 

Pmv=1./2， 
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PlLot (wm/pPiy pmv) 

XLabel('RAngular frequencyyoO/Pir')， 
ylLabel('"Power Spectrum Magnituqde (qdqB) ')， 
七 itle(” MVDR Spectral ESstimater) 


运行 结果 如 网 43-11 所 示 。 








MYDR Spectral Estirmmate 
下 二 T T T T T T 





Power Spectrum Magnitude dB) 





D 0.2 口 . 寻 D.56 D.8 1 站 -全 1 . 辣 人 下 日 过 
Angular frequency,o ppi 





图 43-11 信号 的 MVDR 功率 谱 估计 
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军 信 条 ”曲线 拟 合 工具 条 


在 实际 工程 应 用 和 科学 实践 中 ， 经 常 需要 寻求 两 个 〈 或 多 个 ) 变量 间 的 关系 ， 而 实际 却 
只 能 测 得 一 些 分 散 的 数据 点 。 针 对 这 些 分 散 的 数据 点 ， 运 用 某 种 拟 合 方法 生成 一 条 连续 的 
线 ， 这 个 过 程 称 为 曲线 拟 合 。 曲 线 拟 合 可 分 为 参数 拟 合 和 非 参 数 拟 合 。 参 数 拟 合 采用 的 是 最 
小 二 乘法 ， 而 非 参数 拟 合 采用 的 是 插值 法 。 













































































第 44 章 ”数据 预 处理 




















在 曲线 拟 合 之 前 必须 对 数据 进行 预 处 理 ， 去 除 界外 值 、 不 定 值 和 重复 值 ， 以 减少 人 为 误 
差 ， 提 高 拟 合 的 精度 。 数 据 预 处 理 的 内 容 包括 两 部 分 ， 即 数据 输入 察看 和 数据 的 预 处 理 。 传 
输 数据 通过 数据 GUI 来 实现 ， 察 看 数据 点 通过 曲线 拟 合 工具 的 散 点 岁 来 实现 。 


44.1 输入 数据 集 


44.1.1 打开 曲线 拟 合 工具 界面 


曲线 拟 合 工 具 界 面 是 一 个 可 视 化 的 图 形 界面 ， 具 有 强大 的 网 形 拟 合 功能 ， 包 括 ; 

G@ 可 视 化 地 展示 一 个 或 多 个 数据 集 ， 并 可 以 用 散 点 图 来 展示 ; 

@ 用 残 差 和 置信 区 间 可 视 化 地 估计 拟 合 结果 的 好 坏 ; 

@@ 通过 其 他 界面 可 以 实现 许多 功能 : 输出 、 察 看 和 平滑 数据 ; 拟 合 数据 、 比 较 拟 合 曲线 
和 数据 集 ， 从 拟 合 曲线 中 排除 特殊 的 数据 点 ; 选 定 区 间 后 ， 可 以 显示 拟 合 曲线 和 数据 集 ， 还 
可 以 做 内 插 法 、 外 推 法 、 微 分 或 积分 拟 合 。 

可 以 通过 cftool 命令 打开 曲线 拟 合 工具 界面 ， 如 图 44-1 所 示 。 








































































































































































































Ele Wiew ITools window Help 
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Data Fitting Exclude Plotting Analysis 
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0.8 
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0.6 

0.5 Select "Data" to begin curve fitting 
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0.2 

0.1 
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
D 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 








图 44-1 曲线 拟 合 工 具 界 夺 
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曲线 拟 合 工具 中 主要 有 5 个 命令 按钮 ， 即 “Data” 按 钮 、 “Fitting” 按 钮 、“Exclude” 按 
钮 `、“Ploting” 按 钮 和 “Analysis” 按 钮 。 其 功能 如 下 : 
“Data” 按 钮 ”可 和 输出、 察看 和 平滑 数据 ; 
“Fitting” 按 钮 ”可 拟 合 数据 、 比 较 拟 合 曲线 和 数据 集 ; 
“Exclude” 按 钮 可 从 拟 合 曲线 中 排除 特殊 的 数据 点 ; 
“Ploting” 按 钮 ”在 选 定 区 间 后 ， 单 击 按钮 ， 可 以 显示 拟 合 曲线 和 数据 旨 
“Analysis” 按 钮 可 以 做 内 揪 法 、 外 推 法、 微分 或 积分 拟 合 。 


44.1.2 输入 数据 集 


在 输入 数据 之 前 ， 数 据 变量 必须 存在 于 MATLAB 的 工作 区 间 。 可 以 通过 load 命令 输入 
变量 。 单 击 曲线 拟 合 工具 界面 中 的 “Data” 按 钮 ， 打 开 “Data” 对 话 框 ， 如 图 44-2 所 示 。 在 
该 对 话 框 中 进行 设置 ， 可 以 输入 数据 。 
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Importworkspace vectors: FPrevievv- 
SelectX andYywvectors ofequal length， 


X Data: none) orasingleY vector 
YData: 《none) 受 
wweights: none) 


Data set name: | 








Data sets: 

















Close | Help | 


图 44-2 “Data” 对 话 框 的 Data Sets 选项 卡 


“Data” 对 话 框 包 括 两 个 选项 卡 :“Data Sets” 选 项 卡 和 “Smooth” 选 项 卡 。 
“Data Sets” 选 项 卡 中 ， 各 选项 的 作用 如 下 : 
@ Import workspace vectors 把 向 量 输入 工作 区 。 要 注意 的 是 变量 必须 具有 相同 的 长 度 ， 
无 穷 大 的 值 和 不 定 值 被 忽略 。 
X data 用 于 选择 预测 数据 。 
Ydata 用 于 选择 X 的 啊 应 数据 。 
Weight 用 于 选择 权重 ， 与 响应 数据 相 联系 的 向 量 ， 如 果 没 选择 ， 则 默认 值 为 1。 
@ Preview 对 所 选 向 量 进行 图 形 化 预览 。 
@ Data setname 设置 数据 集 的 名 称 。 工 具 箱 可 以 随机 产生 惟一 的 文件 名 ， 但 用 户 可 以 重 
命名 ， 通 过 单 击 “Data set name” 按 钮 并 在 打开 的 对 话 框 中 进行 设置 来 实现 。 
@ Data sets 选项 以 列表 的 形式 显示 所 有 拟 合 的 数据 集 。 当 选择 一 个 数据 集 时 ， 可 以 对 它 
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做 如 下 操作 : 

> View 可 以 查看 数据 集 ， 以 图 标 形 式 和 列表 的 形式 ， 可 以 选择 方法 排除 异常 值 ; 

> Rename 重 命名 ; 

> Delete 删 去 数据 组 。 

【 例 44-1】 输入 数据 ， 采 用 MATLAB 自 带 的 文件 census。census 有 两 个 变量 : cdate 和 
pop。 其 中 ，cdat 是 一 个 年 向 量 ， 包 括 1790~1990 年 ， 间 隔 为 10 年 ; pop 是 对 应 年 份 的 美国 人 
同 。 下 面 建立 一 个 M 文件 ; 


oadq census 
cftool (cdqat，PoPp) 


运行 后 产生 如 图 44-3 所 示 的 对 话 框 。 单 击 “Data” 按 钮 ， 显 示 如 图 44-4 所 示 的 对 话 框 。 





IE 





图 44-3 ”census 数据 的 散 点 图 





msn 











图 44-4 ”输入 数据 面板 


在 “X data” 和 “YY data” 两 个 下 拉 式 列表 框 中 选择 变量 名 ， 将 在 “Data” 对 话 框 中 显示 
散 点 图 的 预览 效果 ， 如 图 44-5 所 示 。 

当选 择 “Data sets” 列 表 框 中 的 数据 集 时 ， 单 击 “View” 按 钮 ， 打 开 “View Data Set” 对 
话 框 ， 如 图 44-6 所 示 。 
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[CT -上 口 当 | 


Data Sets ] smooth | 





Importworkspace vectors: FPreviewv- 





XData: [caate =| 
站 Data: Jeop =| 
wweights: none) 


Data setname: Jpop vs. cdate (2) 
Create data set | 





Data sets: 








pop vs. cdate 

















DTEY7 | FETSTTE | DEJIEIE | 








图 44-5 选择 变量 名 存 的 预览 效果 



















FEIKTTCZTFEZ3SWN 和 和 =-(Iz| 
Data set pop vs. cdate 
X: cdate 1790 3.9 全 
Y- pop 











wweights: none) 



























































图 44-6 “View Data Set” 对 话 框 





44.2 ”数据 的 查看 





曲线 拟 合 工具 箱 提供 了 两 种 数据 查看 方式 ， 即 散 点 图 方式 和 工作 表 方式 。 
44.2.1 散 点 图 方式 


输入 数据 时 ， 系 统 会 自动 以 散 点 图 的 方式 显示 数据 的 分 布 情况 。 以 预测 数据 为 了 坐标 ， 
以 响应 数据 为 和 坐标 绘 散 点 图 。 散 点 图 具有 强大 的 功能 ， 它 可 以 观测 整个 数据 的 分 布 趋势 ， 
然后 可 以 根据 该 分 布 趋势 考虑 是 否 需 要 对 数据 进行 预 处 理 ， 以 及 采用 什么 样 的 拟 合 方法 ， 这 
样 有 利于 提高 拟 合 的 准确 性 。 

曲线 拟 合 工具 箱 提供 多 种 方法 编辑 图 形 ， 包 括 利 用 图 44-7 的 “Tool” 主 菜单 、 图 44-8 的 
GUI 工具 条 和 图 44-9 的 右键 快捷 沫 单 等 进行 编辑 。 
。492 。 
















































































上 辐 | 虽 吕 区 人民 
图 44-8 GUI 工具 条 图 44-9 “右键 快捷 菜单 图 44-7 “Tool” 主 菜单 
图 44-10 显示 了 对 拟 合 图 形 进行 编辑 的 效果 。 











图 44-10 ”图形 功 能 的 显示 
44.2.2 ”工作 表 方 式 

工作 表 方 式 如 图 44-11 所 示 , 在 “View Data Set” 对 话 框 中 ,数据 以 电子 表格 的 形式 输出 。 
在 数据 量 比较 小 的 情况 下 , 通过 这 种 方式 ,也 可 以 看 出 一 些 数据 的 分 布 情况 。 在 “View Data Set” 
对 话 框 中 ， 结 合 散 点 图 和 工作 表 两 种 方式 ， 可 以 更 有 效 地 探 察 数据 。 
View Data Set Eli 
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图 44-11 ”察看 数据 集 的 面板 
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44.3 ”数据 的 预 处理 
在 曲线 拟 合 工具 箱 中 ， 数 据 的 预 处 理 方法 主要 包括 平滑 法 、 排 除法 和 区 间 排 除法 等 。 


44.3.1 平滑 数据 

在 处 理 数据 时 ， 数 据 有 时 杂乱 无 章 ， 采 用 一 些 使 图 形 更 平滑 的 算法 ， 可 以 提高 以 后 的 拟 
合 效果 。 曲 线 的 平滑 需 有 具备 两 个 基本 的 假设 条 件 : 预测 数据 和 响应 数据 之 间 本 质 上 是 平滑 的 ; 
1 线 平滑 的 结果 是 得 到 平滑 的 数据 ， 它 应 该 最 能 反映 原始 数据 的 本 质 特 征 。 曲 线 平 滑 的 结果 
是 试图 估计 每 个 响应 数据 的 均值 分 布 。 

注意 : 平滑 数据 后 不 能 用 参数 模型 拟 合 数据 ， 因 为 数据 平滑 假设 误差 是 符合 正 态 分 布 
的 。 

平滑 数据 是 通过 “Smooth” 对 话 框 来 实现 的 。 

打开 曲线 拟 合 工 具 箱 ， 单 击 “Data” 按 钮 ， 打 开 “Data” 对 话 框 ， 在 其 中 选择 “Smooth” 
选项 卡 ， 如 图 44-12 所 示 。 


















































































































































=| 口 x 


Data Sets Smooth | 


Original data set |pop vs. cdate 站 | 
Smoothed data set jpop vs. cdate (Smooth) 


Method Moving Average 下 
Span: 5 


DEUTEE 
Create smoothed data Set | 





Smoothed data sets: 











View | Rename | Delete | Saveto workspace.… | 
Close | Help | 


图 44-12 “Smooth” 选 项 卡 平滑 数据 面板 


在 “Smooth” 选 项 卡 中 各 选项 的 功能 如 下 : 

e@ Original data set 用 于 挑选 需要 拟 合 的 数据 集 。 

@ Smoothed data set 平滑 数据 的 名 称 。 

@ Method 用 于 选择 平滑 数据 的 方法 , 每 一 个 响应 数据 用 通过 特殊 的 曲线 平滑 方法 所 计算 
的 结果 来 取代 。 平 滑 数据 的 方法 包括 ; 

> Moving average 用 移动 平均 值 进行 替换 ; 

> Lowess 局 部 加 权 散 点 图 平滑 数据 ， 采 用 线性 最 小 二 乘法 和 一 阶 多 项 式 拟 合 得 到 的 数 
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据 进行 蔡 换 ; 
> Loess 局 部 加 权 散 点 图 平滑 数据 ,采用 线性 最 小 二 乘法 和 二 阶 多 项 式 拟 合 得 到 的 数据 






























































进行 替换 ; 

> Savitzky-Golay ”采用 未 加 权 的 线性 最 小 二 乘法 过 滤 数 据 ， 利 用 指定 阶 数 的 多 项 式 得 到 
的 数据 进行 蔡 换 ; 

> Span 用 于 进行 平滑 计算 的 数据 点 的 数目 ; 





> Degree 用 于 Savitzky-Golay 方法 拟 合 多 项 式 的 阶 数 。 
@ Smoothed data sets 对 于 所 有 平滑 数据 集 进 行列 表 。 可 以 增加 平滑 数据 集 ， 通 过 单 击 
“Create smoothed data set” 按 钮 ， 可 以 创建 丝 过 平滑 的 数据 集 。 
@ View 按钮 打开 碍 看 数据 集 的 GUI， 以 散 点 图 方式 和 工作 表 方 式 查 看 数据 ， 可 以 选择 
排除 寞 营 值 的 方法 。 
e@ Rename 用 于 重 命 名 。 
e@ Delete 可 删 去 数据 组 。 
@ Save to workspace 保存 数据 集 。 
【 例 44-2】 用 各 种 方法 平滑 数据 并 以 图 形 形 式 输出 。 
x=[1234568]) 
y=[93 875 .64 3]， 


也 荆 c 七 ( 雪 7 立 ) 3 
Cftool (XrYy) 


结果 如 图 44-13 所 示 。 

图 44-13 显示 了 7 种 平滑 曲线 图 ， 分 别 采用 了 不 同 的 平滑 方法 ， 不 同方 法 的 平滑 结果 相 
差 较 大 ， 根 据 需 要 读者 可 以 选择 所 需 的 平滑 结果 。 
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Pile 丰 ew ITools 迪 indow Help 


| 盏 | 外 吕 区 | 尾 皮 


Data... | Fitting.… | Exclude.… | Plotting.… | 凸 nalysis.… | 












































































































































一 | 一 站 VE:X 

- 合 - YYvs.X moving average)] 
一 一 了 YS.X (lowess) 

-会 - YYs.x Iloess) 

一 台 - YYvs. X (savitzky-golary) 


7 YYvs.x (robust Ilowess) 
下- YYSs. x [robust loess) 








图 44-13 ”数据 拟 合 图 形 
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44.3.2 ”排除 法 和 区 间 排 除法 


1 线 拟 合 工具 箱 提 供 了 两 种 排除 数据 的 方法 : 排除 法 和 区 间 排 除法 。 排 除法 是 对 数据 中 
的 异常 值 进行 排除 。 区 间 排 除法 是 采用 一 定 的 区 间 去 排除 那些 由 于 系统 误差 导致 信 离 正常 值 
的 异常 值 。 

排除 数据 用 “Exclude” 对 话 框 来 实现 ， 在 曲线 拟 合 工具 中 单 击 “Exclude” 按 钮 ， 可 以 打 
开 “Exclude” 对 话 框 ， 如 图 44-14 所 示 。 


PETTISS -oox 
Exclusion rule name: | Existing exclusion rules: 


FExclude Points 










































































Select data Set [mone) 了 | EXDJUTIEIOTSPDHMTTSII 
Checkto exclude boint: 


| naex | 攻 | Y | 


FExclude Sections 


ExcludeX [= 了 || ExcludeX = =|| 
ExcludeY [= 了 |]| ExcludeY = =|| 
| 


Create exXclusion rule 









































图 44-14 “Exclude” 对 话 框 





Exclusion rule name 指定 分 离 规则 的 名 称 。 
Existing exclusion rules 列表 产生 的 文件 名 ， 当 你 选择 一 个 文件 名 时 ， 可 以 进行 如 下 操 




















作 : 





Copy 复制 分 离 规则 的 文件 ; 
Rename 重 命 名 ; 
Relete 删 去 一 个 文件 ; 
View 以 图 形 的 形式 展示 分 离 规则 的 文件 。 
Select data set “挑选 需要 操作 的 数据 集 。 
Exclude graphically ”人 允许 你 以 图 形 的 形式 去 除 蜡 常 值 ， 排 除 个 别 的 点 用 “多 ”标记 。 
Check to exclude point “挑选 个 别 的 点 进行 排除 ， 可 以 通过 在 数据 表 中 打 勾 来 选择 要 排 
除 的 数据 。 
@ Exclude Sections 选 定 区 域 排除 数据 。 包 括 ; 
> ExcludeX 选择 预测 数据 X 要 排除 的 数据 范围 ; 
> ExcludeY 选择 响应 数据 Y 要 排除 的 数据 范围 。 


44.3.3 ”其 他 数据 预 处 理 方 法 
其 他 的 预 处理 方 法 不 便 通 过 曲线 拟 合 工具 箱 来 完成 ， 主 要 包括 两 部 分 ， 响 应 数据 的 转换 








@@ Tv Tv Tv YY 
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和 去 除 无 穷 大 、 缺 失 值 和 异常 值 。 
响应 数据 的 转换 一 般 包 括 对 数 转换 、 指 数 转换 例如 y, 六 等 等 ， 用 这 些 转换 可 以 使 非 线 
形 的 模型 线性 化 ， 便 于 曲线 拟 合 。 变 量 的 转换 一 般 在 命令 行 里 实现 ， 然 后 把 转换 后 的 数据 输 
入 曲线 拟 合 工具 箱 ， 进 行 拟 合 。 
尽管 无 穷 大 、 不 定 值 在 曲线 拟 合 中 可 以 忽略 ， 但 如 果 想 把 它们 从 数据 集中 删除 ， 可 以 用 
isinf 和 isnan 置换 无 穷 大 值 和 缺失 值 。 
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第 45 章 曲线 拟 合 


MATILAB 提供 了 两 种 方法 进行 曲线 拟 合 。 一 种 是 以 函数 的 形式 ， 使 用 命令 对 数据 进行 拟 
合 。 这 种 方法 比较 繁琐 ， 需 要 对 拟 合 函 数 有 比较 好 的 了 解 。 另 外 一 种 是 用 图 形 窗 口 进行 操作 ， 
简便 、 快 速 ， 可 操作 性 强 的 优点 。MATILAB 提供 了 两 种 图 形 窗 口 ， 一 种 是 基本 的 拟 合 界 
面 ， 另 一 种 是 曲线 拟 合 工具 。 基 本 拟 合 界 面 操作 简单 ， 可 以 做 较为 简单 的 曲线 拟 合 ， 而 曲线 
拟 合 工具 功能 强大 ， 适 用 于 各 种 复杂 模型 的 曲线 拟 合 。 


45.1 ”有关 函 数 介 绍 
45.1.1 多 项 式 拟 合 函数 


1.， Polyfit 函数 
利用 该 函数 进行 多 项 式 曲线 拟 合 ， 其 调用 格式 为 : 
e@ p = polyfit(x, y nD) 用 最 小 二 乘法 对 数据 进行 拟 合 ， 返 回 n 次 多 项 式 的 系数 ， 并 用 降序 排 
列 的 向 量 表示 ， 长 度 为 n+1。 
PC =PIX2+ PXI+P3X + … +PX+P 


@ [p,S] = polyfit(x, yo 返回 多 项 式 系数 向 量 p 和 和 拖 阵 S。$S 与 polyval 函数 一 起 用 时 ,可 
以 得 到 预测 值 的 误差 估计 。 阁 数据 y 的 误差 服 以 方差 为 常数 的 独立 正 态 分 布 ， 则 polyval 函数 
将 生成 一 个 误差 范围 ， 其 中 包含 至 少 50% 的 预测 值 。 

e@ [P，S, mu] = polyfit(x,，y m 返 回 多 项 式 的 系数 ，mnu 是 一 个 二 维 向 量 [n， nu ]，hi 三 
mean(x)， hs =stdCXx)， 对 数据 进行 预 处 理 x=(X-=- hi)Vhs 。 













































































































































































































































































2.，Polyval 函数 

利用 该 函数 进行 多 项 式 曲线 拟 合 评价 ， 其 调用 格式 为 : 

@ y=polyval(p, zx 返回 na 阶 多 项 式 在 x 处 的 值 , x 可 以 是 一 个 矩阵 或 者 是 一 个 向 量 ， 向 量 
p 是 n+l 个 以 降序 排列 的 多 项 式 的 系数 。 即 


PCx) = PIX"+ PXI+P3X + … +PX+P 
















































































e@ y=polyvalp, x, [],mu) 用 好 Cx- ui)7vh 代替 x, 其 中 心 三 mean(x)，h; =stdox)。mu=[ui， 
岂 ]， 通 过 这 样 处 理 数 据 ， 使 数据 合理 化 。 
@ [y, delta] = polyval(p, x, S) 和 [y, delta]l = polyval(p, x, S, mu) 产 生 置 信 区 间 y 土 delta。 如 
果 误 差 结 果 服从 标准 正 态 分 布 ， 则 实测 数据 落 在 y 土 delta 区 间 内 的 概率 至 少 为 50% 。 
【 例 45-1】 民 据 下 面 给 定 的 数据 进行 多 项 式 拟 合 。 
X=[0 0.0385 0.0963 0.1925 0.2888 0.385]:; 
y=[0.042 0.104 0.186 0.338 0.479 0.612]; 


[p,s]=(Polyfit (xyr5)); 
[Pv Srmu|]= (POLYf it (Xv Yr 5) ) 
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则 结果 为 


020193 “901140 =0.0430 0.0073 0.2449 0.2961 


吕 
中 


R: [6x6 qdqouble |] 
站 人 0 
normr: 1.2039e-016 


则 拟 合 的 多 项 式 为 
P = 0.0193X5_- 0.0110X4_0.043X3+ 0.0073X2+ 0.2449X + 0.2961 
自由 度 为 0， 标准 偏差 为 : 1.2039e-016。 
【 例 4$-2】 根据 表 4$-1 中 的 数据 进行 4 阶 多 项 式 拟 合 。 
表 45-1 数据 表 





















































在 命令 窗口 键入 ; 
x=-[ 1345678910]，; 
y=[105421123 4] 
[Ps]=polyfit (xyr4) 1; 
yl1=PolyVvalL (PvX) ; 
答 @ 汪 二 (县 天 可 @ 7 关 有 7 六 下 7 有 ==“) 
拟 合 结果 如 图 45$-1 所 示 。 
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SN 
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六 
相 
SN 本 
NS 2- 一 
ss 2 
RS 
村 二 言 锚 二 10 











图 45-1 ”最 小 二 乘法 拟 合 曲线 图 


【 例 4$-3】 计算 多 项 式 PoO=3xH2x+l 在 地 5,7,9 上 的 值 。 
在 命令 窗口 键入 : 


DPD= [32 1]; 
Polyval(pv [2 7 93]) 


四 > 
结果 为 : 














ans 三 
86 162 262 


45.1.2 ”其 他 函数 


其 他 函数 包括 进行 数据 处 理 的 函数 、 提 供 帮 助 信息 的 函数 和 设置 模型 的 函数 等 。 
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的 功能 如 表 45-2 所 示 。 读 者 若 要 具体 了 解 各 函数 的 功能 ， 可 以 参见 帮助 文档 。 


表 45-2 ”数据 拟 合 函数 表 

















































































































































































































cfit 产生 拟 合 的 目标 

fit 库 模 型 、 自 定义 模型 、 平 滑 样 条 或 内 插 方法 来 拟 合 数据 
fitoptions 产生 或 修改 拟 合 选项 

fittype 产生 目标 的 拟 合 形式 

cflibhelp 显示 一 些 信 息 ， 包 括 库 横 型 、 三 次 样 条 和 内 插 方法 等 
disp 显示 曲线 拟 合 工具 的 信息 

get 返回 拟 合 曲线 的 属性 

Set 对 于 拟 合 曲线 显示 属性 值 

excludedata 指定 不 参与 拟 合 的 数据 

Smooth 平滑 啊 应 数据 

confint 计算 拟 合 系数 估计 值 的 置信 区 间 边 界 

differentiate 对 于 拟 合 结果 求 微分 

integrate 对 于 拟 合 结果 求 积 分 

Predint 对 于 新 的 观察 量 计算 预测 区 间 的 边界 

cftool 打开 曲线 拟 合 工具 

datastates 返回 数据 的 描述 统计 量 

feval 估计 一 个 拟 合 结果 或 拟 合 类 型 

polt 画 出 数据 点 、 拟 合 线 、 预 测 区 间 、 有 异常 值 点 和 残 差 








45.2 ”曲线 的 参数 拟 合 


具体 进行 曲线 拟 合 时 ， 需 要 首先 应 用 图 44-2 所 示 的 “Data” 对 话 框 指定 要 分 析 的 数据 ， 
然后 在 图 44-1 所 示 的 “Curve Fitting Tool” 对 话 框 中 单 击 “Fitting” 按 钮 ， 打 开 “Fitting” 对 


话 框 ， 如 名 
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45-2 所 示 。 在 该 对 话 框 中 进行 设置 ， 可 以 实现 曲线 拟 合 。 
FIITITIN -区 





Fit Editor 


New 全 | Copy 俩 | 


FitName: it1 
Data set vs. X 司 Exclusion rule: [oone =|] 
Type of 例 : [weibu = 了] 厂 Center and scale X data 

















Fit options.… | 三 Immediate apply CE3a7cEl | apply | 


Results 





| 
|Press “Apply”to sayve the changes to the fit. 


Table of Fits 





Name Data set Type SSE R-square 


Delete 全 | Save to workspace.… | Table options.… | 
so | 


图 4$5-2 “Fitting” 对 话 相 





THI 





“Fitting” 对 话 框 包括 两 个 面板 : “Fit Editor” 面 板 和 “Table of Fits” 面 板 。 

GO Fit Editor 选择 拟 合 的 文件 名 、 数 据 集 ， 选 择 排除 数据 的 文件 ， 比 较 数 据 拟 合 的 各 种 
方法 ， 包 括 库 函 数 、 自 定义 的 拟 合 模型 和 拟 合 参数 的 选择 。 

@) Table of Fits 同时 列 出 所 有 的 拟 合 结果 。 

下 面 对 上 述 两 个 面板 分 别 进行 详细 描述 ; 

@ “New fit” 和 “Copy fit” 按 钮 ”开始 进行 曲线 拟 合 时 ， 单 击 “New fit” 按 钮 ， 它 采用 
默认 的 线性 多 项 式 拟 合 数据 。 在 原 有 的 拟 合 形式 上 , 选择 不 同 的 曲线 拟 合 方法 ， 可 以 用 “Copy 
fit” 按 钮 。 

@ Fit name 选项 为 当前 拟 合 曲线 的 名 字 。 单 击 “New fit” 按 钮 时 系统 会 产生 默认 的 文件 
名 。 






































































































































Data set 选项 为 当前 的 数据 集 。 
Exclusion rule 排除 异常 值 的 文件 名 ， 在 数据 预 处 理 前 建立 的 文件 名 。 
Center and scale X data 可 对 预测 数据 进行 中 心 化 和 离散 化 处 理 。 
Type of fit， 拟 合 的 类 型 ， 包 括 参 数 拟 合 和 非 参数 拟 合 两 种 。 具 体 包括 : 
Custom Equations “” 自 定义 拟 合 的 线性 或 非 线性 方程 ; 
New equation ”使 用 “Custom Equations” 按 钮 前 ， 必 须 先 单 击 “New equation ”按钮 选 
择 合 适 的 方程 ; 
Exponential ”指数 拟 合 包 括 两 种 形式 : 
Vy=atexp(b#+X)， 













































































Y 








Y 
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Vy= akeXp(bY+X)+CcxeXxp(dYxX); 
Fourier ”傅立叶 拟 合 ， 正 弱 与 余弦 之 和 《 共 8 个 多 项 式 ): 


ao 二 alCOS(X#wW)+b1lsin(Xxkw) 




















Y 


30 十 1 类 COS(X#W)T+Tb1sin(X#kwW) 二 aoxCcOS(2X#kW)+Tb2Sin(2X*kw) 


a0 十 1 类 COS(X#kW)+Tb1Ssin(XkwW)…agkcoS(8X#kwW)T+TbgSin(8X*+kw) 
Gaussian ”高 斯 法 ， 包 括 8 个 公式 : 
alxexp(-((X-bl)/cl)^2) 





Y 


alxexp(-((X-b1)/c1)^2)……as#eXp(-((X-bs)/cs)^2) 
Interpolant ”内 插 法 ， 包 括 线性 内 插 、 最 近邻 内 插 、 三 次 样 条 内 搬 和 shape-preserving 
内 插 ; 
Polynomial 多 项 式 ， 从 一 阶 至 九 阶 ; 
Rational 有 理 拟 合 ， 两 个 多 项 式 之 比 ， 分 子 与 分 母 都 是 多 项 式 ; 
至 DPIX 十 Dox 十 … 十 PHl 


攻 
XXX 二 二 0 


Power 指数 拟 合 ， 包 括 两 种 形式 : y=ax#xAb;  。 y=a#x^b+c; 

Smoothing spline 平滑 样 条 拟 合 ， 默 认 的 平滑 参数 由 拟 合 的 数据 集 来 决定 ， 参 数 是 0 
产生 一 个 分 段 的 线形 多 项 式 拟 合 ， 参 数 是 1 产生 一 个 分 段 三 次 多 项 式 拟 合 ; 

Sum of Sin Functions ” 正 弱 函数 的 和 ， 采 用 以 下 8 个 公式 ; 


alxsin(b1#x+cl) 











Y 





Y 





Y 











Y 





Y 

















Y 


"3501。 


al1#xSin(b1#*X+Cc1) 十 … 十 a8*#+Ssin(b8#Xx+c8) 


> Weibull ”两 个 参数 的 Weibull 分 布 ， 


表达 式 如 下 : 


Y=a#b+X^A(b-1)#xexp(-axX^b) 


区 
Method: MNonlinearLeastSoquares 
Robus 品 放 有 
algorithm : [rustRegoon 本 


DifwinChange: | 1.0E-8 





MaxFUnEvals: 600 
则 axlter 400 
TolFun: | 1.0E-6 
ToIX: | 1.0E-6 
unknownas| StartPoint| Lower Upper | 
忆 0.950 0 Inf| 
b 0.231 中 In 

















图 45-3 “Fit Options for weibull” 对 话 框 


4 有 R = 


97 = 


尺 -Square = 





@ Fit options 包括 一 些 拟 合 方法 ， 如 线性 拟 
合 、 非 线性 拟 合 ， 以 及 其 他 选项 ， 如 图 45-3 所 示 。 

“Apply” 和 “Immediate apply” 按 钮 : 单 击 
“Apply ”按钮 ， 采 用 上 述 所 选 各 种 方法 进行 拟 合 ; 
单 击 “Immediate apply” 按 钮 ， 在 选择 一 个 拟 合 形 
式 后 立即 输出 结果 并 存储 。 

@ Results 罗列 进行 拟 合 的 各 种 参数 ， 包 括 拟 
合 的 形式 、 置 信 区 间 大 于 95% 时 的 相关 系数 以 及 
显示 拟 合 效果 好 坏 的 各 种 参数 ， 包 括 ; 

> SSFE-sum of squares due to error ”误差 平方 

和 ， 越 接近 于 0 曲线 的 拟 合 效果 越 好 。 
SSE= 了 了 凤 也 二 苛 ? 
i=1 

R-Square-SSR 与 SS7 的 比值 ，SSR 与 SS7 的 定 

六 网 ( 人 一刀 


1i=1 





























了 有 到 - 玉 ? 
| 


SSR _ | SSE 
SST SS7 


R-Square 的 取 值 是 0~1， 数 值 越 接近 1， 曲 线 的 拟 合 效果 越 好 。 
> Degree of Freedom Adjusted R-Square ”调整 自由 度 以 后 的 残 差 的 平方 , 自由 度 为 响应 数 


据 的 个 数 n 减 去 被 拟 合 的 相关 系数 的 个 数 m， 即 























V=D 一 ID 














Adjusted R-Square 的 数值 越 接 近 1， 
































1 线 的 拟 合 效 果 越 好 。 





> Root Mean Square Error 根 的 均 方 误差 ， 由 了 RMSE 表示 : 


RMSE=S=VMSE 
ASE _ 5 
V 








MSE 越 接近 0， 曲 线 的 拟 合 效果 越 好 。 











> Table offits 拟 合 曲线 的 列表 ， 可 以 对 每 个 列表 作 如 下 操作 ; 

















Delete fit 删除 所 选 的 拟 合 曲线 ; 





Save to workspace 可 以 储存 所 有 的 拟 合 信息 ; 





Table options ”选择 与 拟 合 相 联系 的 信息 。 
【 例 4S-4】 三 次 多 项 式 和 五 次 多 项 式 拟 合 下 列 数据 ， 并 比较 两 种 拟 合 的 效果 。 
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zandq(" state'"， 0) 

二 芝 SO] 

全 二 省 255 二 05 下 3 三 0 了] 元 

yY= cl(1l) +c(2)xx + c(3)x*xx.^2 + cl(4)xx.^3 + (randq(size(Xx) )-0.5) 
Cftool (X，Y) ; 


建立 一 个 M 文件 ， 运 行 上 述 文件 ， 打 开 曲 线 拟 合 工具 ， 在 数据 栏 里 挑选 数据 ， 如 图 45-4 
所 示 。 


| -Fitting 


Polynomial | 


WILLE] 

4th degree polynomial 
5th degree bpolynomial 
fth degree polynomial 





Linear model Foly3: 
上 fx] = plyx“3 + p2kx “2 + p3kx 二 P4 








图 45-4 “Fitting” 对 话 框 


拟 合 的 图 形 如 图 45-$ 所 示 。 


ETHITTTITII 








图 45-5 ” 拟 合 结果 图 
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图 45-5 中 ，fitl 曲线 对 应 三 次 多 项 式 的 拟 合 结果 和 预测 区 间 。fit5 曲线 对 应 五 次 多 项 式 的 
拟 合 结果 和 预测 区 间 。 由 图 可 知 三 次 多 项 式 的 拟 合 效果 最 好 ， 五 次 多 项 式 的 预测 区 间 较 宽 ， 
效果 不 好 ，p4, p5, p6 的 预测 区 间 均 较 宽 。 这 一 点 ， 从 拟 合 结果 的 参数 也 可 看 出 ， 如 图 45-6 和 
图 45-7 所 示 。 





Results 
Linear model Foly3: 

E(x)] = plyx“3 + p2yx “2 + p3kx + p4 
Coefficients (with 95% confidence bounds)] : 





pl = -0.09837 (0. 1095，-0.08729) 
p2 = 1.275 (113，1.437) 

53 = -0.4351 (1.092，0.2222) 
p4 = 2.56 (4.787，3.332) 








Delete 信 | Save to workspace.… | Table options.… | 
图 45-6 三 次 多 项 式 的 拟 合 结果 


4th degree polynormial 








IUD[TEITALTUIE]| 








6th degree polynormmial 


一 
Fitoptions.… | 三 Immediate apply ES375E[ | 孙 可 可 序 | 














Results 
pl = 0.001389 (0. 003589，0. 006367) 演 
pB2 = -0.03441 “CC0. 1601，0. 09125) 
p3 = 0.1934 “(-0.9131，1.3) 
p4 = 0.2733 “(-3.856，4. 402) 
p5 = 1.013 “(-5.785，7.811) 
p6 = 1.835 “人 -2.167，5.837) 本 








国 厂 下 下 放 本 和 下 和 本 本 丰 下 汪 宛 | 机 到 
Close | Help | 


图 45-7 ”五 次 多 项 式 的 拟 合 结果 


【 例 4S-S】 下 面 用 有 理 拟 合 方法 拟 合 数据 hahnl1.m。hahnl.m 由 MATLAB 自 带 ， 描 述 
铜 的 热膨胀 与 热力 学 温度 的 相关 性 ， 包 括 两 个 向 量 tep 与 thermex。 
oadq hahnl 
Cftool (temp，， 七 nermex) 
输入 数据 ， 打 开 曲 线 拟 合 工具 对 话 框 ， 如 图 45-8 所 示 。 
ET -5 
[人 区 


Data | Fiting | Exclude Ploting - | Analysis 





















































T T T T T T T T 

* thermex vs. temp ] 

20 上 名 四 

二 疏 
se 
op 0 
15 上 区 ] 
厂 
7 
二 
10 上 乡 
了 
2 
芝 
四 四 二 
妊 
提 
间 
司 四 ] 
1 1 1 1 1 1 1 1 
100 200 300 400 500 5600 700 800 











图 45-8 ”曲线 拟 合 工具 界 二 
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单 击 “Fitting” 按 钮 ， 选 择 曲 线 拟 合 类 型 “Rational”， 先 选择 分 子 、 分 母 均 为 二 次 多 项 式 ， 
比较 拟 合 效果 ， 如 图 45-9、45-10 所 示 。 
| 


ee 


quadratic polynomial 了 | iinear polynomial 
cubic polynomial 
4th degree polynomial 


二 ED 


豆 
上 djusted R-square: 0.9956 











图 4$-10 ” 拟 合 结果 


二 次 多 项 式 拟 合 的 结果 明显 地 遗漏 了 最 小 值 和 大 量 的 预测 数据 。 此 外 ， 从 残 差 点 的 分 布 
还 看 得 见 明 显 的 线形 特征 ， 这 说 明 还 存在 更 好 的 拟 合 模型 。 
选择 分 子 与 分 母 都 是 三 次 多 项 式 的 方程 进行 拟 合 ， 结 果 如 图 45-11 所 示 。 


“505。 





上 一 一 | 
* thermex vs. temp 
= 人 | 

---- Pred bnds ( 作 4 


JE 








图 45-11 拟 合 结果 


从 图 45-11 中 可 以 看 出 , 采用 这 种 模型 得 到 的 拟 合 曲线 上 有 几 个 断 点 。 它 们 是 因为 分 母 为 
零 时 函数 溢出 造成 的 。 所 以 这 个 模型 也 不 够 好 。 
下 面 运用 分 子 是 三 次 多 项 式 ， 分 母 是 二 次 多 项 式 的 方程 进行 拟 合 ， 效 果 如 图 45-12 所 示 。 
拟 合 效果 很 好 ， 拟 合 曲线 充分 体现 了 整个 数据 ， 残 差 随 机 分 布 在 0 附近 ， 可 以 选择 。 
-curve Fitting Tool -一 6 本 














图 45-12” 拟 合 结果 图 


45.3 ” 非 参 数 拟 合 





有 时 我 们 对 拟 合 参数 的 提取 或 解释 不 感 兴趣 ， 只 想得到 一 个 平滑 的 通过 各 数据 点 的 曲线 ， 
“506。 








这 种 拟 合 曲线 的 形式 称 之 为 非 参数 拟 合 。 非 参数 拟 合 的 方法 包括 内 可 





插值 法 和 平滑 样 条 〈Smoothing spline 
内 插 法 是 在 已 知 数据 点 之 间 估 计 























法 





) 内 插 法 。 
数值 的 过 程 ， 


表 45-3 ”内 插 方 法 
描述 





包括 如 表 45-3 所 示 的 方法 。 














线 


linear 


性 内 插 ， 在 每 











一 队 数据 之 间 用 不 同 











的 线性 多 项 式 拟 合 





Nearest neighbor 最 


近邻 内 插 ， 内 插 点 在 最 相 邻 





的 数 











居 点 之 间 





Cubic spline 


三 次 样 条 内 插 ， 在 每 一 队 数 








不 同 的 三 次 多 项 式 拟 合 





所 之 间 








Shape-preserving 





平滑 样 条 内 搬 法 是 对 杂乱 无 章 的 数据 进行 平滑 处 理 




















分 段 三 次 艾 尔 米 特 内 





插 (PCHIP) 














世 








四 





经 介 乡 








清 的 方法 在 数据 的 预 处 理 中 











o 








【 例 45-6】 
合法 。 

建立 一 个 M 文件 ， 打 开 
结果 如 图 45-13 所 示 。 


1oadq catrbon12a1lP 
cftool (counts，， angl 



































中 己 
e) 


Curve Fitting Tool 


Eile Wiew Toolks Window Help 





可 以 用 平滑 数据 的 方法 来 拟 合 








用 内 搬 法 拟 合 carbon12alpha.mat 数据 ， 包 括 最 近邻 内 搬 法 和 PCHIP 内 插 拟 








辐 加 局 

















| 妥 | 记忆 区 | 因 皮 








Data.… Fitting Exclude.… Ploting.… Analysis 











T T T 








T T 
* counts vs. angle 
代 3 











图 45-13 ”两 种 拟 合 结果 图 


























图 45-13 中 的 fita 曲线 是 运用 























拟 合法 得 到 的 拟 合 
得 出 一 个 像 阶梯 状 的 
【 例 45-7】 
randq('"state'v0)， 
X = (4xpi)y 

Y Sin(X) 


寺 果 如 图 45-14 和 






































2 (瑟瑟 可 


十 








AS 


线 。 两 种 方法 差别 较 大 
图 形 。 如 果 不 考 虑 曲线 的 物 至 
j 三 次 样 条 内 插 和 集中 平滑 样 条 


图 45-15 所 示 ， 









































吕 了 工 -至 iQ( 业 72257)， 


(Size(X) ) 一 .5); 








， 具 有 不 同 的 用 途 。fit3 


























F 述 参数 不 能 指示 内 插 拟 合 的 好 坏 。 


《Interpolants ) 法 ， 或 称 


MTZ 
? 





1 线 拟 合 对 话 框 ， 分 别 选择 最 近邻 内 插 法 和 PCHIP 内 插 法 ， 拟 合 


最 近邻 内 插 法 得 到 的 拟 合 曲线 , fit4 曲线 是 运用 PCHIP 内 插 
1 线 没有 沿 着 数据 点 拟 合 ， 
意义 ， 则 拟 合 结果 应 考虑 fit4 曲线 。 

内 插 法 拟 合 下 列 数据 。 
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Fit Editor 


New 全 | Copy 全 


FitName: fit1 


Data set: vs. XX 了] Exclusion rule: [oo 了] 
Type of 货 jnterpolant 了] 厂 Centerand scale 其 .… 


Interpolant 








linear 学 
nearestneighbor 








shape-preserving 下 








图 4$-14 ”三 次 样 条 内 插 的 选择 





Results 





Cubiece spline interpolant : 全 
Efx)] = piecewise polyromial computed from p 
[Coefficients: 


p = coefficient structure 


Goodress of fit: 
SSE: 2. 359e-033 


1 下 





愉 -somamra- 











图 45-15 三 次 样 条 内 插 的 拟 合 结果 


下 面 用 默认 的 平 请 参数 P 和 给 定 的 平滑 参数 0.5 分 别 进行 平滑 内 插 拟 合 ， 图 45-16 和 图 
45-17 为 默认 条 件 下 的 设置 界面 和 拟 合 结果 。 图 45-18 显示 了 平 请 参数 为 默认 设置 和 为 0.5 时 
对 应 的 拟 合 曲线 。 


























Fit Editor 
New 佛 Copy 信 
FitName: 人 讲 2 


Data s 时 [vs. X 了 | Exclusion rule: jnone) 区 
Type of 例 ' [Smoothing Spbline 了 | 厂 Center and scaleX data 


Smoothing Spline- 
Smoothing Parameter' 





会 Default 








= | 





图 45-16 ”默认 条 件 下 的 拟 合 设置 界面 


Results 
Smoothlng spllne' 





ffx) = piecewise polymnomi 人 leomputed from p 
Smoothing parameter: 
pB = 0.99919036 


Coodness of fat: 
SSE: 0.003493 
R-square: 0.9997 
Adjusted Rsquare: 0.9989 











图 45-17 ”默认 条 件 下 的 拟 合 结果 
。308。 





CuUrVve Fitting Iool 
Rile 王 ew Tools 由 indow Help 


灸 | 岂 另 谍 | 尽 此 


Data.… Fitting.… Exclude.… Plotting.… 生 nalysis 


T T 
和 
Re 作 | 
人 
ee 化 















































图 45-18 三 种 拟 合 方法 的 拟 合 结果 图 


曲线 的 平滑 级 别 用 图 45-16 中 的 “Smoothing Parameter” 选 项 给 定 。 默 认 的 平滑 参数 值 与 
数据 集 有 关 ， 并 在 单 击 “Apply” 按 钮 以 后 由 工具 箱 自 动 计 算 。 对 于 本 数据 集 ， 默 认 的 平滑 参 
数值 接近 于 1， 表 示 平 滑 样 条 接近 于 三 次 样 条 ,并且 几乎 正好 穿 过 每 个 数据 点 。 如 果 不 想 使 用 
默认 拟 合 参数 生成 的 平滑 级 别 ， 可 以 自己 指定 一 个 0 和 工 之 间 的 值 。 值 为 0 时 ， 生 成 一 个 分 
段 线性 多 项 式 的 拟 合 ; 值 为 1 时 ， 生 成 一 个 分 段 三 次 多 项 式 的 拟 合 ， 它 穿 过 所 有 的 数据 点 。 

图 45-18 对 平滑 参数 不 同时 的 几 个 拟 合 结果 进行 了 比较 。 其 中 ，fitl 曲线 是 三 次 样 条 内 插 
拟 合 结果 图 ，fit2 曲线 是 在 默认 的 平滑 参数 下 的 平滑 样 条 内 插 拟 合 结果 ，fit3 曲线 是 在 平滑 参 
数 为 0.5 时 的 平滑 样 条 内 插 拟 合 结果 。 在 默认 的 平滑 参数 下 ， 拟 合 结果 最 好 ， 平 滑 参数 设置 为 
0.5 时 ， 拟 合 结果 最 差 。 


45.4 基本 的 拟 合 界面 




























































































































































































MATLAB 除了 提供 上 述 拟 合 的 工具 箱 以 外 ， 还 提供 了 一 个 方便 简洁 的 拟 合 界面 。 它 共有 
拟 合 快速 ， 操 作 简便 的 优势 ， 但 拟 合 方法 较 少 。 
该 界面 具有 如 下 功能 。 
e 数据 的 拟 合 可 以 通过 内 插 法 、 分 段 三 次 艾 尔 米内 插 〈PCHIP) 或 者 是 1 到 10 阶 的 多 项 
式 实现 。 
利用 一 组 数据 可 以 同时 做 多 个 拟 合 曲线 。 
可 以 绘制 残 关 图 。 
可 以 检查 拟 合 结果 。 
可 以 进行 拟 合 曲线 的 估计 。 
可 用 拟 合 结果 和 标准 参差 来 注释 。 
可 以 保存 拟 合 曲线 和 计算 结果 。 
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用 户 可 以 把 该 界面 与 命令 函数 结合 起 来 应 用 。 
按照 下 面 的 步骤 打开 曲线 拟 合 界 面 。 


(1) 导入 数据 。 





























(2) 在 Tools 菜单 中 单 击 Basic Fitting 菜单 选项 。 


(3) 双击 之 按钮。 打开 的 | 














1 线 拟 合 界面 “Basic Fitting” 对 话 框 ， 如 图 45-19 所 示 。 





Basic Fitting - 1 


Select data: |data 1 了 


厂 Center and scaleXdata 
FPlotflts 









厂 spline interpolant 
厂 shape-preserving interp 
万 linear 
厂 quadratic 
证 cubic 

厂 4th degree polynomial 


厂 5th degree ee 
1 上 


厂 Show equations 


Significant digits: | 2 双 


厂 Plotresiduals 


Barplot 了 | 
Subplot 国 


厂 Show norm ofresiduals 








Checkto display fits on figure 








FTNumerical results 
Fi 图 
Coeficients and norm ofresiduals 
FFindY=fo 
Entervalue(s) or avalid 


MATLAB expression such 
asX,1:210or[1019] 


| Ey3105f 











让 PiE 



































图 45-19 ”基本 的 拟 合 界 
“Basic Fitting” 对 话 框 中 各 选项 的 功能 包括 : 





话 杠 








下 “Basic Fitting” 对 











“Select data” 下 拉 式 列表 框 。 在 该 列表 框 中 挑选 所 要 拟 合 的 数据 ， 一 次 只 能 选择 一 组 数 

















据 ， 但 在 一 纪 


昌 数 据 里 可 以 同时 拟 合 多 条 曲线 。 可 以 用 “Plot Editor” 改 变数 据 的 名 称 。 























“Center and scale x data” 单 选 枉 ， 可 对 数据 进行 中 心 化 和 离散 化 ， 数 据 经 过 处 理 后 可 以 








提高 计算 ; 准 和 














的 | 
日 











“Plot fits” 方 框 用 于 拟 合 赂 形 。 在 当前 的 数据 下 ， 这 个 子 菜单 里 给 用 户 提供 了 多 种 拟 合 











> Check to display fits on figure 列表 框 提供 了 多 种 曲线 拟 合 的 方法 ， 用 户 可 以 从 中 选择 
一 个 或 多 个 。 计 算 以 后 ， 选 中 的 各 个 方法 所 对 应 的 拟 合 曲线 显示 在 图 形 界 面 中 ， 可 以 
根据 标准 残 差 的 大 小 来 选择 理想 的 拟 合 曲线 。 一 般 标准 残 差 越 小 ， 曲 线 的 拟 合 效果 越 


好 。 


> Show equation 单 选 钮 : 选 此 项 ， 
> Plot residuals 单 选 钮 : 选 此 项 ， 显 示 拟 合 曲线 的 残 差 ， 可 上 月 


显示 。 












































在 拟 合 图 形 上 显示 方程 。 











上 柱状 图 








、 散 点 图 或 线形 图 


> Show norm of residuals 单 选 钮 : 选 此 项 ， 显 示 标 准 残 差 。 


“Numerical results” 方 框 月 








日 于 计算 当前 拟 合 图 形 的 参数 。 


> Fit:， 选择 当前 数据 集 拟 合 的 方程 。 
> _ Coefficients and norm of residuals: 显示 拟 合 数据 集 的 计算 结果 。 
> Save to workspace: 保存 计算 结果 。 


“。 3510。 














> FindY=fCO: 用 内 插 法 或 外 推 法 求 当前 拟 合 曲线 的 值 。 
【 例 4S-8】 用 基本 拟 合 界面 拟 合 MATLAB 软件 自 带 数据 census.mat。 
首先 建立 一 个 M 文件 : 


1oadq census 
Plot (cdqate， Pop， "Fo) 


运行 上 述 文 件 ， 得 到 图 45-20。 单 击 “Tools” 荣 单 ， 选 择 “Basic Fitting” 菜 单项 拟 合 图 
中 的 点 。“Basic Fitting” 界 面 如 图 45-21 所 示 。 在 该 对 话 框 中 选择 预 处 理 数据 ， 选 择 拟 合 方法 
cubic 并 画 出 残 差 图 ， 列 出 标准 残 差 ， 同 时 可 以 外 推 数 据点 ， 如 图 45-22 所 示 。 


了 辐 [ 











图 45-20“” 散 点 图 








厂 spline interpolant 
厂 shape-preserving interp' Y = plzx^3 + p2#x^2 十 
D3*x^1 二 p4 


Coefficients: 2000:10:2050 
p1L = 0.92102 
厂 4th degree polynomial p2 = 25.183 加 


三 sn deoreepownomial 所 pa -73.85 EN 瑟 
| Eeessssessgl p4 = 61.744 
站 沁 2.0le+003| 305| 
Worm of residuals = | 336| 
12.238 367 


2.04e+003| 400| 
2.05er003| 4s5| 
IE 


Barplot 
Subplot 











图 45-21 ” 拟 合 参数 的 选择 


图 45-22 显示 了 拟 合 图 形 、 数 据点 、 外 推 点 以 及 拟 合 的 方程 。 图 形 的 下 方 显示 了 标准 残 
差 的 分 布 图 。 图 形 显示 拟 合 结果 较 好 。 
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忆 data 1 
Se 可 


和 YY= 人 的 


Y = 0.92*x3 + 25*x2 +74*x + 62 








图 45-22” 拟 合 曲线 及 残 差 表示 图 


“512。 
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